YTOR OCH YTINTEGRALER

En parametriserad yta i rummet dr en kontinuerlig funktion r definierad
pa en rektangel R = {(u,v) : a < u < b,c < v < d} (eller annat slutet
begriansat omrade med vildefinierad area) i uv-planet och med vérden
i R3:

r(u,v) = z(u, v)i+ y(u,v)j + z(u, v)k, (u,v) € R.

Notera att alla punkter pa ytan &r randpunkter eftersom ytan &r ett
tva-dimensionellt objekt”i R3. Punkter pa ytan som motsvaras av inre
punkter i omradet R kallas trots detta inre punkten pa ytan. Randen till
omradet R avbildas ibland pa en kurva som avgriansar ytan. Den kurvan
kallas i sa fall for ytans rand.

En parametriserad yta dr glatt om funktionen r = r(s,t) som ger para-
metriseringen dr glatt och % X % # 0 for alla s och t.

Tangentplanet till ytan i den punkt som har parametervirdena (s,t)
spénns upp av vektorerna 7% och r}, v, X r} &r normalen till ytan.
Ytan kallas styckvis glatt om den dr sammansatt av glatta ytor, ”"hopp-
klistradelédngs randkurvor.

Lat r = r(u,v) vara en parameter framstillning av en glatt yta S i
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Ytintegralen av en funktion f(z,y, z) dver ytan S definieras enligt
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ORIENTERADE YTOR OCH FLODESINTEGRALER

En yta S kallas orienterbar om det finns ett enhetsvektorfalt N(P) defi-
nierat kontinuerligt pa S i varje punkt ortogonalt mot S. Ett vektorfilt
som uppfyller detta kallas for orientering av S.

Om § &r en parametriserad glatt yta (g—;’ X % # 0 i alla punkter pa
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Den sidan av ytan at vilken normalvektorn N (P) pekar kallas for den
positive sidan, den andra kallas for negativa sidan.

La F(z,y,2) = f(x,y,2)i+g(z,y, 2)j+ h(z,y, 2)k vara ett kontinuerligt
vektorfalt.
Vektorfiltets fldde genom en orienterad yta S ar integralen
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For parametriserade ytor &ar
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det senare ar lika med
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Val av tecken 4+ innebér ett val av riktning i vilken flodet uppfattas
positivt.
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GRADIENT, DIVERGENCE OCH ROTATION

Om f:R3 — R sa definieras gradienten genom

Man kan ténka sig om linjér avbildning
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som verkar pa f.
Den kan verka &ven pa ett vektorfilt: om F : R? — R3 F = Fli+ Fyj +
F3k sa ar
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Sats 16.1.1 Lat B. vara ett klott med radie € och medelpunkt P och
lat S, vara randen till B.. Da gller enligt divergenssatsen (16.4.8):
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dir N dr utatriktad enhetsnormal till sfiren S, och

Ytintegralen kan ses som flédet ut ur punkten P”, divF(P) kan tolkas
som ”kallstyrka per volymenhet”.

Om F : R — R3, F = Fii + Fbj + F3k si definieras rotation curlF
enligt



culF = VxF= (%i + ;yj + a%k) x (Fii+ Foj + Fsk)
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Sats 16.1.2 Lat S vara en cirkelskiva med radie € och centrum i punk-
ten P och enhets normalvektor N. Lat C vara randcirkeln genomlopt
moturssett fran spetsen av N. Da géller enligt Stokes sats (16.5.10)
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curlF(P) - N = lim = % F - dr.
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och

Kurvintegralen kan tolkas som arbetet vektorfiltet F utréttar d& en par-
tikel gar runt i den cirkulira banan. curlF(P) - N kan alltsa0 ses som
filtets formaga att fa en partikel att rotera kring axeln N, formagan &r
stérst om N ér parallell med curlF(P) och obefintlig om de &r ortogo-
nala.
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