SKALARPRODUKT

For geometriska vektorer definierades en produkt, skalarprodukten, som
med hjalp av vektorernas koordinater i ratvinkligt koordinat system
kunde skrivas

Xy = 2191 + T2y2 + 23Y3.
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Denna formel later sig 1att generaliseras till R™: for x = ) och
In
Y1
Y2 | . . .
y = . 1 R™ definierar vi
Yn

Ty =T1Y1 +Tay2 + ... +TpYn.

Med matrisbeteckningar kan detta skrivas x -y = x’y

Med hjalp harav och réknelagar for matrisprodukt far vi direkt
Sats 1. Réaknelagar for skaldrprodukten. Lat x, y och z vara
vektorer i R™ och lat ¢ vara en skaldr. Da géller:

‘X~y:y~x
e (x+y) z=x-z2+y-z
o (x)-y=c(x-y)

e x-x>0,ochx-x=0&x=0

Normen, langden av en vektor x dr skaliren ||x|| som ges av

I|x|| = vx-x=/22 4+ ...+ 22

Notera att ||x||? = x - x.

En enhetsvektor eller normerad vektor dr en vektor x sadan att
[Ix[[ =1

Att normera en vektor x innebédr att skapa vektorn X = ﬁx.
Vektorn X har samma riktning som x och normen 1.

Lat x och y vara vektorer i R”. Avstandet mellan x och y betecknas
dist(x,y) och ges av
dist(x,y) = [[x — y]|

Tva vektorer x, y i R" kallas ortogonala mot varandra om x-y =0
Obs! Nollvektorn ar ortogonal mot alla vektorer. Ingen annan vektor
har denna egenskap.

Pythagoras sats. Tva vektorer u och v i R™ &r ortogonala mot
varandra omm
[lu+vl[? = [[u][* + ||v]]*

Bevis.

lu+v|?=u+v)-(u+v)=u-ut+2u-v+v-v
= [[ul[* + [Iv[[* + 2u- v



varav [[u+ v||?> = [[u]|? + ||v||? omm 2u-v = 0 dvs u, v ir ortogonala
mot varandra.

Lat W vara ett underrum i R”. Om en vektor z &r ortogonal mot
varje vektor u € W sa séger vi att z ar ortogonal mot W.

Maéangden av alla vektorer z som &r ortogonala mot W kallas W:s
ortogonala komplement. Denna mingd betecknas W+,

Viktiga fakta.

a. x € W+ omm x &r ortogonala mot alla vektorer i méingden som
spanner upp W.

b. W+ ir ett underrum i R™ (Exercises 29, 30).

Ex.1 Lat W vara underrumet i R? som spinns upp av vektorerna

1 2
S = {ui,ug}, dir uy = | 2 |, ug = | —1 |. Bsetdm ortogonala
0 1

komplmentet W+,

Sats 3. Lat A vara en m X n-matris. Da géller:
(Row(A))* = Nul(A) och (Col(A))+ = Nul(AT)

Bevis. Ur matrisproduktens definition foljer att Az = 0 ar liktydigt
med att x dr ortogonal mot samtliga rader i A (eller hellre transponat,
om vi vill att alla vektorer skall vara kolonnvektorer). Detta ger forsta
likheten.

Eftersom Col(A) = Row(AT) far vi ocksa den andra likheten.

Eftersom alla underrum W i R™ kan erhallas som Col(A) for nagon
matris A foljer av rangsatsen att

dimW 4 dimW+ = dimCol(A) + dimNul(A”) =
rank(A”) + dimNul(A”) = n.

En méangd av vektorer kallas en ortogonalmangd, om vektorerna i
mangden ar parvis ortogonala.

En mangd av vektorer kallas en ortonormerad mangd eller en
ON-mingd, om den ar en ortogonalméngd, vars samtliga vektorer &ar
normerade.

En ortogonalméangd som &r en bas for ett linjart rum, kallas en or-
togonalbas. Om basen dr en ON-méngd, kallas den en ON-bas.

Sats 4. Om S = {uy,...,u,} ir en ortogonalméingd av vektorer i
R™ sa &r S en linjart oberoende mangd av vektorer.
S ar da en bas for underrummet i R™ som spénns upp av S.



