DIAGONALISERING

Def. En n x n-matris A sigs vara diagonaliserbar om det finns en
inverterbar matris P och en diagonal matris D saddana att A = PDP~!.

Sats 5.3.5. En n x n-matris A ar diagonaliserbar om och endast om
A har n linjirt oberoende egenvektorer.
A= PDP~! eller P"'AP = D, dir D &r en diagonalmatris,

-

kolonnerna i P &r n linjart oberoede egenvektorer till A. I sa fall ar
diagonalelementen i D motsvarande egenvirden till A (i samma ordning
som egenvektorerna i P).

Bevis. Vi observerar forst att om P dr en n X n-matris med ko-

lonner vy,...,v, och om D &r en diagonalmatris med diagonalelement
)\17 ey )\n sa,
AP = A[vy...vp] =[Avy... Av,)] (1)
medan

A0 0

0 X ... O
PD=P . . A = [)\1V1 )\2V2 . /\nvn] (2)

0 0 ... X\

Antag att A &r diagonaliserbar och A = PDP~'. DA AP = PDP~'P =
PD. (1) och (2) ger

[AviAva ... Av,] = [Avi Aava ... Apvy)] (3)

och
AV1 = )\1V1, AV2 = AQVQ, ey Avn = /\nvn (4)
Eftersom P &r inveterbar maste kolonnerna vy, ..., v, vara linjirt obe-

roende. Vi har alltsa visat ”endast omdelen, dvs A ar diagonaliserbar =
A har n linjirt oberoende egenvektorer.

Antag nu att A har n linjiart oberoende egenvektorer vy, ..., v, som
svarar egenviirden Ay, ..., A,. For P = [vy...v,] och D = diag(A1, ..., An)
far vi enligt (1)-(3) att AP = PD. Vidare, eftersom P dr inverterbar (ko-
lonnerna i P &r linjirt oberoende) &r

A=PDP .
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Sats 5.3.6. Om n x n-matrisen A har olika egenvérden sa ar A
diagonaliserbar.
Bevis. Foljer ur sats 2 och sats 5 (kapitel 5).

Sats 5.3.7. Lat A vara n x n-matris med p (p < n) olika egenvirden
ALy ooy Ape

(a) Dimensionen av egenrummet till egenvrdet Ag, 1 < k < p, &r
mindre eller lika med ordningen av A som nollsté lle till det karakteris-
tiska polynomet.

(b) A dr diagonaliserbar omm for varje A; dr dimensionen av egen-
rummet till A; lika med ordningen av Ax som nollsté lle till det karakte-
ristiska polynomet.

(c) Om A &r diagonaliserbar och By, &r en bas for egenrummet till A
blir By, ..., B, en egenvektorsbas i R".

Ex.2 Matrisen A = dr inte diagonaliserbar. Visa!
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