MATEMATIK Hjidlpmedel: utdelad ordlista, ej rdknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2011-03-19 kl. 08.30-12.30

Tentamen

Telefonvakt: Richard Lérkang
tel. 0703-088304

TMV036 Analys och Linjir Algebra K Kf Bt, del C

Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga

inlimnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Betygsgrénser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5. (Bonuspoing

fran duggor 10/11 inkluderas.)
Losningar ldggs ut pa kursens (10/11) webbsida senast 21/3. Resultat

meddelas via Ladok senast ca.

tre veckor efter tentamenstillfillet. Direfter kan tentorna granskas och hdamtas pa MV:s exp. 6ppen alla

vardagar 9-13.

1. (a) Lat f(z,y) = zy + In(xy?) vara definierad for = >

0, y > 0. Ange en ekvation

till tangentplanet till ytan z = f(x,y) i punkten (1,1,1).

(b) Bestiam linjériseringen for f(z,y) = zy + In(zy?)

i (1,1) och utnyttja denna

for att bestimma ett approximativt véirde pa f(1.1,0.9)

2. (a) Definiera begreppet egenvérde och egenvektor for en kvadratisk matris.

(b) Matrisen

-1 0 2
A= -2 1 2
0 01

har egenvirdena 1 och —1. Bestdm respektive egenvektorer. Ge argument som

visar att A dr diagonaliserbar.

Ange en matris P som diagonaliserar A och ange motsvarande diagonalmatris

D, dvs A= PDP~ .

3. (a) Berikna dubbelintegralen

// dxdy
D /16 — 22 — 2’

dir D ges av 2? + 92 <4, —y <z <.

(b) Beriikna arean av den del av planet z = 1 + 2z + 2y som ligger i omradet

K:0<y<1- x2.
4. Ett plan i R3 spinns upp av vektorerna [ -1 11 ]T

(a) Bestdm en ortogonal bas for planet.

och [1 2 21"

(b) Bestdm den ortogonala projektionen av vektorn [ 0 20 }T pa planet.

(c) Bestdm avstandet fran punkten (0,2, 0) till planet.

Var god vind!

(3p)

(3p)



(a) Vad menas med att ett vektorfilt F' #r konservativt i ett omrade Q C R3?

(b) Lat F(x,y,2z) = (e cosy + yz)i+ (zz — e*siny)j + (zy + 2)k. Avgor om vek-
torfiltet F' #r konservativt i R3. Motivera vél.

(c) For F' i (b) berikna kurvintegralen [, F - dr dir C &r spiralen r = r(t) =
cos ti + sin wtj + tk fran (1,0,0) till (—1,0,1).

. Best#m storsta och minsta virdena for funktionen f(z,y) = y%+4 (22 —1)y i triangeln
med horn i (2,2), (—2,—2) och (2,-2).

. Bestdm en ekvation for tangentlinjen till skdrningskurvan mellan de tva ytorna
z=1-12%+y? och y22 —x = 1i punkten (—1/2,1/2,1).

. Formulera och bevisa kedjeregeln fér fog da g : R — R? och f: R? — R.

(2p)
(3p)
(3p)

(6p)

(6p)



1.

2.

Loésningar

(a) Man verifierar ldtt att (1,1, 1) ligger pa ytan. Vi har ocksa att

of 1 9 of 1
%—y—i-x—yz-y och a—y—x—i-ny (2zy)
N of : :
och speciellt dr %(1, 1) =2 och 8—y(1, 1) = 3. Tangetplanet till ytan i punkten
(1,1,1) ges av ekvationen
of of
—1==—(1,1 —1 —(1,1)(y —1
1= AN =1+ G-,
dvs z=14+2(x —1)+3(y — 1).
Svar: z = 2z + 3y — 4.
(b) Linjériseringen for f(z,y) i (1,1) ges av
of of

Ett approximativt vérde berdknas enligt f(1.1,0.9) ~ L(1.1,0.9) = 1+2(1.1 —
1) +3(0.9—-1)=0.9.

(a) Se kursboken.
(b) Vi soker egenvektorerna till egenvirdena 1 och —1.

A1 =1: Vihar
-2 0 2 1 0 -1
A—I3=| -2 0 2|~ |0 0 O
0 00 0 0 O
1 0
Vi ser att matrisens nollrum spénns upp av vektorernavy = | 0 | ochveo = | 1
1 0
Ay = —1: Vi har
0 0 2 1 -1 -1 1 -1 0
A+I3=| -2 2 2 |— |0 0 1 — |0 0 1
0 0 2 0 0 O 0 0 O

Efter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum spénns upp av vektorn vs =
1
1
0

Enligt en sats i kursboken blir vektorerna {vi, vy, vs} linjéirt oberoende och dér-
med bildar en bas av egenevektorer i R?. Enligt satsen om diagonalisering ir A
diagonaliserbar dvs A = PDP~! dar

1 01 1 0 0
P:[V1V2V3]: 01 1 s D= 01 0
1 00 00 -1



3. (a) Vi gar over till de polidra koordinaterna x = rcosy, y = rsing. Vart nya
integrationsomradet blir rektangeln F = {(r,¢) : 0 <7 < 2,7/4 < ¢ < 37/4} och
vi far alltsa
// dxdy B // rdrdp
D A\/16 — 22 —y? E V16 —1r?

3r/4 2 d
= / (/ M) dp = (variabelsubstitution z = 16 — 2 ger)
™ 0

/4 16 — 72
3m/4
= / (V16 — r2)3dp = (2 — V/3)m.
w/4

(b) Ytan parametriseras av r(z,y) = (2,y,1 + 2x + 2y), dir 0 < y < 1 — 22
och -1 <z < 1. Beteckna ytan med Y. Da blir rj, = (1,0,2), r;, = (0,1,2) och
r;, X ry, = (=2,-2,1). Alltsa &r [r}, X ry| = /22 + 2% + 1 = 3 och arean blir

371
//dS //dedy—?) areanavD—S/ (1—3:2)(13::3[:16—:;} =4.
-1

4. (a) Vi bestdmmer en ortogonal bas mha Gramm-Schmidt metoden. Vi véljer den
forsta basvektorn som by = [ -1 1 1 ]T och beraknar den andra mha av formeln:

V2~b1

T
bl-blbl_[Q 1 1]

b2=V2—

(b) Om v = [0 2 0] ges den sokta projektionen av

-1 2
. V'bl V'bg 2 1
= b by = - 1 -1 (=11
projyv by - by 1+b2'b2 2=3 +3
1 1 1
(c) Avstandet ges av d = ||v — projiv|| = [|][0 1 — 1]7|| = V2.

5. (a) Se kursboken.

(b) Ett sétt att visa att filtet F' &r konservativt dr att bestdimma en potential,
dvs en funktion ¢ : R? — R sadan att

0

07;0 = F1($,y,2):€$COSy+yZ,
0

67(5 - FQ(w,y,z):mz—ezsiny
0

67(5 = Fg(.ﬁE,y,Z):l'y+Z.

Den forsta ekvationen ger ¢(z,y,z) = e* cosy + zyz + C(y, z) for nagon funktion
C(y,z) av tva variabler. Inséttning i den andra ekvationen ger —e®siny + zz +
Cy(y,z) = vz — e*siny varav C;(y, 2) = 0 och dédrmed C(y,z) = D(z) for nagon
funktion D av en variabel. Vi har alltsa ¢(x,y, z) = e* cosy+xyz+ D(z). Inséittning
i den tredje ekvationen ger likheten zy + D'(z) = zy + z varav D'(z) = z och
D(z) = 2%/2 + K, déir K #r en konstant. Vi har dirmed funnit att

o(z,y,2) =e®cosy +xyz+ 222+ K



ar potentialer till det givna filtet.

(b) Den sokta kurvintegralen erhalles nu litt:
/ F.dr=¢(—1,0,1) — ¢(1,0,0) = et —e+1/2.
C

6. Eftersom funktionen f saknar singulariteter sa maste extremvirdena antas antingen
i kritiska punkter i det inre av triangeln eller i punkter pa randen. Vi borjar med
att bestdmma ev. kritiska punkter till f. Vi har

Vi(x,y) = 2ry,2y+2°—-1)=0&2zy=00ch 2y +2>—1=0

Ur den forsta ekvationen far vi x = 0 eller y = 0 Insétning i den andra ekvationen
ger oss kritiska punkter (0,1/2), (1,0) och (—1,0). Man ser lidtt att endast (1,0)
ligger i det inre av triangeln och f(1,0) = 0.

Vi undersoker sedan de tre randsidorna:

Ri:y=2,-2<zx<2 Ry:x2=2,-2<y<2 Rz3:y=-2,-2<zx<2

Ri. gi(x) = f(z,7) = 2> + 23 — 2. Vihar gj(x) = 322 + 22 -1 =0 &z = —1
eller z = 1/3. Bade dessa kritiska punkter ligger i intervallet —2 < x < 2. och
funktionvirdena i dessa punkter dr g;(—1) = 1, ¢1(1/3) = —5/27. Funktionvirdena
i andpunkter dr g1(—2) = —2, ¢1(2) = 10.

Rs : g2(y) = f(2,9) = y?>+3y. Vihar gh(y) = 2y+3 = 0 & y = —3/2. Punkten ligger
i intervallet —2 < y < 2 och funktionvérdet g2(—3/2) = —9/4. Funktionvérdena i
dndpunkter dr go(—2) = —2, ¢g2(2) = 10.

R3 : g3(x) = f(x,—2) = 4 — (2?2 — 1)2 = —22? + 6. Det har sitt storsta viirde
pa intervallet [—2,2] i punkten = = 0, f(0) = 6, minsta vdrdet antas i punkterna
x = £2 och &r lika med —2.

Vi har alltsa att funktionens storsta och minsta virde pa triangeln &r 10 och re-
spektive —9/4.

7. En normal till ytan g(z,y,2) = z — 1+ 2?2 —y? = 0 i punkt (x,,2) pa ytan
ges av Vyg(z,y,z) = (2z,—2y,1), speciellt i punkten (—1/2,1/2,1) blir den N; =
(=1,—1,1). En normal till ytan f(z,y,2) = yz> —x —1 = 0i (x,y,2) pa ytan
ar Vf(z,y,2) = (=1, 2% 2yz), och speciellt i punkten (—1/2,1/2,1) blir den Ny =
(—=1,1,1). En tangentvektor, v, till skdrningskurvan mellan ytorna i (—1/2,1/2,1)
ar ortogonal till bade Nj och Ni. Vi kan alltsa ta v = Ny x Ny = (—2,0,—2).
Linjen genom (—1/2,1/2,1) med riktingsvektorn v ges av ekvationen (z,y,z) =
#(=2,0,2) + (=1/2,1/2,1).

8. Se kursboken eller foreldsningsanteckningar.



