GRANSVARDE

Lat P vara en punkt i R”, r > 0. Med en omgivning B,(P) till P
menas méngden av alla punkter @) vars avstand till P d&r mindre &n r. P
kallas en inre punkt i en delméngd A av R™ om det finns en omgivning
till P som helt ligger i A. P &r en randpunkt om varje omgivning till
P rakar A och komplmentet till A.

Def. Lat f vara en reelvird funktion av tva variabler med definition-
smingd D(f). Vi séger att

lim x,y) =1L
(xyy)%(avb)f( v)

om
e varje omgivning till (a, b) innehaller punkter i D(f) andra &n (a, b);

e till varje positivt € > 0 finns ett positivt tal 6 = d(e) sadant att
|f(z,y) — L| < e giller for alla punkter (x,y) € D(f) N Bs(a,b).

Rikneregler for griansvirden

For att underliatta formuleringarna utgar vi att alla inblandade funk-
tioner har samma definitionsméngd.

Om lim(, ) (a,p) f(2,y) = L och limg ) 0y 9(7,y) = M sa giller

—_

imgg ) @) (F(2,9) + 9(2,9)) = L+ M;

[\)

UMy ) o) (f (@, 9)g(2,y)) = LM;
im0 (f(2,9)/9(2, ) = L/M om M # 0;

. (Instédngningsregeln) Om f(z,y) < h(z,y) < g(z,y) och L = M
sa limy ) s (ap) M(2,y) = L

- W

(Sammansiittningsregeln) Om f : R?2 — Rochg: R — R, f(D(f)) C
D(g) och hm(:p,y)ﬁ\(a,b) f(‘ra y) =L, lim,p, g(Z) =M sa

lim x, =M.
o 9(f(z,y))

Kontinuitet

En funktion f : R? — R ir kontinuerlig i (a,b) om (a,b) € D(f) och
lim ) ) f(7,9) = f(a,b).

Vi sdger att f dr kontinuerlig om f &r kontinuerlig i varje punkt i defi-
nitionsméngden D(f).

Det foljer ur definition och gransvarderdkneregler att om f,g ar kontin-

uerliga i (a,b) s &r cf (c € R), f+g, fg, f/g (om g(a,b) #0), hog
om h: R — R &r kontinuerlig i f(a,b).




PARTIELL DERIVATA

Lat f : R? — R med definitionsméngd D(f) och antag att (a,b) 4r en
inre punkt i D(f).

Den partiella derivatan av f med avseende pa x &r funktionen fi(x,y)
vars funktsionsvéirde ges av grinsvirdet

ﬁuww:ggﬂx+h%—fmw>

i de punkter grinsvirdet existerar. Pa motsvarande sitt definieras fo(x,y),
den partiella derivatan av f med avseende pa y.

Olika skrivsatt for partiella derivator:

fie,y) = Difa,y) = ) = Filay) = o

och i punkten (a,b)

0 0
fila,b) = Dif(a.b) = 5 (@)l = fola,b) = 5 |y

Obs! f: R — R &r deriverbar = f ar kontinuerlig.

f:R?2 5 R, %, % existerar % f dr kontinuerlig.

TANGENTPLAN OCH NORMALER TILL FUNKTIONSYTOR

Om f : R? — R #r differentierbar i P = (a,b) har funktionsytan
z = f(z,y) ett tangentplan i (a,b, f(a,b)). Detta har en egenskap att
tangentlinjen till varje glatt kurvan genom (a,b, f(a,b)) pa ytan ligger
i detta plan. En normalvektor till ytan i punkten (a,b, f(a,b)) &r en
vektor n # 0 som &r ortogonal mot tangentplanet.

En normalvektor till ytan z = f(x,y) i (a, b, f(a,b)) dr vektorn
n= fi(a,b)i+ fa(a,b)j — k.

En ekvation for normallinjen i punkten ar

a+tfi(a,b)
b+ tfa(a,b)
= f(CL?b) —t

En ekvation for tangentplanet i punkten ar

2= fla,b) + fila,b) (@ — a) + f : 2(a,b)(y — b).
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