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MATEMATIK
Chalmers tekniska hogskola

Tentamen

Analys och Linjir Algebra K Kf Bt, del C (TMV036, MVE035)

Tentan rédttas och bedoms anonyrmt. 8kriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga
inlimnade papper. Fyli | omslaget ordentligt

Betygsgrinser. 20 - 29 p. ger betyget 3. 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5. (Bonuspodng
fran duggor 11/12 inkluderas.)

Lésningar liggs ut pd kursens {11/12) webbsida senast 12/3. Resultat meddelas via Ladok senast ca
tre veckor efter temtamenstillfdller. Direfter kan tentorna granskas och hdmtas p4d MVs exp. Oppen alla

vardagar 9-13.

LoLat flroy) =1 Tz =12+ (g =12

AR

{a) Skissa nagra nivakurvor till ytan 2 = f(z.y) samt sjilva ytan.

(b) Bestdm en normal och en ekvation f6r tangentplanet till ytan = = flz,y) i
5,4, —4).

punkten (

2. (a) Definiera begreppet egenvirde och egenvektor for en kvadratisk matris. Fork-
lara varfor 16sningarna till den karakteristiska ekvationen till en matris ir ma-
trisens egenviirde.

{b) Lat

40 0
A= 2 1 -6
-1 2 8

Bestdam A:s egenviirde och respektive egenvektorer. Ar A diagonaliserbar? Mo-
tivera vél Ditt svar!

3. (a) Berdkna dubbelintegralen

/ / 4r2y(£lfdy,
D

e . 2 e
ddr D begriinsas av parabeln y = x* och linjen y = 1.

/// zdzdydz,
K

I o A oy . oy o ‘o v Z 2 _ _
diar K ar den kropp som begrénsas av ytan z = 2~ y2 y* och ry-planet, d

(b) Berikna trippelintegralen

~ 7 % S ¢ 2 y
Ke={{z.y2):0<z2<2 42 - v*}

H

Var god viind!

(3p)
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4. Matriserna A = 0 z é
-1 -1 =3

lenta.
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(a) Bestam en ortogonal bas for ColA.

{b) Ange en forme

r 12 3 4 }} pa ColA (Obs! Du behdver inte berikna projektionen!)

5. Lat f(x.y) = (y — m)e{"‘z’“y}

(a

| fr berikning av den ortogonala projektionen av vektorn y =

(b) Har funktionen nigot minsta virde i det obegriansade omradet

6. Lat F(x.y) = 2zyi + z2j vara ett vektorfilt i RZ.

(a) Bestidm faltlinjerna till vektorfiltet F.
(b) Visa att F ar ett konservativt vektorfalt genom att beridkna en

F.

7. (a) Lat C vara den moturs orienterade cirkeln 22 + 3

F(r,y) =

. y . T

B S T e
:E2+y2 $2+y2

Ar radekvivas

) Bestdm funktionens storsta och minsta viirde 1 omradet 2% <y < z.

y > x??

potential ¢ till

(¢) Skissa nagra filtlinjer samt nagra nivakurvor till ¢. Vad finns det {6r samband

mellan nivakurvorna och faltlinjerna?

= R?, R >0 Lat

vara ett vektorfalt i R%\ (0,0). Berdkna kurvintegralen §, F - dr genom att
anvinda kurvintegralens definitior.

(b) Lat v vara den positivt orienterade randen till omradet
2?4+ 4yt <9, 2% +y? > 1 (Obs! Randen bestar av tva slutna kurvor). Med

hjilp av Greens formel berikna kurvintegralen ¢ F - dr.

o ar den medurs orienterade ellipsen 7?44yt =97

8 Formulera och bevisa kedjeregeln fér foyg da g :
f . R2 .y R. Férklara noggrant varje steg i beviset som var diffre

7
K

funktionen [ anvinds samt var oxis

>4

— R? (eller g :

tons av derivatan for funktionen

Vad blir § F -dr da

P [ N
B? — R} och
ntierbarhet for

g utnyttias.

Lycka till!
Lyudmila T

(2p)
(2p)

(2p)

(3p)



Lésningar

1. (a) Nivakurvornagesav 1~ /(r - 1)2 + (y — 1)? = ¢ fér olika virden pa konstan-

ter ¢, T —c > 0. Dessa dr cirklar (x ~ 1)* + (y — 192 = (1 - ¢)? med centrum i
punkten (1.1). Ytan dr paraboloiden:

5:@

(b) Man verifierar litt att (5,4, —4) ligger pa ytan: 1 - /(51T + (4~ 12 =
I'— 5= —4. Vi har ocksa att

aj -1 af y—1
«(}w Fr g = R =5 O .h a»—— e = = =
T Vie=102+(y~1) Y Vie=1¢+(y-1)
9] ; 4 af . 3
och speciellt dr -,—,~£(5,:1) = —— och —;.1(5, 4) = —=. En normal till ytan blir
i 5 dy 5

alltsa n = (-
ekvationen

St

»f —1). Tangetplanet till ytan i punkten (5.4, —4) ges av

sra= -5+ Loy -

dvs 52+41‘+3ym19
Svar:n = (-3 -2 £,~1), 5z + 4z + 3y = 12.

2. (a) Se kursboken.

(b) Visocker egenvérde till matrisen A genom att 16sa den karakteristiska ekvationen:

L4 - A 0 0

| — —
; 2 I-A -6 ;-.:(4~,\)fl,)’)‘ gﬁﬁ/\;
| 2 8- boe e

= (4= A)((1 - A)8~ A)+12) = (4 — A)(\? — 944 20) =0
Vifar A= 4deller A2 — 9\ +20 = 0 dvs A = 4 eller )\ = 5. Vi har alltsd att matrisen
har tvd egenviirde: A = 4 och A = 5.

Vi s6ker nu egenvektorerna till egenviirdena 4 och 5

Ay =4 Vi har

{sj 0 tsii [10 0]

A-dly=| 2 =3 ~6 |~ |01 2],

1 I i

L-1 2 4§ |00 o]

[0

i

Viser att matrisens nollrum SpAnns upp av vektorn v, = | -2

L1



3.
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Flter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum spanns upp av vektorn

o
Vi = -3 .
L2 ]

Vi kan alltsa hitta hogst tva linjart oberoende egenvektorer och darmed blir fute A

diagonaliserbar.

H

(a) Omradet D dr y-enklet och ges av D = {{z.y):

Dubbelintegralen kan berdknas enligt

V S
/ / 2 ydady / ({ /
JD J-1 Ja?

aydy)dr

(b) Vi gor forst en bild av integrationsomradet:

Integralen kan beriknas pa foljande tva sitt; Vi
gen med z som yttre integrationsvariabel. Ett
genom (0,0,2) dir 0 < 2

1 /! i 1
5/»1(1:2 — 2Ndr = 3

<<t <y < 1)

kan vilja att utfora berdknin-
plan parallelt med ry-planet

< 2 ger en skdrningsyta K, som Ar cirkelskivan

{(x.y,2) 2% + y? < (2~ 2)} med radien V2 —z. Vi far att

/// zdrdydz
J J JK
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3.
i

For den dubbelintegralen ger évergang till polira koordinater. med £ = {{r. 2]
0<r<V2,0<p<2m

1 s ¥ T
- / (2—2° y Y idedy =
2/ Jp

4. {(a) En bas for Cold bestar av la, 2a och de kolonnerna, dvs

1 (»] 1 -3
Vo= 2 Vo = S Vi == !
’ 0 e 2 T 1
~1 { -1 |2

Vi bestammer nu en ortogonal bas mha Gramm-Schmidt metoden. Vi viljer

. ) 17 .
den forsta basvektorn som b; = { 120 -1} och beriknar dem andra

mha av formeln:

vy - by . T
by = vy—om——b; =[-2 12 0],
2 Vi b, b, | |
V;;-b] Vg‘bg 1 e
by = v3— ————bj - ——="by=-| -1 2 -2 3]
3 A N 5 J
T r 41T . 1
Svartb;=[1 2 0 ~1] by=[-2 12 0] by=[-1 2 -2 3]
(b) Den sokta projektionen ges av
. . b
. y b b+ Y by y bs o

K TR = b‘
ProjcoiaY b, - by 1+ by - by 2+ by - bs ’

5. (a) Eftersom funktionen f saknar singulariteter s maste extremvirdena antas
antingen i kritiska punkter i det inre av omradet eller i punkter pa randen. Vi
bérjar med att bestimma ev. kritiska punkter till f. Vi har

V/f(z,y) = (exg‘y(2:6y~2x2~—l), 6‘I‘Z”y(l+y»-;t)) =0 & 2ry—2r°—y =0 och l+y—z =10

Ur den andra ekvationen far vi y = x — 1. Insiitning i den forsta ekvationen
ger oss @ = 1/3. Vi far alltsd en kritisk punkt (1/3,-2/3). Denna ej ligger i
omradet.

Vi undersoker sedan randen som bestar av tva delar Ry : {(z, 2 0<r <1}
och Ry : {(z.2): 0 <z <1}

Ry ¢ gilz) = flz,2?) = 2% — 2. Vi har gj{z) = 20— | = 0 & = = 1/2
Denna ligger i intervallet 0 < 2 < 1 och funktionvirden dr g:{1/2) £
Funktionvirdena i andpunkter dr g1(0) = 0. g:(1) = 0.

‘ )= 0, Vihar all §

< 2 dr —1/4 blir det dven minsta fis virde i det obegrinsade om

;
=Y =
3



6. (a) Filtlinjerna bestdms ur foljande differentialekvationen:

dx dy .
e e e vl = 2ydy.
2y e o

Denna kar losningar 72 = 2y + C {or olika virde av konstanten ¢

b Eneventuell porential o satisfierar differentialekvationerna

(h
[}* - .
—= = Fi{z.y) =21y
dr
I,
L = Fry) =a°
Jy
Integration av férsta ekvationen ger (. y) = 22y+c(y). dir e(y) dr en funkti
ntegration av forsta ekvationen ger o{x. y) = 2°y-+c(y). dir e(y} dr en funktion
. . . . . 2 e 2
av en variabel. Insdttning i den andra ekvationen ger z° + /(y) = z° varav
(y) = 0 och didrmed cly) = D.dir D dr en konstant. Vi har ddrmed funnit
att
o . . 3
Plry) =17y
dr en potential till det givna filtet.
{¢) Faltlinjerna 2° = 2y? + C och nivikurvorna o(r.y) = 2%y = D dr ortogonala

mot varandra.

7. (a) En lamplig parametrisering av cirkeln C ar

x = Rcost
, 4 27].
{ y = Rsint te (0,27

Med hjilp av denna far vi

n ~Rsint Rcost
/ ( fsin i feos j> (~Rsinti + Reostj)dt
Y]

COS - s ; ;
R%(cos?t +sin®t R%(cos?t + sin?t

27
! 7,5 ;
= / {(sin“t + cos® t)dt = 2.

Pt

Observera atl resultatet dr oberoonde av cirkelns radic.

oy
i,} ){5:’}?(‘5?;

Y
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Lat € vara den moturs orienterade enhetscirkeln. D v o= o U(-0)

fFv(ir:wa-drwawfr.
5y Jar ¢

Det t6ljer nu ur resultat i (a) att

%Fv(ir::w %sz’r—* {F-dr::w?frm{}:~2?r.
a JC gy

8. Se kurshoken eller forelasningsanteckningar.

och






