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vardagar 9-13.

1. Given #r ytan z = f(z,y) = 1 +1In(1 + 2% + ?).

(a) Bestdm ytans nivakurvor och skissa ytan.
(b) Bestdm en normal till ytan i punkten (1, —2,1 + In6).
(c) Bestdm en normal till nivakurvan f(z,y) =In5+ 1 i punkten (v/3,1).

2. Lat f(x,y) = 23 + 9% — 9xy.
(a) Bestém riktningsderivatan av f i punkten (1,1) i riktningen v=1[ 2 1 }T.

(b) Bestdm alla kritiska punkter till f. For en av dem ange dess karaktér (lokalmax-
imum, lokal minimum, sadelpunkt). Valet &r Ditt.

(2p)
(4p)

3. (a) Beriknaarean av ytan V:r = r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) = (u?, 2uv, 2v?), (3p)

0<u<20<0v<l.

(b) Beriikna trippelintegralen

/// xzdxdydz,
D

dir D = {(z,y,2) : >0,y > 0,0 < z <y, 2% +y* <4}.

1

4. Matrisen A = [ 9

2 ] har vektorn [ 1

1 ] som egenvektor.

(a) Bestdm talet a och matrisens samtliga egenvirden och egenvektorer.

(b) For a i (a) 16s foljande system av differentialekvationer x'(t) = Ax(t) med
x(0)=[1 0 }T. Skissa 1osningens trajektorie.

Var god vind!

(3p)



5. (a) Forklara vad som menas med en minstakvadrat-16sning.

(b) Betrakta de fyra punkterna (—1,0), (0,1), (1,1), (2,a) déir a dr en reell param-
eter. Visa att den linje y = kx 4 [ som bést ansluter till de givna punkterna i
minstakvadratmetodens mening alltid gar genom punkten (—1/3,1/2) oavsett
vilket virde man sétter pa a.

sinx
14 22

6. Lat F(z,y) = (32%y> + )i+ 2y(2® + e_yQ)j-

(a) Lat v vara linjestycket fran (—2,2) till (2, —2). Beriikna kurvintegralen fv F.dr.
(b) Ar F konservativt i R2? Motivera vl.

(c) Berékna det arbete som F utrdttar da en partikel forflyttas fran (—2,2) till
(2, —2) medurs lings ellipsen 22 + 3y? = 20.

7. Visa att z 4+ y + z > 3 for alla positiva reella tal sadana att zyz = 1.

8. I kursen har vi visat resultat som handlar om egenskaper hos egenevektorer som
svarar mot olika egenvéirden till en matris. I del (a) skall du visa ett av dessa spe-
cialfallet med bara tva egenvektorer. Det blir poéngavdrag om du skriver ner beviset
i det alménna fallet och sedan lagger till "sétt p = 2”eller liknande.

Antag alltsa att vi har tva egenvektorer till en matris som svarar mot olika egen-
vérden.
(a) Visa att de tva egenvektorerna &r linjart oberoende.

(b) Kan matrisen ha tre olika egenvéirde om den &r en 2 x 2-matris. Motivera vél
Ditt svar.

Lycka till!
Lyudmila T



1.

(a)

Loésningar

Ytans nivakurvor ges av 1+ In(1 + 22 + y?) = c for olika viirde pa konstanten
c. Eftersom 1+ (22 +y?) > 1, In(1 + 22 +%?) > In1 = 0 och dérmed ¢ > 1. Vi
har

l+n(l+22+ ) =ceom(l+22+y)=c—-1ea?+y2 =1 -1

Nivakurvorna &r alltsa cirklar med centrum i origo. Ytan &r en paraboloid.

r_ 2x r_ 2y
T+ a?4y? Y 14?4y
En normal till ytan i punkten (1,—2,1+ In6) ges av
1

(£, -2), £41,-2), ~1) = (5,2, ~1).

En normal till nivakurvan ges av grad(f)(v/3,1) = (%, 2).
of

of _ o » a2
3?_3:8 9y, a—y—Sy 9z.

Vi normerar riktningsvektorn: ||v|| = v/5, u := v/||v|| = (2/v/5,1/v/5). Den
sokande riktningsderivatan ar

f1(1,1) = grad(£)(1,1) -u = (=6, —6) - (2/v/5,1/V/5) = —18/+/5.

De kritiska punkterna ges av systemet

% = 322 -9y =0 N y=x?/3 N y=1x%/3
o= 3y —9r=0 3y2 — 9z =0 at — 270 = w(a® — 27) = 0
Systemets losningar och dédrmed funktionens kritiska punkter blir alltsa (0,0)

och (3,3). For att bestdma punkternas karaktdr berdknar vi funktionens andra
derivator och Hessianen i respektive punkterna:

falc/x = bz, fg/c/y =9, f{//y = 6y.

H(0,0):[g 3} %(3,3):[13 12]

Eftersom det(#(0,0)) < 0, &ar (0,0) en sedelpunkt; (3,3) ér en lokal min-
imipunkt, ty det(#(3,3)) > 0 och f,/,(3,3) > 0.

Vi har
i j k

ry = (2u,20,0),1r, = (0,2u,4v) och ryxr, = | 2u 2v 0 | = 8v*i—8uvj+4u’k.
0 2u 4v

12 1 2
Arean avY = / / ||ty X 1y||dudv = / / Ay 4t + 4u0? + uitdudo
0o Jo 0o Jo

1

1,2 312 p1 3 2
2
= 4// 202+u2)dudv:4 [u] /dv%—[v] /du
o Jo 3 10J0 3 1oJo

(
= 4<§+§>:16.



(b)

(a)

y
rzdrdydz = // . </ Tz dz) dxdy
/ / /D : 2+0%Iy § 3 0 ( )

2
Ty
= = d
// 5 drdy
z>0,y>0

w/2 2
= |Poléra koordinater| = / / reose
o Jo

10

/2 1,572
= / [r} sin? ¢ cos pdyp
0

0

16 !
= |Variabelbyte t = sin | = 5/ t2dt = —.
0

|-[20a]

Vi beraknar
1 21[1
AV_[z a]_l

For att v skall vara en egenvektor maste

3 [ 1
[2+a]_)\_1

for nagot A,

vilket ger A = 3, 2+ a = 3 och ddrmed a = 1.

Med a = 1 fas egenvérden ur
@ﬂA—AU:'l_A 2

Vi har alltsa A =3 och A = —1

2 1-A

2 in2
reoser S ¥ (prdrdgo

2

16
15

‘:Q—AF—4:Q

Samtliga egenvektorer till A = 3 ges av t { 1 } ,t#0.

Egenvektorerna till A = —1 bestédms ur ekvationen (A + I)x = 0:
2 2 11
A+I:[2 2]N[0 0]

. . -1
Vi ser att matrisens nollrum spanns upp av vektorn { 1 } och A:s egenvek-

torer till A = —1 éirt[ _1 ],t;&O.

Losningar till systemet x'(t) = Ax(t) ges av x(t) = Ce? [ 1 ] +Che™t [ _1 } :

Satt in t = 0:

4]-w0-a]

413 21

varav

och

1
1

-1

o)

Jra]



5.

(a)
(b)

Se kursboken

Lat
1 -1 0
1 0 1
A= 1 1 och b = 1
1 2 a

Koefficienter (k,l) sadana att linjen y = kx + [ bést ansluter till de givna
punkterna i minstakvadratmetodens mening uppfyller systemet

ATA[Z]:ATb.
k
Vi har
-1
l o T —1 ATy 4 2 2—|—a
] o= =[50 ][
1 3 —1 24+a | _1]5+a
10| -1 2] [1+42¢] 10 3a |
Sétt nu = —1/3 in i linjens ekvation y = kx + [ och far:

(-1)4r=-22. 1 Bta
3 10 3 10 2

som visar att linjen gar genom (—1/3,1/2) oavsett virde pa a.

Kurvan « parametriseras enligt: r = r(t) = ti — tj, t € [-2,2]. Darmed
2
/F dr = / F(x(t)) - x/(8)dt
o —2
? o o, sint . 3 2va ) e s
= B 3t° -t +1+t2 i—2t(t°+e " )j)-(1—-J)dt
2 .
sint 2
= 5t* 2te™"")dt.
/_2( +q e +2te™"")
sint 42 . . 2 sint 42
Eftersom —— + 2te™" &r en udda funktion, (—— +2te”" )dt =0 och
14 ¢2 o 112
dédrmed

2 t5 2
/F-dr:/ 5t4dt:5[} = 64.
v -2 5] 9

Lat P(z,y) = 3222 + 2%, Q(x,y) = 2y(2® + ¢¥"). Vi har

1+z2>
oP oQ
ay Y gy TV

Filtet F &r en C'-funktion i R? och P, = Q/,. Alltsa r F konservativt i R?.

Lét C vara elipsbagen 222 +3y? = 20 fran (—2, 2) till (2, —2) medurs orienterad.
Arbete som F utrdttar berdknas enligt fCF - dr. Eftersom F &r konservativt
kan kurvan C'i integralen ersitts med enklare kurvan v fran (a):

Arbetet—/F-dr—/F-dr—64.
c v



7. Lat f(z,y,z) = x + y + z. Vart problem bestar alltsa i att visa att minimum av
f(z,y,z) under bivillkoret zyz =1, > 0, y > 0, z > 0 &r lika med 3 eller storre.
Lat D = {(x,y,2) : xzyz = L,x > 0,y > 0,z > 0}. Om vi betraktar f da (z,y, z)
ligger i D och tillhor ett (stort) slutet klot kring origo har funktionen minimum i
detta kompakta omrade, ty f dr kontinuerlig. For bestdmning av minimipunkten
far vi enligt Lagranges multiplikatormetod systemet

8.

1 = Ayz

1 = Azxz

1 = Jdxy
zyz = 1

(vi har grad(f) = Agrad(g), med g(z,y, z) = zyz).

Ur forsta tre ekvationerna far vi x = y = 2. Kombineras detta med den sista
ekvationen erhalles punkten x = y = z = 1. Funktionens véirde i denna punkt &r
f(1,1,1) = 3. Oberoende av klotet fick vi att f:s minimala virde i omradet &r 3.
Dérmed blir  +y+ 2z > 3 {or alla z, y, z som uppfyller zyz =1, >0,y > 0, z > 0.

(a)

Vi gor ett motségelsebevis och antar att egenvektorer vi och vs som svarar
mot olika egenvirden A1 och Ao dr linjirt beroende. Da en av dem , sig vy ar
en multipel ev den andra, dvs vi = cvs for nagot konstant c. Multiplicera bade
leden av likheten med matrisen A och far

Avi = cAvy & AV = cA\ava.
A andra sidan genom att multiplicera samma likheten med A; far vi
)\1V1 = C/\1V2.

Ur detta foljer att cAave = cAjve och déarmed c(A\; — Ag)ve = 0. Eftersom
vy # 0 som egenvektor och A1 # Ao, sd maste ¢ vara noll och dédrmed vi =0
(obs! vi = ¢va). Men detta &r omgjligt ty viédr en egenvektor.

Man kan argumentera pa manga olika sitt. T.ex. egenvirden dr 1osningar till
den karakteristiska ekvationen det(A — AI') = 0 vilken &r andragradsekvation i
fall A &r en 2 x 2 matris, och ddrmed har hogst tva olika losningar.



