GRADIENT OCH RIKTNINGSDERIVATA

Gradient till en funktion f : R?> — R som har partiella derivator &r

Vi(z,y) = gradf(z,y) = fi(z,y)i+ fa(z, y)j-

Sats 12.7.6 Om f &r differentierbar i punkten (a,b) och V f(a,b) # 0 sa
ar V f(a,b) en normalvektor till nivakurvan genom punkten (a, b) alltsa

till f(x,y) = f(a,b).

Riktningsderivatan till f(z,y) i punkten (a, b) i riktningen u = ui+vj,
dér ||u|| = 1 ar grénsvérdet

Duf(a,b) = fila,b) = lim flathub +hhv> i)

Observera att f;, = f, om u=1ioch f;, = f; om u=j
Dy f(a,b) ar tillvixthastigheten i riktiningen u,

d
Duf(a,b) = @f(a + tu, b+ tv)|i—o.

Sats 12.7.7 Om f ar differentierbar och u = ui+wvj ér en given riktning
med ||uf| =1 sa &r

fu(a,b) =V f(a,b) - u.

Notera att Dy f(a,b) = ||u||||Vf(a,b)||cosf, dér 6 dr vinkeln mellan u
och V f(a,b). Da giller

e I punkten (a,b) vixer f snabbast i riktningen som ges av V f(a, b)
(da cosf = 1). Den maximala tillvéxten &r ||V f(a,b)]||.

e I punkten (a,b) avtar f snabbast i riktningen som ges av —V f(a, b)
(da cos @ = —1). Den maximala nedgangshastighet ar ||V f(a,b)]||.

e Tillvixthastigheten i punkten (a,b) dr 0 i riktningar parallella med
nivakurvan f(z,y) = f(a,b) (cosf = 0).

PARTIELLA DERIVATOR AV HOGRE ORDNING

Om de partiella derivatorna av z = f(z,y) ar partielltderiverbara sa kan
vi definiera

0%z 0? 0

@ = @f(md/) = %f;;(xay) = fa,:/a:(m7y) = fll(may)
0%z 9?2 0

0%z 0?2 0

ayax = mf(xvy) = @f;(xvy) = :;:ly(xvy) - f12($,y)
P o

0
o = gyl 00 = 50y = fi(e.y) = fa ()

Vi kan uppreppa processen till hogre ordningens derivator.




Sats 12.4.1 Om alla partiella derivator av ordning till och med k &r
kontinuerliga (skriver f € C¥) i D (D &r 6ppen) sa spelar det ingen roll
i vilken ordning deriveringsregelrna utfors, resultatet blir detsamma, som
t.ex. ar

fi2 = forom f € 027

f1112 = f1121 = f1211 = f2111 om f € C4'

KEDJEREGELN

Om z = f(z,y) har kontinuerliga partiella derivator och om = = z(t),
y = y(t) dr deriverbara funktioner sa géller

d: 0 dr 0z dy

dt  Ox dt Oy dt’
Alternativt skrivsétt

%f(f(t),y(t)) = fula(t),y()a'(t) + f2(2(t), y(£))y' ().

Om z = f(z,y) har kontinuerliga partiella derivator och om = = z(s, t),
y = y(s,t) har partiella derivator sa géller

0: 0 0w 0s oy 0: 0z ox 0z 0y
ds Oxr O0s Oy Os’ ot  ox ot 0oy Ot

Kedjeregeln pa matrisform r
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gs ot | | oz oy

871: oz
gs t
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DIFFERENTIERBARHET
Med linjérisering av f i punkten (a,b) menas fnktionen

L(z,y) = f(a,b) + fi(a,b)(x — a) + f2(a,b)(y = b).

Grafen till linjériseringen av f i punkten (a, b) &r tangentplanet till ytan
2= f(z,y) i punkten (a, b, f(a,b)).

En funktion f kallas differentierbar om det finns konstanter Ay, Ao
sadana att

f(a+h7b+k)_f(a7b):A1h+A2k+ h2+k2p(h‘7k>7

dér p(h,k) — 0 da (h,k) — (0,0). I detta fall blir f partiellt derivarbar
i(a,b) och A; = fi(a,b), As = fa(a,b).

Talet Vh? + k2p(h, k) dr fellet som uppstar da f ersétts med linjériseringen
L. Om f dr differentierbar blir fellet litet i jaimforelse med vh? + k2.

Sats 12.6.4. Om fi, fo &r kontinuerliga i en omgivning till (a,b) sa &r
f differentierbar.




Sats 12.6.5. Lat z = f(x,y), dir = u(s,t) och y = v(s,t). Antag att
e u och v har partiella derivator i punkten (a,b)
e f ar differentierbar i punkten (u(a,b),v(a,b)).

Da har z = w(s,t) = f(u(s,t),v(s,t)) partiella derivator av ordning ett
med avseende pa s och ¢ i punkten (a,b) och

w1 ((I, b) = fi (u(a7 b)a U(a7 b))ul (av b) + f2(u(aa b)7 U((I, b))vl (a7 b)
wa(a,b) = f1(u(a,b),v(a,b))uz(a,b) + fo(u(a,b),v(a,b))va(a,b)

dvs

0 _0x ow 92 9y 0:_ 92 v 0= 0y

ds Oxr O0s Oy O0s’ ot ox ot 0oy Ot
Bevis. Vi ska bevisa kedjeregeln i fallet da z = w(t) = f(u(t),v(t)). Da
sager den att

% lt=a = fi(u(a),v(a))u'(a) + f2(u(a), v(a))v'(a)

om u och v ar deriverbara i punkten a och f &r differentierbar i punkten

(u(a), v(a)).

Vi skall undersoka griansvérdet av kvoten

wla+o)—w(a) flula+o),v(b+0))— f(ula),v(a))

g g

da o — 0.
Eftersom f ar differentierbar giller det att

f(u(ato),v(b+0)) = [f(u(a),v(a))+f1(u(a), v(a)) h+fa(u(a), v(a)) k+V h? + k2 p(h, k)

dir h = u(a + o) — u(a), k = v(a + o) — v(a) och p(h,k) — 0 da
(h,k) — (0,0).
Vi har alltsa att
f(ula+0),0(b+0)) — f(ula), v(a))
fi(u(a), v(a)h + fo(u(a),v(a))k + vV'h* + k2p(h, k)

g

—ﬁwmxmwﬁ+¢xmwww»k+¢(ff+(kfmmm

(o g o

Eftersom u och v &r deriverbara i a sa blir de kontinuerliga i a och
ddrmed h = u(a+0o)—u(a) - 0och k =v(a+0)—v(a) = 0da o — 0.
Vidare har vi att p(h,k) — 0 da o — 0 och

h u(a+o)—u(a) k' wv(a+o)—v(a)

- = —'(a) och — =
o o o o

da o — 0. Foljaktligen gar termen (%)2 + (%)2p(h, k) mot 0 och

ti J(@ )00+ 0)) = F(l@)- (@) _ o (0), o))l (a)+ falula), v(a))/(a).

o—0 o

Darfor blir den sammansatta funktioner f(u(t),v(t) deriverbar i @ med
v

derivatan fi(u(a),v(a))u'(a) + f2(u(a),v(a))v'(a).




LINJARISERING OCH KEDJEREGELN FOR
VEKTORVARDA FUNKTIONER

En funktion f : R® — R™ ges av m funktioner fran R" till R f =

(f17f27"'7fm)'
Om x = (x17x27"‘7$n) OChy: (y17y27""ym) dar

y1 = fi(z1,22,...,70),
Y2 = f2(331,352,- . '71"71)7
ym = fm(w17$27 s 7xn)

sa skriver viy = f(x).
Man samlar partiella derivatorna till y = f(x) i en matris

dy1 On Oy1
ox1 Oxo te Oxn
Jy2 Y2 Jy2
Df(x)=| " 77 T
8ym 8ym 8ym
oz Oz Tt Oxp

Denna matris kallas Jacobimatrisen till f.
Speciellt blir Jacobimatrisen till en reellvird funktion f : R” — R lika

med
( of af )
oxr1 ' Ozn )
Om alla komponenterna f;(x) av f(x) ar differentierbara kan differensen
fi(a+h) — f;(a) approximeras av

of i
9Ji
8171 (a)hl

of; of; af
+...a—é(a)hn:[a—£(a) %(a)} :
I,
Om vi later vektorn h vara en kolonnvektorn kan kolonnvektordifferen-
sen f(a+ h) — f(a) approximeras med Df(a)h, dvs
f(a+h) = f(a) + Df(a)h,
eller med h=x—a

f(x) ~ f(a) + Df(a)(x — a).

Kedjeregeln:
D(gof)(x) = Dg(f(x) - Df(x).



