EXTREMVARDEN

En funktion f : R?> — R har lokalt maximum (lokalt minimum) i
en punkt (a,b) om det finns en omgivning B, (a,b) sadan att

f(z,y) < f(a,b) (respektive f(z,y) > f(a,b)) for alla (z,y) € D(f)NB,(a,b).

En funktion har globalt maximum (globalt minimum) i en punkt
(a,b) om

f(x,y) < f(a,b) (respektive f(z,y) > f(a,b)) for alla (x,y) € D(f).

Sats 13.1.1(Nodvéndiga villkor) Lokalt maximum /minimum kan erhallas
i

e punkt dir gradienten inte existerar (s.k. singulér punkt)
e punkt pa randen av definitionsomradet

e punkt dir grad f(z,y) = 0 (s.k. kritisk punkt)

Sats 13.1.2 (Existens av extremvérde). Om f &r kontinuerlig i ett slutet,
begrinsat omrade D sa har funktionen ett storsta viarde och ett mins-
ta varde i D. I de punkter dessa viarden antas har f lokalt maximum
respektive lokalt minimum. De alltsa finns bland

e singuldra punkter
e randpunkter

e kritiska punkter.

Hur avgdér man om en kritisk punkt dr en extrempunkt?

Antag att funktionen f : R? — R har kontinuerliga partiella derivator
av ordning ett och tva i en omgivning till punkten (a,b).
Med Hessianen i (a,b) menas matrisen

_ | fila,b)  fia(a,b)
Hla,b) = fa1(a,b)  foa(a,b)

Observera att H(a,b) dr symmetrisk, dvs H(a,b) = H(a,b)” under vil-
lkoret ovan.

Lat A vara en symmetrisk n x n matris (dvs 4 = AT).

A kallas postivt definit om v Av > 0 for alla v € R™, v # 0.

A kallas negativt definit om v/’ Av < 0 for alla v € R™, v # 0.

A kallas indefinit om det finns vy och va i R sadana att vi7 Avy > 0
och voT Avs < 0.




Sats 13.1.3 (Klassificering av kritiska punkter med andra derivatorna)
Antag att (a,b) dr en kritisk punkt for funktionen f(x,y) i det inre av
definitionsméngden. Antag att f har kontinuerliga partiella derivator av
ordning ett och tva. Da giller foljande:

e Om H(a,b) &r positivt definit sa har f lokalt minimum i (a, b).
e Om H(a,b) dr negativt definit sa har f lokalt maximum i (a, b)
e Om #(a,b) &r indefinit sa har f sadelpunkt i (a,b)

(a,0)

e Om H(a,b) inte &r nagot ovanstaende séger satsen inget.

Lat A vara en symmetrisk n x n matris (dvs 4 = AT).

A ar postivt definit omm alla A:s egenvirde dr positiva.

A ar negativt definit omm alla A:s egenvirde ar negativa.

A &r indefinit omm A har bade negativa och positiva egenvirde.

Sats 13.1.3 Antag att (a,b) dr en kritisk punkt for funktionen f(z,y) i
det inre av definitionsméngden. Antag att f har kontinuerliga partiella
derivator av ordning ett och tva.

e Om det(#H(a,b)) > 0 och fi1(a,b) > 0 sa har f lokalt minimum i
(a,b).

e Om det(#H(a,b)) > 0 och f11(a,b) < 0 sa har f lokalt maximum i
(a,b).

e Om det(#H(a,b)) < 0 sa har f sadelpunkt i (a,b).

e Om det(#(a,b)) = 0 sa ger denna test ingen information.



