TMV036c, Analys och linjar algebra, del C, vt 14
Vecko—PM lasvecka 4

Adams: 12.4, 12.5, 12.6, 12.7, 13.1, 13.2

Innehall: Hogre ordningens derivator, Kedjeregeln, linjar approximation, differ-
entierbarhet. Extremvirden, extremvirde med bivillkor. Lagranges multiplikator
metod.

Kapitel 12 handlar om funktioner av flera variabler. I veckans avsnitt skall vi ar-
beta med en del begrepp som é&r vilkénda fran envariableanalysen men nu i en mer
generell tappning. I huvudsak handlar det om att derivera funktioner av flera vari-
abler och anvinda derivata for att pa olika sidtt beskriva och approximera sadana
funktioner. Derivatan av en reellvird funktion f(z) av en variabel i en punkt xg
méter hur ”snabbt/langsamt” funktionsvirdena fordndras i en omgivning av xy och
man vill att derivatan skall ha samma betydelse &ven for funktioner f(x1,zo, ..., 2,)
av flera variabler. Det &r dock inte givet hur man skall méita denna foréndring efter-
som vi i omgivning av en punkt i R™ har odndligt manga riktingar att ta hansyn till.
De partiella derivatorna méter fordndringshastigheten i axelparallella riktingar och
med dessa, samlade i en vektor som kallas gradienten, kan vi sedan enkelt bestamma
fordndringshastigheten i alla andra riktingar genom s.k. riktningsderivata. I manga
situationer behéver man kunna hantera sammanséttningar av funktioner, t.ex. vid
variabelbyten, och for att derivera sadana sammanséittningar finns en kedjeregel,
liknande den for funktioner av en variabel. Foérsta ordningens derivator innehaller
vérdefull information om en funktions beteende och med dess hjilp kommer vi bl.a.
berdkna approximativa funktionsvirden, genom linjariseringen eller differentialen,
och bestdmma tangentplan till funktionsytor och nivaytor. Vi kommer inféra be-
greppet differentierbar vilket dr den naturliga motsvarigheten till deriverbarhet for
funktioner av en variabel.Vi skall dven studera hogre ordningens derivator.
Kapitel 13 handlar om tillaimpningar av derivata. Framfor allt kommer vi se pa hur
derivata kan anviandas for att 16sa olika typer av optimeringsproblem, som beskrivs
med funktioner av flera variabler. I avsnitt 13.1 ges tillréckliga villkor for existensen
av extremviirden (max/min) och dér beskrivs ocksa var man skall leta for att finna
dessa extremvérden. Lokala extremvéirden kan t.ex. finnas i s.k. stationdra punkter,
dér de partiella derivatorna ér 0. Ofta kan man avgoéra om en sadan stationdr punkt
ar lokalt maximum eller minimum genom att studera funktionens andraderivator.
I avsnittet finns enkla kriterier for att avgora detta. I avsnitt 13.2 och 13.3 skall
vi ga vidare och se pa hur man kan hitta ev. globala extrempunkter dvs. det
storsta och minsta virde som en funktion antar pa ett givet omrade €. Sadana
extremvirden behover inte alltid existera men fran Sats 13.1.2 vet vi att ett storsta
och minsta virde alltid gar att finna om omradet Q &r kompakt (dvs. slutet och
begréinsat). I sadana fall antar funktionen sitt stérsta/minsta virde antingen i det
inre av omradet eller pa randen av omradet. Typiska kandidater pa extrempunkter
i det inre av omradet ar de stationira punkterna, vilket vi redan trinat oss pa att
ta fram i avsnitt 13.1. Det nya, och ibland lite svarare problemet, &r att bestimma
extremvirdena pa randen. Omradet kan begrénsas av flera olika randbitar som var
och en beskrivs en nagon ekvation. Vi behover alltsa kunna bestdmma storsta och
minsta véirde av en funktion (en s.k. malfunktion) under nagot bivillkor. Fér detta
finns lite olika tekniker /metoder. Ibland kan man 16sa ut en variabel (eller uttryck)
ur bivillkoret och ersédtta motsvarande uttryck i malfunktionen och ibland kan man
parametrisera randen och ersétta variablerna i malfunktionen med motsvarande
parametruttryck. I bada fallen (som studeras i avsnitt 13.2) kommer malfunktionen
att bero pa en variabel mindre och problemet reduceras till ett extremvérdesproblem
av den typ vi studerade i avsnitt 13.1.



Mal

Rek

: Du skall kunna
berdkna gradienter och riktningsderivator

bestédmma ekvationer for tangentlinje och normallinje till nivakurva (se sats
A:12.7.6)

berikna partiella derivator av hogre ordning genom att tillimpa deriveringsre-
gler for funktioner av en variabel samt kedjeregeln (12.4, 12.5)

berdkna linjérisering for en reellvird funktion och utnyttja dessa till approx-
imativ berdkning av funktionsvirden (12.6)

definiera begreppet differentierbar funktion (12.6)

redogora for relationerna mellan egenskaperna for en funktion: kontinuerlig,
kontinuerliga partiella derivator samt differentierbar (12.6)

formulera och bevisa kedjeregeln for fog dia g : R — R? och f : R? - R
samt formulera kedjeregeln pa matrisform for vektorvirda funktioner (12.5,
12.6)

berékna Jacobimatrisen for en vektorvérd funktion och utnyttja denna till
approximativ berikning av funktionsvirden (12.6)

definiera begreppen lokalt minimum/maximum, sadelpunkt, globalt maxi-
mum/minimum, kritisk punkt och singulér punkt (13.1)

bestdmma kritiska/stationédra punkter f6r f(z,y) samt klassificera de kritiska
punkterna med hjilp av sats 13.1.3 eller remark s.748 (13.1)

tillimpa sats 13.1.1 for att bestdmma storsta och minsta virde pa kompakt
méngd for f(z,y) samt storsta och minsta vérde pa randen.(13.1, 13.2)

tillampa sats 13.1.1 for att bestimma storsta och minsta virde pa kompakt
mingd f6r f(x,y) samt stérsta och minsta virde pa randen (13.2)
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