DUBBELINTEGRAL

Lat D vara en axelparallell rektangel i xy-planet:
D={(z,y):a<z<bec<y<d}

En partition P av D &r en indelning av D i mindre, axelparallella rek-
tanglar: D = Ui, UTL, R;;, dédr

Rij ={(z,y) 1 xi-1 <z <z, yi-1 <y <y},
ocha=xzy<z1<...<2p=bc=y<y1 <...<y,=d.

Normen av partitionen, ||P||, dr lingsta diagonalen i alla delrektanglar-
na.

En Riemannsumma till f : R? — R erhalls om man viljer en punkt
(z3;,y;;) 1 varje delrektangel R;; och bildar summan

n m
R(f.P) =) > flalju;) Ay,
i=1 j=1
dér AA;j = (x; — x-1)(ys — yi—1) &r arean av rektangel R;;.
Om f(x7;,y;;) > 0 kan termen f(z};,y;;)A4;; tolkas som volymen av
ett ritblock med bas R;; och hojd f(x7;, y5;)-

Nér indelningen &r ”odndligt fin” och funktionen f &r ”bra” &r Rie-
mannsumman volymen av kroppen med bottenyta D och ytan z =
f(x,y) till lock om f(x,y) >0 pa D.

Def. Funktionen f &r integrerbar 6ver rektangeln D och har dubbelin-

tegralen
D

om det &r sa att for varje tal e finns det ett tal § (som beror pa €) sa att
|R(f, P) =1 <e

for varje indelning P av D som uppfyller ||P|| < § och for alla val av
punkter i delrektanglarna i P.

Sats 1°. Om f &r kontinuerlig pa en kompakt rektangel D sa &r den
integrerbar.

Dubbelintegral 6ver allménnare omraden:

Antag att f(x,y) ar definierad och begrinsad pa ett begrinsat omrade
D.

Vilj en axelparallell rektangel R som innehaller D. Lat f(z,y) vara en
utvidgning av f till R som ges av

R _ f(x,y) om (CC,y) €D
fz,y) = { 0 om (z,y) & D

Da ges dubbelintegralen av f 6ver D av

/ /D faid= [ /R F(z, y)dA



om den senare existerar.

Om D inte &r en rektangel s blir oftast f (x,y) icke kontinuerlig (diskon-
tinuitet pa randen) och vi kan inte anvinda foéregaende sats direkt. Men
om randen &ar snéll” (har 0-arean) har den ingen betydelse.

Grafen till en kontinuerlig funktion av en variabel y = (z) utgdr en
sndll rand. Randen= U}"_,~;, dér +; &r glatta kurvor av dndlig langd &r
snall.

Sats 14.1.1. Om integrationsomrade D &r slutet och begrénsat, och har
en sndll rand R och f ar kontinuerlig pa D sa &r f integrerbar éver D

och
/[ swwaa= | [ S

Dubbelintegralens egenskaper

o [[, f(z,y)dA =0 om D har area 0;
o [[,dA =arean av D;

e Om f(x,y) > 01ihela D sa ér [[, f(z,y)dA =V >0, dir V &r
volymen av kroppen som begrinsas nedat av D och uppat av ytan

z = f(z,9);

e Om f(z,y) <01ihela Dsaér [[, f(x,y)dA=—-V <0, dar V &r
volymen av kroppen som begriansas uppat av D och nedat av ytan

z = fz,y);

e Om k dr en konstant sa géller

J[ mrwwaa = & [[ i
//D(f(m,y)+g(a:,y))dA = //[)f(x’y)dA+//[,g<m’y)dA;

e Om D = D1 U D5 och arean av D1 N Dy ar 0 sa &r

//D1UD2 Jly)ad = /D1 Sz y)dA+ / |, y)dd

e Om f(x,y) < g(x,y) i hela D sa géller

//D f(z,y)dA < //Dg(x,y)dA;

| [fp f(@,y)dA| < [f | f(z,y)|dA.

Dubbelintegraler 6ver speciella omrade.

Ett omrade D kallas y-enkelt om det kan skrivas
D ={(z,y):a <z <bc(z) <y <d(x)},

dir y = ¢(x), y = d(z) ar kontinuerliga kurvor.

Sats 14.2.2. Om f &r kontinuerlig pa D sa &r f integrerbar 6éver D och

/[ f@maa= | b ( / (d()) f<x,y>dy) dx.



(Dubbelintegralen berdknas genom upprepad integrering).

Generaliserad dubbelintegral

En dubbelintegral [ [, f(x,y)dA kallas generaliserad (improper) om
e D inte &r begridnsad méngd, eller

e f inte ar begriansad pa D.

Konvergens for generaliserade integraler:

Man skall, i princip, ta en f6ljd av allt storre begridnsade delméngder
D, av D, D,y C D,, dir f dr begridnsad och UD, = D. Konver-
gens innebir da att man far samma grinsvirde da n — oo oavsett hur
méngderna D,, valts.

Sats. Om f inte vixlar tecken i D och D &r y-enkelt sa géller foljande:

Om b d
/a ( / (j) f(w)dy) i

ar dndligt sa ar den generaliserade integralen konvergent och

J[ feaa= | b ( /Cj;)ﬂx,y)dy) dr.

Om f antar bade positiva och negativa virde och den generaliserade
integralen [[, |f(x,y)|dA &r konvergent sa &r [[,, f(x,y)dA. Om D &r
dessutom y-enkelt kan den senare beridknas genom upprepad integrering.

Medelvirde.

Lat f vara kontinuerlig pa en kompakt méngd D. Da har f ett sorsta
och ett minsta virde M och resp. N. Om D &r en sammanhéngande
méngd antar f alla virde i intervallet [M, N].

Vi har alltsa M < f(x,y) < N och ddrmed om A dr arean av D

MA < //D |f(z,y)|[dA < NA

M < i//Df(a:,y)dAg N,

Dérfor
Medelvirdesatsen. 14.3.3. Det finns (xg,yo) € D sa att

//D f(z,y)dA = f(xo,y0) - (arean av D).

f(xo,y0) kallas medelvirdet for f pa D.

Variabelbyte i dubbelintegraler.

Ett variabelbyte i planet genereras av en bijektiv avbildning

{ = (u, )

Yy = y(u’ U)

fran ett omrade E i uv-planet till ett omrade D i xy-planet



Antag att funktionerna x = z(u, v), y = y(u, v) ocg deras partiella forsta
ordningens derivator &r kontinuerliga.

9(z,y)
d(u,v)

Om f(z,y) &r integrerbara pa D sa ér g(u,v) = f(z(u,v), y(u,v)) ‘

pa E och

J[ rewaa= [[ s [ f<x<u,v>,y<u,v>>\g§§;g;

‘3(28, y)

dudv.

Notera att ar absolutbeloppet av determinanten.




