VEKTORFALT

Ett vektorfilt i planet dr en funktion F : R? — R?

F(z,y) = f(z,9)i + g(z,y)].

Vi uppfattar (z,y) som en punkt i planet och F(z,y) som en vektor i
planet. For att askadligora vektorfiltet viljer vi ett antal punkter (z;, y;)
och avsétter vektorerna F(x;,y;) i respektive punkter.

Filtlinjerna till ett vektorfialt dr kurvor vars tangenter dr parallella

med vektorfiltens vektorer.

Alltsa om (a, b) ar en punkt i definitionsméangden till vektorféltet F(z,y) =
flx,y)i+g(x,y)j sa blir en filtlinje genom denna punkt en kurva r(t) =

(z(t ),y( )) sadan att

e (a,b) =r(ty) = (z(to), y(to)) for nagot to;

e i varje punkt (z(¢),y(t)) pa kurvan dr kurvtangenten z’(¢)i+1/'(t)]
parallell med féltsvektorn f(z(t),y(t))i+g(z(t),y(t))j i denna punkt,
dvs

dx
gt
Y
dt
Filtlinjerna dr alltsé losningar till den differentialla ekvationen

dx dy

flzy)  glz,y)

Ett vektorfilt F(z,y) = f(z,y)i+g(x,y)j med definitionsméngd D kallas
konservativt om det finns en funktion ¢(z,y) definierad pa D sadan
att

Vo(z,y) = F(x,y) for alla (z,y) € D.

Funktionen ¢(z,y) kallas potential till F(x,y).

Ett nédvindigt villkor for ett konservativt vektorfilt i planet
Om F(z,y) = f(z,y)i+g(x,y)j har kontinuerliga partiella derivator och
ar konservativt i D sa maste gélla att

;yf(%y) = a%g(%y) (1)

i alla punkter (z,y) € D.

Nivakurvorna ¢(x,y) = C kallas ekvipotentialkurvor till F(x,y). Efter-
som V¢(xg,yo) dr en normalvektor till kurvan ¢(x,y) = C genom (z9, yo)
och lika med F(xg, yo) som &r parallell med tangentvektorn till féltlinjen
genom (g, yo), blir filtlinjerna ortogonala mot ekvipotentialkurvorna.

Ett vektorfilt i rummet F(z,y,z) = f(z,y,2)i+ g(z,y, 2)j + h(z,y, 2)k
med definitionsméngd D kallas konservativt om det finns en funktion
o(x,y, z) definierad pa D sadan att

Vo(x,y,z) =F(z,y,2) for alla (z,y,2) € D.

Funktionen ¢(z,y, z) kallas potential till F(x,y, z).



Nivaytor ¢(z,y,z) = C kallas ekvipotentialytor.

Ett n6dvindigt villkor fér ett konservativt vektorfilt i rummet
Om F(z,y,z) = f(z,y,2)i+ g(z,y,2)j + h(z,y,z) har kontinuerliga
partiella derivator och ar konservativt i D sa maste gélla att

0 0

aif(x’ywz) = %Ug(xvyvz)
%f(x’y’ Z) = %h(l‘?y» Z) (2)
Eg(xayvz) = @h(%,y, Z)

i alla punkter (z,y,z) € D.

Lat D vara ett oppet omrade i planet eller rummet. D kallas sam-
manhdngande om varje par av punkter P och ) i D kan bindas samman
med en kontinuerlig kurva som ligger helt i D.

Ett omrade D kallas enkelt sammanhdngande om varje enkel sluten kur-
va kan kontinuerligt dras samman till en punkt utan att limna D under
sammandragningen.

En kurva for vilken begynnelsepunkt och slutpunkt sammanfaller kallas
sluten. Om en sluten kurva for 6vrigt inte skér sjélv kallas den enkel.

Sats 16.2.4 Om F é&r glatt rotationsfritt vektotfilt (dvs uppfyller (1) om
det ar ett vektorfélt i planet eller (2) om F &r ett vektorfilt i rummet)
i ett enkelt sammanhingande omrade D sa dr F ar konservativt.

Vi har alltsa att ett vektorfilt F(x,y) = f(z,y)i + g(z,y)j i planet ar
konservativt i ett enkelt sammanhéngande omrade D om och endast om

of 9y

87y - Oz
i alla punkter (z,y) € D,
ett vektorfilt F(x,y, z) = f(x,y,2)i+ g(x,y, 2)j + h(z,y, )k i rummet
ar konservativt i ett enkelt ssammanhéngande omrade D om och endast
om

0 0
a—f(x,y,z) - %g(xayaz)

0
%f(xvya Z) - ?h(x,y,Z)
&g(ivayvz) = aiyh(xﬂ.ﬁ Z)

i alla punkter (z,y,2) € D.



