EGENVARDEN OCH EGENVEKTORER

Ex.1 (a) T spegling i planet m: ax + by + ¢z = 0. Lat n vara en normal till 7. Da T'(n) =
—n=(—1)noch T'(v) =v for alla v e .
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(c) M = { 0 3 ], Mey, = 2e1, men Mey = [ il)) ] ar inte parallell med e,.

:|7 Me1 = 261, M62 = 392.

Def. En egenvektor till en n x n-matris A ar en vektor x # 0 sa att Ax ar parallell med x,
dvs
Ax = Ax (1)

for nagot tal A.
Ett tal A kallas egenvirde om det finns en vektor x # 0 sa att (1) géller. Varje sadant x ségs

vara en egenvektor till egenvardet A.
Om T : R™ — R”™ ar en linjar avbildning séigs = vara en egenvektor till egenvirdet A om

T(x) = Ax,x # 0.

I Ex.1(a) ar n en egenvektor till egenvirdet —1, varje v i  &r en egenvektor till egenvérdet 1.
I Ex.1(b) &r e; en egenvektor till egenvéirdet 2, ey r inte en egenvektor.

OBS1 ) ar ett egenvirde < (A — AI)x = 0 har en icke-trivial 16sning.
OBS2 Om v &r en egenvektor sa ar uv, u # 0, ocksa en egenvektor.

Def. Om ) ir ett egenvirde kallas méngden av underlinealla l6sningar till (A — A\ )x = 0 f6r
egenrummet till egenvérdet A (= Nul(A — AI), equivalent, alla egenvektorer till A och nollvektorn.

Ex.2 Linjen L genom origo som &r ortogonal mot planet m ar egenrummet till egenvardet —1
for speglingen i planet 7. 7 ar egenrummet till egenvardet +1.

Ex3Lat A=| 2 1 6 |. Visaatt 2 dr ett egenvérde och bestim motsvarande egenrum!



Karakteristiskekvation.
A dr ett egenvérde till A < det(A — AI) = 0 (den karakteristiska ekvationen), ty
A dr ett egenvirde < (A — AI)x = 0 har en icke-trivial 16sning < det(A — AI) = 0.

Ex.4 Sok alla egenvérden till A fran Ex.3:

Sats 2. Om vy,...,v, ar egenvektorer svarande mot olika egenvirden till en n X n-matris A
sa ar {vy,...,v,} linjart oberoende.
Bevis. Om {vi,...,v,.} &r linjart beroende sa finns det vi som kan skrivas som en linjar

kombination av vektorer v; med | < k. Tag det minsta p sa att v,4; &r en linjir kombination av
Vi,...,Vp dvs

Vptr1 =C1vi+ ...+ ¢V (2)
D& &r {v1,...,Vp} linjért oberoende, ty annars finns ett j < p sa att v, 41 &r en linjar kombination
av vi,...,v;, vilket strider mot beskrivningen av p. Om nu Avy = Apvy sa ger (2) att
Ap1Vpt1 = AVpyp1 = c1Avi + ...+ AV = i v + ... cp AV, (3)
och
)\p+1vp+1 =CciA\V1+ ... cp/\pvp (4)

(4) = Ap+1(2) ger
0= Cl(>\1 - )\p+1)V1 + ... Cp()\p — )\p+1)vp

Att {v1,...,v,} &r linjart oberoende ger
(M —Ap1) =...=cp(Ap = App1) =0
Men Ay — Apt1 #0,..., A, — Apy1 # 0 som ger
ci=...=¢,=0

Men da ger (2) att vp41 = 0 vilket &r orimligt eftersom en egenvektor # 0.



