EXTREMVARDE UNDER BIVILLKOR

Med storsta virdet av f(z,y) pa en miangd D, som forutséitts vara en
delméngd av f:s definitionsméngd D(f), menas storsta virdet av f(z,y)
for punkter som ligger i D.

Ofta ges D av en eller flera olikheter eller ekvationer som g(z,y) < 0,
g(z,y) = 0.

Da D ges pa detta sétt kallas storsta virdet av f pa D ofta storsta
virdet av f under bivillkoret g(x,y) <0, g(z,y) = 0.

Man séger att f : R? — R har lokalt maximum i en punkt (a, b) under
bivillkoret g(x,y) < 0 om punkten uppfyller bivillkoret och f(z,y) <
f(a,b) for alla (x,y) som uppfyller bivilllkoret och ligger i nagon lamplig
omgivning till (a,b).

Kom ihag:

Sats 13.1.2 (Existens av extremvérde). Om f &r kontinuerlig i ett slutet,
begrinsat omrade D sa har funktionen ett storsta virde och ett mins-
ta virde i D. I de punkter dessa virden antas har f lokalt maximum
respektive lokalt minimum. De alltsa finns bland

e singuldra punkter
e randpunkter

e kritiska punkter.

LAGRANGES MULTIPLIKATORMETOD

Sats 13.3.4 Antag att

e funktionerna f och g har kontinuerliga forsta ordningens partiella
derivator i en omgivning av (a, b)

e punkten (a,b) ligger pa kurvan C': g(z,y) = 0 (dvs g(a,b) = 0)

e f har lokalt maximum eller minimum i (a,b) under bivillkoret
g9(x,y) =0

e punkten (a,b) ir inte &ndpunkt till kurvan C
e Vg(a,b) #0.
Da finns ett tal A sa att (a, b, \) dr kritisk punkt f6r Lagranges funktionen
L(z,y, A) = f(z,y) + Ag(z, ),

dvs (a, b, \) uppfyller systemet

9 (a,b) ~2%(a,b)
%—ch(a, b) = —A%—g(a, b)
g(a,b) 0

Samma resultat giller for f: R® — R och g : R? — R.




Att (a,b,\) dr en kritisk punkt for L(x,y,\) innebér att V f(a,b) och
Vg(a,b) ar parallella. Detta innebér i sin tur att nivakurvan f(z,y) = k,
dir k = f(a,b) och kurvan g(x,y) = 0 tangerar varandra i punkten (a, b)

Vidare V f(a,b) = A\Vg(a,b) < ((% (a,b), 8y(a b)) = )\( (a b) (a b))
- S(a,b) GL(a,b)
fe(a.b) Gi(a,b)

Alltsa for att bestdimma den sokande inre punkt (a, b) maste man bestdmma
punkter dér (1) géller och g(a,b) = 0.

‘20 (1)

Att (a, b, ¢, ) dr en kritisk punkt for L(z,y, z, \) = f(z,y, 2)+Ag(z,y, 2)
ar ekvivalent med att

g—i(a b,c) = —)\g—i(a,b, c)
a—g(a b,c) = —)\a—g(a, b, c)
Labo = b0
ga.bc) = 0

Flera bivillkor.

Betrakta tre-dimensionellt problem: Minimera/maximera f(z,y, z) un-
der bivillkoren g (z,y, z) = 0 och ga(x,y,z) = 0.

Sats. Antag att

e funktionerna f, g1, go har kontinuerliga forsta ordningens partiella
derivator i en omgivning av (a, b, c)

punkten (a, b, ¢) ligger pa ytorna: g1 (z,y, z) = 0 och ga(z,y,2) =0
(dVS gi(a'a b: C) - 07 i = 17 2)

Vagi(a,b,c) x Vga(a,b,c) #0

f har lokalt maximum eller minimum i (a, b, ¢) under bivillkoren
gi(xaya Z) =0,i=1,2.

punkten (a,b,c) dr inte &ndpunkt till skdrningskurvan C' mellan
ytorna gi(z,y, z) = 0 och ga(z,y,2) = 0.

Da finns tal A\, u sa att (a,b,c, A, p) ar en kritisk punkt fér Lagranges
funktionen

L(z,y,2, A\, 1) = f(2,y,2) + Ag1(x, y, 2) + pga(z,y, 2).

Att (a,b, ¢, A, p) &r en kritisk punkt for L(z, y, z, A, i) innebér att V f(a, b, ¢)
och Vgi(a,b,c), Vga(a,b,c) ar linjart beroede och diremed

%(0”1)7 C) %ﬁ(aab7 C) 8£ (a b C)
%(C% b’ C) %(CL, ba C) %g; (a b C) =0 (2)
82(abe) G2(abc) G2(a,b,0)

Alltsa for att bestimma den stkande inre punkt (a,b,c) maste man
bestdmma punkter dir (2) géller och g1(a,b,c) =0, g2(a,b,c) =0.



