TMV036c, Analys och linjar algebra, del C, vt 15
Vecko—PM lasvecka 5

Adams: 13.3, 14.1-14.6

Innehall: Extremvirde med bivillkor: Lagranges multiplikator metod. Dubbel-
och trippelintegraler, berdkning med upprepad integrering, generaliserade dubbe-
lintegraler, variabelsubstitution i dubbel- och trippelintegraler.

Vi fortséitter prata om extremvirde under bivillkor och ska anvéinda Lagrange multi-
plikatormetod som introduceras i avsnitt 13.3. Problemet med att maximera/minimera
funktioner under ett (eller flera) bivillkor omformuleras da till ett problem som
innebér att man behover 16sa ett icke-linjért ekvationssystem. Metoden har bl.a.
fordelen att den latt kan implementeras pa en dator, som inte har nagra storra prob-
lem med att numeriskt 16sa sddana system. For hand kan det dock ofta vara svart
att 10sa ickelinjéra ekvationssytem exakt, men detta skall stdllas mot svarigheterna
med att parametrisera kurvor och ytor eller annan finurlig insikt som de 6vriga
metoderna ibland kréver.

Integraler. I envariableanalys siag vi att integraler kan anvindas for att t.ex.
berékna areor av plana figurer eller massa av en rak trad med varierande densitet.
Nér man infor dubbelintegraler sa dr utgangspunkten att hitta ett matematiskt red-
skap med vars hjélp vi kan beriikna volyminnehallet av tredimensionella kropp.
Definitioner och viktiga rikneregler finns i avsnitt 14.1. For hand beridknas ofta
dubbelintegraller genom s.k. upprepad enkelintegration dvs genom tva integra-
tioner efter varandra (forst i z-led och sedan i y-led, eller vice bversa) av den typ
vi redan kénner till fran en variabel. Nér vi integrerade funktioner av en variable
var det egentligen aldrig svarigheter med integrationsgrénserna, utan vi dgnade den
mesta av tiden at olika integrationstekniker. Samma integrationstekniker kommer vi
anvanda i flera variabler men nu dr det svarare att bestimma integrationsgrinserna.
Om omradet man integrerar 6ver inte ar rektangulért, vilket vi kommer att studera
i avsnitt 14.2, sa kommer integrationsgréinserna m a p den ena variabel bero pa den
andra variabeln. Ofta kommer det da att vara till stor hjéilp om man kan skissa
integrationsomradet. Avsnitt 14.3 handlar om generaliserade dubbelintegraler och
medelvirdessatsen for dubbelintegraler och avsnitt 14.4 handlar om wvariabelsubsti-
tution i dubbelintegraler, dir en av de viktigare substitutionerna ér 6vergang till
polira koordinater. Vidare i avsnitt 14.5 skall vi se hur funktioner av tre variabler
kan integreras genom s.k. trippelintegraler. 1 huvudsak ar det inte sa stor skillnad
pa att integrera funktioner av tva respektive tre variabler, men da integrationsom-
radet i en trippelintegral r ett omrade i rummet kan det dock ibland vara om nagot
annu lite klurigare att bestimma integrationsgrinserna. En annan skillnad &r ocksa
att vi i trippelintegraler har &nnu fler mojligheter pa vilken ordningsfoljd vi kan in-
tegrera. Slutligen skall vi denna vecka se hur man kan gora variabelsubstitution i
trippelintegraler och i avsnitt 14.6 dgnas mest fokus pa 6vergang till s.k. cylindriska
koordinater och sfiriska koordinater.

Mal: For att bli godkéind pa kursen skall du kunna:

e bestdmma extremviirden for f(z,y), eller f(z,y,z) under bivillkor g(z,y) =
0, eller g(z,y,z) = 0, med Lagranges multiplikator metod da den leder till
relativt enkelt ekvationssystem (13.3)

e kiinna till och utnyttja dubbelintegralens egenskaper (s. 794) vid problemlés-
ning (14.1)

e berikna dubbelintegral genom upprepad enkelintegration (sats 14.2.2)



berikna generaliserade dubbelintegral f6r f(z,y) > 0 och dérigenom avgora
konvergens/divergens (14.3)

ange sambandet mellan cartesiska och poldra koordinater samt sambandet
mellan area elementen

ange hur ett omrade givet i cartesianska koordinater transformeras vid 6vergang
till andra koordinater och omvént (14.4)

kinna till vad som menas med att en transformation R2 — R? ir ett-ett
(s.829)

berdkna dubbelintegraler med hjélp av variabelsubstitution och tillaimpning
av sats 14.4.4

beriikna trippelintegraler genom upprepad enkelintegration (14.5)

ange sambandet mellan cartesiska och sfiriska/cylindriska koordinater samt
sambandet mellan volymelementen (14.6)

beréikna trippelintegraler med hjélp av substitution (14.6)

For overbetyg skall du ocksa kunna:

motivera Lagranges multiplikatormetod (13.3)

forklara vad det innebér att f &r integrerbar Gver ett rektanguldrt omrade i
planet (s 808 och 809)

utnyttja symmetrier vid beriikning av dubbelintegraler (se t.ex ex. 3 s 811-
812) (14.1).

formulera medelvéirdessatsen (sats 14.3.3) for dubbelintegraler.

formulera satsen om variabelsubstitution i dubbelintegraler (sid 831) (14.4).
vélja lamplig variabelsubstitution f6r berdkning av dubbelintegral (14.4)
vilja lamplig variabelsubstitution fér berdkning av trippelintegral (14.6)

beréikna itererad enkelintegral, tva/tre variabler, genom att kasta om integra-
tionsordningen (se t.ex. 6vn. 14.2.15).

Rekommenderade uppgifter

Avsnitt | Uppgifter

Al133 | 1,3,5,7,9, 14

A141 | 13,14

A142 [ 13,5,7,9, 11, 13, 15

A143 [3,7,9, 17

Ald44 | 1,3,7,09, 21, 32, 33

Al145 | 1,3,5,7

A146. | 1,11, 12, 15

Extra uppgifter

1.

Anvand Lagranges multiplikatormetod for att bestdmma storsta och minsta
avstandet fran ellipsen 1322 4 13y? + 102y = 72 till origo.



2. Berdkna integralen

i

dér K ar den kropp som begrinsas av ytan z = 2 — 22 — y? och zy-planet.

Tjocka uppgifter skall riknas pa tavlan.



