
Lösningar till Transformer och matematisk programvara för I2, den 19/8-03
1. Ekvationen har den karakteristiska ekvationen �����������	��


vilken har rötterna ������ och � � ����� . Tillhörande homogena differensekvation har alltså allmänna lösningen�������� ������� ��� � �"!#���%$ �'&
För att hitta en partikulärlösning ansätter vi � � ��(	�)� � . Vi har då en lösning om för alla * gäller(+��� �-, �.�/(	��� �-, � �/�%(+�0� � ��� �
vilket efter division med � � leder till (1!324�5�6���7$8��9
dvs (:���49�;)2 . Differensekvationens allmänna lösning är därför� � ������� � � � �%!<���"$ � � 92 �0� � &
Vi har �%=>�?
 och �7���@9 precis då A � � � � �B�%� � � � � C�
Detta innebär att �����7;-D och

� �@��7;-�%
 . Alltså har vi svaret� � � �6�0� �D � ���7!<���%$ ��-
 � � �2 &
2. (a) Med hjälp av bland annat faltningssatsen får viE !GF)$ � E !GF)$H� 9F � � 9 � FF � � 9

dvs vi får E !GF)$I� FF � � � &
(b) Direkt från formelsamlingen får vi J !3K#$8��LNM7OPKRQ �

3. (a) Vi ser att funktionen är jämn så fourierserien är en cosinusserie(7=� �TSU�%V � ( � LNM7O * K
där W ( � ��X YZ Y J ![K#$\LNM7O * K\]%K8�^�IX5Y= J !3K#$_LNM"O * K7]"K &
Vi har här alltså infört beteckningen

J
för funktionen. Vi ser också attX Y= J !3K#$\]"K`��


så ( = �?
 . För övriga koefficienter behöver vi ett analytiskt uttryck för
JJ ![K#$8� 9W ! W �5��K#$ &

Detta leder till att W �� �0( � �^X Y= ! W �5��K#$\L�M"O * K\]"K
som med partiell integration gerW �� �0( � �ba<! W �5��K#$ O#c�d * K* e Y= � 9* X Y= �`ORcfd * KP]%K8�gah� �8LNM"O * K* � e Y= ���6� 9i�5L�M"O *

W
* � &

Av detta följer att ( � � A 
 om * jämntjY%k �� k om * udda

Den sökta fourierserien är alltså lW � SUm V = LNM7On!G�"o � 9)$!G�"o � 9�$ � &
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(b) Eftersom funktionen är kontinuerlig i K8�?
 och där har vänster- och högerderivator vet vi att fourierserien
för K8��
 konvergerar mot

J !G
"$`�@9 . Detta gerSUm V = 9!p�%o � 9)$ � � W �l
(c) Parsevals formel ger �-2W B SUm V = 9!p�%o � 9)$ B � �W X Y= ! J !3K#$#$#�q]"K &

Här gäller X Y= ! J ![K#$#$#�q]"K`� 9W � X Y= ! W �/�-K#$<�n]"K8� 9� W �sr �	! W �/�-K#$ CNt Y= � � W C� W � � W � &
Vi har därför SUm V = 9!G�"o � 9)$ B � W B�-2 � �W � W � � W Bu � &

4. Vi använder laplacetransformering och får!GF�� � 9�$#vw!GF)$I� E !GF)$ dvs
E !pF)$I� E !GF)$F � � 9

så problemet reduceras till att först bestämma
E !pF�$ . Vi kan använda definitionen direktE !GF)$I�xX S= J !3K#$#y Z1zh{ ]%K8�xX �= !<9���K#$<y Z1zh{ ]"K &

Vi gör partiell integration och fårE !GF)$8� a �	!<9.�|K#$ y Z1zh{F e �= � 9F X �= y Z}zh{ ]%K8� 9F � y Z1z �~9F � � 9F � 9F � � y Z1zF �
Detta leder till att v�!pF)$I� 9F)F � � 9 � 9F � !pF � � 9)$ � y Z1zF � !GF � � 9�$ &
Här observerar vi att 9F � !GF � � 9�$ � 9F � � 9F � � 9
vilket också ger 9F"!pF � � 9)$ � FF � !GF � � 9)$ � 9F � FF � � 9 &
Sammantaget ger detta att v�!GF)$I� 9F � FF � � 9 � 9F � � 9F � � 9 � y Z1zF � � y Z}zF � � 9 &
Vi använder nu den generella regeln att y Z}�Nz E !GF)$ är transform av � � !3K#$ J ![KH��(\$ för att se att�1![K#$I��9��/LNM7O\KH�|K � O#c�d�K � � � !3K#$�!3KH��9���ORcfd	![KH�~9)$#$
eller annorlunda uttryckt �}!3K#$I� A 9���K � ORc�d�K��/LNM7O\K då Ki�^9ORc�d�K��/LNM7O\KH��ORcfd	![K���9�$ då Ki�^9

5. Vid � -transformering ger de givna startvärdena � = ��� och � � ��] att � � �-, ��� har transformen � v�! � $H�/� � och� � �-, � � har transformen � � v�! � $��/� � � ��] � . Transformerar vi hela ekvationen får vi därför� ��vw! � $H�/� � �i��] � � (�! � v�! � $���� � $ �~� vw! � $8��

vilket ger ! � � � ( � �~� $<vw! � $8��� � � � !G] � (P��$ �
och alltså v�! � $`� � � � � !G] � (7�0$ �� � � ( � �~� &
Eftersom vi vill att v�! � $8� � � � ��� �� � � � � � D
ger identifiering av koefficienterna att (:��� , � �^D , ��^� och ]���9 .
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6. (a) Låt
J � !3��$i� *q� � � !#9�/��$ . Om 
������x9 gäller *�� �����g
 då * ��� . Om �s��9 har vi

J � !<9)$I�^
 för
alla * . Alltså

J � konvergerar punktvis mot 0 på hela intervallet [0,1].

(b) Funktionerna
J � är alla kontinuerliga på � 
_�09N� . Eftersom den punktvisa konvergensen ger gränsfunktionen

0 låter vi � � vara maximala värdet av � J � ![��$}��
 � på [0,1] och vet att konvergensen är likformig precis då
talföljden �0� � � konvergerar mot 0. Eftersom � J � ![��$���
 � � J � ![��$ undersöker vi var

J � har sitt maximum
på [0,1]. Derivering ger att J1 � !3�1$I� * � ! * � � Z � ��! * � 9�$<� � $
vilket leder till att

J � har sitt maximum i ��� * ;\! * � 9�$ och att alltså� � � * � ! ** � 9 $ � � J ��(P��9 * � 9>� * � Z � ! ** � 9 $ �-, � &
Här gäller ! ** � 9 $ �-, � � 9!#9 � �� $ � � 9!<9 � �� $ � 9y
då * �¡� .
Alltså gäller � � �¢
 precis då * � Z � �g
 dvs då £ �x9 .

(c) För �¤��9 är alla termerna 0 så då är serien konvergent. För 
������^9 använder vi rotkriteriet � *`� � � !<9I���$ � �R¥ � � *q� ¥ � � � � � � � 9���� � �#¥ � �¦9�� � � � �%9�� � � � så serien konvergerar oavsett värde på £ .
Av räkningarna i (b)ser vi att på [0,1] gäller� J � !3�1$ � � � � � * � Z � ! ** � 9 $ �-, � � * � Z � &
Eftersom § S�-V � *q� Z � konvergerar om £ �?9s�¨�49 konvergerar alltså den ursprungliga funktionsserien
likformigt om £ ��
 enligt Weierstrass majorantsats.
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