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1. A =





1 −1 2 1 0
1 0 1 0 1
3 −1 4 0 2





−1 −3

←
←

RE∼





1 −1 2 1 0
0 1 −1 −1 1
0 2 −2 −3 2



 −2

←





1 −1 2 1 0
0 1 −1 −1 1
0 0 0 −1 0



.

Kolonnerna 1, 2 och 4 i den radreducerade matrisen inneh̊aller pivotelement s̊a kolonnerna 1, 2 och

4 i A utgör en bas för V (A), dvs {





1
1
3



 ,





−1
0
−1



 ,





1
0
0



} är en bas för V (A) ⊆ R
3. Allts̊a är

V (A) = R
3 ⇒ V (A)⊥ = {0}.

2. A =





1 0 7
−2 2 2
−1 1 1




RE∼





1 0 7
0 2 16
0 1 8




RE∼





1 0 7
0 1 8
0 0 0



 s̊a en bas för V (A) ges av {





1
−2
−1



 ,





0
2
1



}.

Vi ser direkt (eller använder Gram-Schmidt) att





1
0
0



 =





1
−2
−1



+





0
2
1



 ∈ V (A) s̊a d̊a





1
0
0



 ,





0
2
1





b̊ada är i V (A) och linjärt ober. och t.o.m. ortogonala s̊a är en ON-bas för V (A) given av e1 =




1
0
0



 , e2 = 1√
5





0
2
1



. Allts̊a ges projektionen av v = (x, y, z)T p̊a V (A) som ProjV (A) v = (vT e1)e1 +

(vT e2)e2 = x





1
0
0



 + 1√
5
(2y + z) 1√

5





0
2
1



 =





x
2
5(2y + z)
1
5(2y + z)



. V (A)⊥ har ON-bas e3 = e1×e2

|e1×e2| =

1√
5





0
−1

2



, s̊a ProjV (A)⊥ v = (vT e3)e3 =





0
1
5(y − 2z)

2
5(−y + 2z)



. Alternativt: Projektionsmatrisen P är,

om AT A är inverterbar, P = A(AT A)−1AT . I v̊art fall s̊a är A ej fullrang, (som vi s̊ag ovan). L̊at

A′ =





1 0
0 2
0 1



. D̊a gäller att V (A) = V (A′) och A′ inverterbar s̊a A′T A′ är inverterbar och (A′T A′)−1 =

(
1 0
0 1/5

)

⇒ A′(A′T A′)−1A′T =





1 0 0
0 4/5 2/5
0 2/5 1/5



 ∴ P =





x
2
5(2y + z)
1
5(2y + z)



.

3. Vi söker en 3 × 3-matris A. Egenvektorerna för A är linjärt oberoende s̊a A g̊ar att diagonalisera. Dvs
T−1AT = D där D diagonalmatris med egenvärdena p̊a diagonalen och T matris med motsvarande

egenvektorer som kolonner; T =





1 1 1
0 1 −1
1 −1 2



. Vi finner nu T−1:





1 1 1 | 1 0 0
0 1 −1 | 0 1 0
1 −1 2 | 0 0 1




RE∼





1 1 1 | 1 0 0
0 1 −1 | 0 1 0
0 −2 1 | −1 0 1




RE∼





1 1 1 | 1 0 0
0 1 −1 | 0 1 0
0 0 −1 | −1 2 1




RE∼





1 0 2 | 1 −1 0
0 1 −1 | 0 1 0
0 0 1 | 1 −2 −1




RE∼





1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

T−1

︷ ︸︸ ︷

−1 3 2
1 −1 −1
1 −2 −1



 .

∴ A=TDT−1 =





1 1 1
0 1 −1
1 −1 2









2 0 0
0 −2 0
0 0 3









−1 3 2
1 −1 −1
1 −2 −1



 =





2 −2 3
0 −2 −3
2 2 6









−1 3 2
1 −1 −1
1 −2 −1





=





−1 2 3
−5 8 5

6 −8 −4





1



4. QR-faktorisering f̊as genom Gram-Schmidt: Om A =





| | |
a1 a2 a3

| | |



 s̊a är A = QR där Q =





| | |
q1 q2 q3

| | |





och R =





qT
1 a1 qT

1 a2 qT
1 a3

qT
2 a2 qT

2 a3

qT
3 a3



 där qj = a′j/‖a′j‖ och a′j = aj − (qT
1 aj)q1− . . .− (qT

j−1aj)qj−1. I v̊art fall

för A är a′1 = a1 =





1
0
−1



 , q1 = 1√
2





1
0
−1



 , qT
1 a1 =

√
2; a′2 = a2−(qT

1 a2)q1 =





1
1
0



− 1
2





1
0
−1



 =

1
2





1
2
1



, q2 = 1√
6





1
2
1



 , qT
1 a2 = 1/

√
2, qT

2 a2 = 3/
√

6; a′3 = a3−(qT
1 a3)q1−(qT

2 a3)q2 =





1
−1

1



−0q1−

0q2 =





1
−1

1



 , q3 = 1√
3





1
−1

1



⇒ Q =





1/
√

2 1/
√

6 1/
√

3

0 2/
√

6 −1/
√

3

−1/
√

2 1/
√

6 1/
√

3



 , R =





√
2 1/

√
2 0

3/
√

6 0

3/
√

3



.

B har ej fullrang men samma procedur ger B =





1/
√

3 −1/
√

6 0

1/
√

3 2/
√

6 0

1/
√

3 −1/
√

6 0









√
3 4/

√
3 5/

√
3

2/
√

6 −2/
√

6
0



 = QR

men Q är ej fullrang. D̊a R har en nolla i tredje raden, tredje kolonnen s̊a spelar det ingen roll vad Q:s

tredje rad är; tag t.ex. kryssprod. (1, 1, 1)×(−1, 2,−1) = (−3, 0, 3) och Q:s tredje kolonn som 1√
2





1
0
−1





s̊a att Q blir ortogonal. Dvs “QR-faktoriseringen” för B ej unik men blir unik, modulo tecken, om Q tas
som ortogonalmatris.

5. Se boken.

6. Om λ egenvärde till A s̊a finns x 6= 0 s̊a Ax = λx⇒ Akx = λkx⇒ Ak = λkE. Insätting i ekv. ⇒
(λ4 − λ3 + 5

4λ2 − λ + 1
4)E = 0, dvs p(λ) = 4λ4 − 4λ3 + 5λ2 − 4λ + 1 = 0, en ekv. med heltalskoeff. s̊a

rationell rot om s̊adan finns är ±1, ±1/2, ±1/4. Vi ser att λ = 1/2 är en rot och faktiskt en dubbelrot.
∴ p(λ) = (2λ − 1)2(λ2 + 1) s̊a λ = ±i ocks̊a rötter. S̊a ±i, 1

2 är de enda möjliga (egen)värdena för A:s
fem (komplexa) egenvärden, s̊a n̊agon rot måste ge egenvärde med högre multiplicitet än 1. Om A reell,
symm. s̊a är egenvärdena reella dvs alla egenvärden är 1/2 och d̊a en s̊adan matris är diagonaliserbar har
vi T tAT = D = 1

2E ⇒ A = T ( 1
2E)T t = 1

2TT t = 1
2E, ty T ortogonal.

2


