
Mat. Metoden fk, del A E2/Ex TMA980a/TMA215 1999-10-22

1.





1 2 0
2 6 4
0 4 11





2
← (−)

RE∼





1 2 0
0 2 4
0 4 11



 2
← (−)

RE∼





1 2 0
0 2 4
0 0 3



=





1
2

3









1 2 0
0 1 2
0 0 1



≡DU .

Vi ser ocks̊a att L =





1 0 0
2 1 0
0 2 1



 och d̊a A symmetrisk gäller L = U T (som vi ocks̊a ser direkt).

2. D̊a (1, 1) är invariant under F och (1,−1) avbildas p̊a origo och är ortogonal mot (1, 1) s̊a är F
ortogonalprojektion p̊a linjen med riktningsvektor (1, 1). Vidare är (1, 0) = 1

2
((1, 1)+(1,−1)) och

(0, 1) = 1

2
((1, 1)−(1,−1)) s̊a F (1, 0) = F ( 1

2
((1, 1)+(1,−1))) = 1

2
(F (1, 1)+F (1,−1)) = 1

2
(1, 1) =

1

2
(1, 0)+ 1

2
(0, 1) d̊a ju F linjär. Pss är F (0, 1) = 1

2
(F (1, 1)−F (1,−1)) = 1

2
(1, 1) = 1

2
(1, 0)+ 1

2
(0, 1).

Allts̊a är matrisen A för F i standardbasenA=





| |
F (e1) F (e2)
| |



=

(

1/2 1/2
1/2 1/2

)

= 1

2

(

1 1
1 1

)

.

3.





1 3 2 −1
0 1 1 2
−1 2 3 0





1

←
RE∼





1 3 2 −1
0 1 1 2
0 5 5 −1



 −5

←
RE∼





1 3 2 −1
0 1 1 2
0 0 0 −11



. S̊a en bas

för V (A) är t ex kolonn 1, 2 och 4 i A, dvs {(1, 0,−1), (3, 1, 2), (−1, 2, 0)} är en bas för
V (A). Vi löser (det radreducerade) systemet och finner x = s(1,−1, 1, 0) som lösningar. Dvs
N(A) = {s(1,−1, 1, 0) : s ∈ R} ⊆ R

4, s̊a dimN(A)⊥ = 3. Vi kunde ocks̊a argumenterat utan
att lösa ekv. syst. ty 4 = dimN(A) + dimV (A) = dimN(A) + 3 ⇒ dimN(A) = 1 enl. dimen-
sionssatsen, varav dimN(A)⊥ = 3.

4. 0=det(A−λI)=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− λ −1 −1
−1 1− λ −1
−1 −1 1− λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=−(λ+1)(λ−2)2 ⇒ egenvärdena är λ1 = −1, λ2,3 = 2.

Egenvektorer ges av λ1 = −1 :





2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2





RE∼





2 −1 −1
1 −1 0
0 0 0



⇒ x = s





1
1
1



 , s 6= 0;

λ2 = 2 :





−1 −1 −1
−1 −1 −1
−1 −1 −1





RE∼





1 1 1
0 0 0
0 0 0



⇒ x = s





−1
1
0



 + t





−1
0
1



 , st 6= 0.

Välj (1,−1, 0) som egenvektor. En ytterligare egenvektor x = (x1, x2, x3) för egenvärdet 2
måste dels uppfylla x1 + x2 + x3 = 0 men vi vill ocks̊a välja den ortogonal mot (1,−1, 0) s̊a

0 = x · (1,−1, 0) = x1 − x2. Lös allts̊a

{

x1 + x2 + x3 = 0
x1 − x2 = 0

⇒ x = t(1, 1,−2). Efter normering

f̊ar vi egenvektorer för λ1 = −1 : (1, 1, 1)/
√

3, λ1,3 = 2 : (1,−1, 0)/
√

2, (1, 1,−2)/
√

6.

∴ Q =





1/
√

3 1/
√

2 1/
√

6

1/
√

3 −1/
√

2 1/
√

6

1/
√

3 0 −2/
√

6



 och D =





−1
2

2



 .

1



5. x ∈ N(A)⇔ Ax = 0⇔ x ⊥ raderna i A⇔ x ⊥ kolonnerna i AT ⇔ x ⊥ span{kolonnerna i AT } ⇔
x ⊥ V (AT )⇔ x ∈ V (AT )⊥.

6. 0 = det(A− λI) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− λ 1 0
0 −λ 1
0 1 −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1− λ)

∣

∣

∣

∣

−λ 1
1 −λ

∣

∣

∣

∣

= −(λ− 1)2(λ + 1).

För λ = 1 :





0 1 0
0 −1 1
0 1 −1





RE∼





0 1 0
0 1 −1
0 0 0



⇒ x = s





1
0
0



 , s 6= 0, egenvektor.

Unitär matris, välj U1 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = I ⇒ U−1

1
AU1 = A =





1 1 0
0 0 1
0 1 0



. Tag M =

(

0 1
1 0

)

vars egenvärden uppfyller 0 = det(M − λI) =

∣

∣

∣

∣

−λ 1
1 −λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − 1⇒ λ± 1.

För λ = 1 :

(

−1 1
1 −1

)

∼
(

−1 1
0 0

)

⇒ x = s

(

1
1

)

, s 6= 0, egenvektor.

Tag U2 =





1 0 0

0 1/
√

2 1/
√

2

0 1/
√

2 −1/
√

2



 ⇒ (via Gauss-Jordan) U−1

2
= U2. Nu gäller U−1

2
AU2 =





1 1/
√

2 1/
√

2
0 1 0
0 0 −1



 = T , triangulär.
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