Matematik Chalmers
Tentamen i TMV120 Inledande matematik Z, 2009-10-22, f V

Telefon: Ida Séfstrom, 0703-088304
Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Tentamen omfattar 50 podng. Maximal podng fér varje uppgift ges i marginalen. Skriv val, moti-
vera och forklara vad du gor; endast vélformulerade l6sningar ger full poéng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—.

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Resultat meddelas per epost. Tentamen
aterfas i borjan av lidsperiod 2 i samband med forelasning i efterfoljande kurs.

1. Till denna uppgift skall endast svar ldmnas in, alltsd utan motiveringar.

(a) Bestdm (f~1)/(—=1) om f(x) = 2 + 23 + 22 — 5. (2p)
(b) Skriv (—2i —2)% pa formen a + bi. (2p)
2t — m 4+ v = 0
(c) Los ekvationssystemet ¢ ¢ + m + v = 3 . (2p)
2t — 3m + v = —4
(d) Bestdm samtliga asymptoter till f(x) = va? + 1. (2p)
(e) Berékna foljande griansvirden:
In(1 4 4
i mlir&_(l —cosz)lnz i ili% M iii. wgr_noo %
(3p)
(f) Bestém en ekvation for tangenten till enhetscirkeln i punkten (v/3/2,1/2). Ekvationen ska vara
pa formen y = kxz + m och vara forenklad sa langt som mojligt. (2p)

Till uppgifterna 2-5 skall fullstindiga 16sningar l&dmnas in.

2. (a) Bestéim projektionen av punkten P = (1,1, —1) pa linjen som gar genom origo och punkten

(6,3,2). Vad ir det kortaste avstandet fran P till linjen? (3p)
(b) Lat L vara linjen genom origo som &r vinkelrdt mot (1,1,0) och (1,0,1). Bestim en ekvation
for planet som innehaller L och punkten (1,2,0). (3p)
3. Skissa grafen av f(z) = 221136_“, och ange funktionens lokala extrempunkter och asymptoter.
Konvexitet behover inte utredas. (6p)

>+ 1/ om0<x<2

6
—eﬁ om2<x<4 (p)

4. Bestdm virdeméngden av funktionen f(z) = {

5. i. Bevisa eller motbevisa féljande pastaende: Lat h(z) = f(z)g(x). Da dr funktionen h konvex
om f och g &r konvexa. (4p)

ii. Vilka enhetsvektorer v (dvs |lv|| = 1) bildar vinkeln 7/3 bade med e = (1,0,0) och med
=
es = (0,1,0)? (2p)

Viand!



6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Motivering krivs ej. Rétt
svar ger 1 podng, inget svar 0 poéng och fel svar -1 poéng. Dock dr 0 minsta méjliga poédng totalt.
(6p)
) Om f(x) och g(x) &dr avtagande funktioner &r f(g(x)) viixande.
hm flz)=0 = Ihﬁr{)lof’(a:) =0

)
¢) Om f(x) antar sitt btt')rbta virde i = 5 antar g(z) = e2/(®) sitt storsta virde i z = In 2
)

.ex. U och — ) betraktas som parallella.

Ja>b = a>b

) Om f &r en stringt konvex funktion (f’ &r stringt viixande) pa ett intervall sa skir dess graf
varje linje 1 hogst tva punkter.

(a
(b
(
(d Om u # 0 och 7 #* 0 men Wx T = 0 sdir @ och ¥ parallella. Aven motriktade Vektorer
(t
(e
(f

7. (a) Ange definitionen av ortogonalprojektion av en punkt pa en linje. Hirled ocksa formeln for
ortogonalprojektionen. (4p)
(b) Formulera och bevisa Rolles sats. (3p)

Hodné stésti!!

/jacob



TMV120 Inledande matematik Z, 2009-10-22, f V. Ldsningar.

1. (a) Eftersom f’(z) = 5% 4+ 322 + 2 > 0 #r funktionen stringt viixande och dirfor inverterbar.
Genom att gissa ser vi att = 1 &r en rot till ekvationen f(z) = —1, sa f~1(—1) = 1. Alltsa ger
formeln for derivatan av inversen att

1111
YD = Sy = 7)) ~ 59552~ 10

) Vi skriver forst talet z = —2 — 2i pa polir form: z = |z]e'®8% = —2v/2e%. Alltsa &r
6 — (—2/2)0e"" = —29% = —512i.
) Genom att gora radoperationer far vi successivt féljande ekvivalenta system:
[2 -1 1] 0 1 1 1]3 1113'[ 3
0
1
0

(b
(

1 1 1] 3 ~ |2 =1 1|0 ~ 10 -3 —-1| —6 0 1 1/3 2 | ~
|2 -3 1|4 2 -3 1|4 0 -5 —-1]|-10 0 1 1/5|2
(11 1 3 1 1 1 3 11

0 1 1/3 |2 | ~| 0 1 1/3 |2 | ~|0 1
|0 0 —2/15|0 0 0 —2/15|0 0 0
Losningen é&r alltsa (¢, m,v) = (1,2,0).

= o O
O NN W
2
O O =
= o O
[en il R

(d) Eftersom funktionen #r kontinuerlig sa ér den begrénsad pa varje slutet éndligt intervall Alltsa
kan bara horisontella och sneda asymptoter finnas. For stora = beter sig funktionen som va2 = |z|.
Vi véntar oss dérfor att y = x samt y = —z ar sneda asymptoter. Att y = x 4r en asymptot da
T — oo beror pa att

/22 11 — /22 11
= lim v/ 2—|—1—x—lim( v nVel+lte)

lim f(x)—x= T =
xﬂoof( ) T—00 T—00 Vi +1+zx

1 1 1 1 1
lim = lim =lim - ———=0--=0.
e—oo x|\ /1+1/a2 +a =0 g(\/1+1/22+1) 2=z /1+0+1 2
Eftersom x gar mot odndligheten kan vi anta att = &r positivt, och da &r |z| = z. Vi maste nu
gora samma sak for asymptoten y = —x da x — —oo. Da giller istéllet att || = —z. Vi behover
inte gora om hela beridkningen eftersom gréansvirdet faktiskt blir samma som det forsta:

lim f(x)—(—x):wli)r_noo\/ﬂ—i— —(—x) = [ r=-t ] ztgr&\/t2+1—t:0.

r— —0Q

Man kan ocksa hitta asymptoterna genom att forst rdkna ut k = lim,_ 1o f(z)/z och m =
lim, 400 f(2) — k.

(e) i.

1—
lim (1 —cosz)lnz = lim ST i zlnz=0-0=0.
r—0+ z—0-+ x x—04

Den forsta faktorn dr ett standardgrénsvérde, och att den andra dr noll f6ljer av att gora substi-
tutionen ¢ = 1/ i standardgréinsvirdet lim; o L.
ii.
In(1 + z* ZIn(1 + o* 1
g 22 ey o1
e—0 In(1+22)  «—0 z4In(l+ 22) 1
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iii. Funktionen kan skrivas om som 4~ %z*. Eftersom bada faktorer viixer obegrinsat finns det inget
att undersoka. Produkten gar illa kvikt mot odndligheten. Svar: oo.

(f) Cirkelns ekvation #r 22 +y? = 1. Implicit derivering ger 22+ 2yy’' =0 = ¢ = —x/y = —/3.
Tangentens ekvation ar darfor

= —V3(z — ﬁ) =—\/§x+;

1
LA 2

Detta kan forenklas till
y=2- V3.

Uppgiften kan ocksa 16sas genom att derivera y = /1 — 2.
2. (a) En riktningsvektor for linjen #r ©° = (6,3,2), och en punkt pa linjen #r Py = (0,0,0).
Projektionen &r

~ (P—PRy)-v_, 7 1

P=—":%— Py=—(6,3,2) = =(6,3,2).

i T =503

Avstandet dr

VIFI6+ST _ 5

~ 1 1 1
P—-P|=|1,1,-1) - =(6,3,2)|| = |=(1,4,-9)| = =|(1,4,9)] = 2.
1P~ Pl = (1,1, -1) ~ 2(6.3,2)] = (1,4, -9)]| = 2}/(1,4,9)] -
(b) Linjen ér parallell med vektorn
?:(1,1,0)X(1,0,1):€_1>><6_3>+6—2>X6_1>+€_2>><6—3>:—6—2>—6—3>+6_1>:(1,—1,—1)~

Eftersom planet innehaller origo &r #ven @ = (1,2,0) en riktning i planet. Alltsa #r en normal
T xu=(2,-1,3).

Detta ger att planets ekvation ar 2z — y + 3z = 0.

3. Definitionsméngden &r Dy = R\ {—2}. Derivatan &r

r+1  2x+3-2x+1) r+3)(z+1)+2x+3-2(x+1) _,

/ = (— T = _ =
P =53 rr3E ) (22 + 3)2 c
_ -2z —br—2 _,
- (20 +3)2
Eftersom nimnaren och exponentialfunktionen dr positiva s har f’ samma tecken och nollstillen
som p(z) = —(x*+2x+1). De kritiska punkterna ér alltsd o = — 24, /210 = — 543 — 5= 2
eller x = f%. Da z << 0 dr f'(x) negativ och f’ vixlar tecken nir vi passerar de tva kritiska
punkterna. Detta ger teckentabellen
€z (_007_2) —2 (_2’_%) _% (_%7_%) _% (_%700)
I — 0 + ej def. + 0 —
f . lok.min / ej def. / lok.max AN

De relevanta griansvéirdena ar

lim f(z) =00, lim f(z)=0

r——00 Tr— 00

lim f(z) = oo, lim f(z) = —oc.
w—>7%+

Vi observerar ocksd att f(—1) = 0 och ritar sedan in detta. De lokala extremvirdena dr f(—2) = €2
och f(—3) = %. Asymptoterna #r y = 0 och 2 = —2. Det finns inga (andra) sneda asymptoter,
eftersom lim,_, o f(2)—kz —m aldrig kan bli noll (exponentialfunktionen viixer mycket snabbare

dn polynomen). En del av funktionens graf visas hir:
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FiGur 1. y = ;;;136_36, y=0ochzxz= —%

4. Virdeméngden &r unionen av viirdeméngderna V, och Vj,, dir g(z) = 2? + 1/x for 0 < z < 2,
och h(z) = —eT= for 2 < x < 4. Vi deriverar som vanligt:

g () =2z — 1/2* = (22° — 1) /2.

Den enda kritiska punkten &r x¢g = 2-%. Med samma metod som i forra uppgiften kan man se att
4r ett globalt minimum for funktionen ¢ (dock ej for f). Det minimala virdet &r g(zg) = 273 +23.
Eftersom g(z) — oo da & — 0+, och g dr kontinuerlig ger satsen om mellanliggande virde att
V, = [g(x0), 00). Vi upprepar forfarandet for h:

1

B(z) = —emF (- _)(—1)= -2 _ .
(4 —x)? (4—xz)?
Alltsa &ar h stringt avtagande. Vi har grinsviardena
. _ . _ T t _
Mg, hle) = —ve. lim hiz) == Jim e = —oo.

Satsen om mellanliggande virde ger nu att V;, = (—oo, —/€).
Observera att —y/e < 0 < g(xo). Alltsa dr V; = (—o00, —/e)U[275 425, 00) = R\[—v/e, 275 +23).

5. i. Funktionerna f(x) = x2 och g(z) = 22 — 1000 #r bada stringt konvexa eftersom f”(z) =
g"(x) = 2, vilket &r storre &n noll. Déremot &r h(z) = 2* — 100022, sa h”(z) = 122 —2000. Denna
funktion &r negativ nédra x = 0, alltsa dr h ej konvex.

5. ii. Vilkoren kan skrivas |V’ = 1, ¥ - & = § och ¥ - e = 3, eftersom cos§ = 3, och
[V = ||&] = 1 (vi anvéinder Thm 1, C:10.2 i Adams). Alltsa vet vi att v; = vy = 1. Det
aterstaende villkoret blir att 1 = || 0'[|2 = (3)? + (3)? + v3. Detta ger att vy = 3, s& vz = :I:%.
Svar: v = (3, %;I:%).

6. (a) Sant. Antag att x < y. Da &r g(y) < g(x), vilket implicerar att f(g(x)) < f(g(y))-

(b) Falskt. En funktion kan avta mot oédndligheten men &nda oscillera snabbt. Ett motexempel

ar f(x) = % Det &r sant att f(z) — 0 da x — oo pga grinsvirdesregeln 7) pa teorilistan.

Derivatan ar f/(z) = Wﬂ Den forsta termen dr obegrinsad, och den andra gar mot

noll. Alltsa &r derivatan obegridnsad, och gar darfér inte mot noll.

(c) Falskt. Eftersom funktionen h(u) = e?* ir stringt vixande sa ér g(x) = h(f(x)) som storst da

f(x) &r som storst, dvs g(x) antar ocksa sitt storsta virde da x = 5.

(d) Sant. Lingden av kryssprodukten ér produkten av de tva vektorernas lingder och sinus for
3



den mellanliggande vinkeln. Detta ger att vinkeln mellan dem maste vara 0 eller 7, och dérfor ar
de parallella. Forklaring nr2 (intuitiv): Varje parallellepiped med % och %" som sidor har volymen
noll...

(e) Sant. Detta dr sant per definition.

(f) Sant. Detta foljer fran medelvéirdessatsen: Antag att det finns tre skirningar. Om derivatan av
linjen #r k sa finns det tva olika punkter (mellan skiirningspunkterna nrl och nr2 och mellan nr2
och nr3) dér f/ = k. Detta &r en motsigelse eftersom f #r stringt viixande.

FI1GUR 2. Deriverbar funktion som skér en linje i tre punkter.

7. Se teorilistan (for sidhinvisning) och féreldsningsanteckningarna.
/jacob



