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Fredagv. 3

Mer om funktioner

En funktion 1 allménhet méste inte vara definierad pa (en delméngd av R) och dess véirden
maéste inte vara reella tal (dvs malméngden méste inte vara R). Ett exempel:

f(z,y) = (z,2xy,y). Denna funktions definitionsméngd &r planet och malméngden &r
rummet. [ allménhet kan vi ha en funktion fran en mingd A till en annan méngd B.
Mingderna A och B far vara vad som helst. Funktionen ska alltsa beritta vad f(a) ar for
varje element a som ligger i A, men resultatet f(a) maste vara ett element i B. Vi siger att
f(a) ér bilden av a under avbildningen f, och att a ar dess urbild. Miangden av av alla
funktionens varden, dvs Vy = {f(a)|a € A}, kallas for funktionens virdemdéngd. 1 bilden
nedan kan vi séga att virdeméngden bestér av alla element (punkter) i B som triffas av ndgon
pil. Definitionsmingden A brukar ofta betecknas med D . Skillanden mellan malméngd och
viardemingd 4r alltsa att malmangden dr mingden av de viarden som man har bestimt ar
tillatna, och virdeméngden &r de viarden som faktiskt antas.

Funktion fran A till B

Definitionsmangd

Malmangc

Vi séger att funktionen f &r surjektiv om dess virdemingd ar hela B, dvs Vy = B. (Det
galler alltid att virdeméngden ar en delméngd till B). Om vi éndrar B till att vara V (vi

andrar da funktionen) s blir funktionen surjetiv. (Varje funktion dr surjektiv pa sin
viardeméngd.)

En injektiv funktion &r en funktion som bara antar varje virde en gdng. Det betyder att om
f(z) = f(y) s& maste x = y . Ett annat stt att sdga det &r att om = # y sé r ocksa

f(x) # f(y). I bilden betyder detta att varje element i B traffas av antingen en pil eller ingen
pil. Ett annat ord for detta &r ett-till-ett (eng. one-to-one).

Om f rakar vara funtad sa att den ar bade injektiv och surjektiv sa sdger vi att den ar bijektiv.

I termer av bilden ovan betyder det att varje punkt i B tréiffas av exakt en pil. For alla
funktioner maste exakt en pil utgé ifran varje element i A. Alltsa &r punkternai A och B
perfekt ihop-parade! ’Varje person i A har exakt en kompis i B och tvértom!”

Om det ar s att f ar bijektiv sd kan vi skapa en ny funktion fran B till A som vi kallar for
f~1, som utliises f-invers. Vi fir denna funktion genom att viinda pé alla pilar! Dvs om
f(a) = bsdir f~1(b) = a, (och tvirt om, ty bada likheter siger att a och b dr varandras
’pilkompisar”).
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Funktionen f : A — A som ges av f(x) = x kallas for identitetsfunktionen och betecknas
med 1 4 eller Id 4. Ett kort sétt att uttrycka att funktionerna f och g &r varandras inverser &r
att sdga att g o f = 14 och f o g = 1p. Vi later detta vara den formella definitionen av invers
funktion.

Ovning: Visa att om f inte dir bijektiv sd kan den inte ha en invers: Det vill siiga, om f har en
invers g = f~1 visa att f dr bijektiv.

Om funktionen &r injektiv men inte surjektiv sa existerar en invers, men den &r bara definierad
pa vardemangden. Om funktionen inte ens ar injektiv kan man vilja en delmingd av
definitionsméngden dir funktionen dr injektiv. Vi kommer att gora precis detta i foljande
exempel:

ex. (Arcussinus) Lat f(x) = sinz. Vi later mdngden [—1, 1] vara malméngden, sa att funktionen

blir surjektiv. Eftersom sinus dr periodisk ar den verkligen inte injektiv pa sin
definitionsmédngd R. Vi definierar en ny funktion g(x) som é&r restriktionen av f(x) till
intervallet [—7/2, 7 /2], dvs samma funktion som sin z, men vi minskar definitionsméngden
till detta intervall. Funktionen g(z) &r bijektiv, och har darfor en invers som vi kallar for
arcsin. Vissa forfattare, dven Adams, skriver istillet sin—!, men detta 4r missvisande
eftersom sin inte &r bijektiv — den har ingen invers! Funktionen arcsin ir inte invers till sin,
den dr inversen av g, och det ér inte samma funktion. Varfor ar detta viktigt? Eftersom

sin(mw/6) = 1/2 giller det att arcsin(1/2) = w/6. Om arcsin vore inversen av sin hade det
ocksa gillt att arcsin(1/2) = arcsin(sin(7/6 + 27)) = 7/6 + 27, men arcsin(1/2) kan
bara vara ett tal. Figuren i slutet av filen illustrerar skillnaden mellan g och sin.

Kom ihdg: Daresin = Vy = [—1,1] och Varesin = Dy = [~ 5, 5], dvs tvértom é&n for g.

ex. (Arcuscosinus) Vi gor nu samma for f(z) = cosx. Denna funktion ar bijektiv pa intervallet
0, 7). Lat g(x) vara restriktionen av f(z) till detta intervall. Da ér g : [0, 7] — [—1,1]
bijektiv, och vi kallar inversen for arccos. Aterigen dr detta ingen invers till cos (som saknar

invers), ty cos arccos x = x, men arccos cos # dr inte alltid lika med 6. I allménhet kan
vinkeln bli forskjuten med 27 och/eller dndra tecken.

Kom ihadg: Dyyecos = Vy = [—1, 1] och Vireeos = Dy = [0, 7).

ex. (Arcustangens) Vi liter g(x) = tanx vara definerad pé intervallet (— 7%, 5). Inversen av g

kallas for arctan och dr definerad pa hela R. Eftersom lim tanx = oo géller att
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Kom ihag: Dyrotan = Vy = (—00,00) och Virctan = Dy = (—
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Derivatan av en invers

Sats: Antag att f dr deriverbar i intervallet (a,b) och att f'(zo) # 0 for en punkt x = xg
som ligger i detta intervall. Om dessutom f dr strangt monoton pd (a,b) sd har f en invers
som dr deriverbar i punkten y = f(xo).

D4 derivatan av f ! existerar i punkten y = f(zo) dr det litt att rikna ut vad derivatan
faktiskt blir — den blir 1/ f’(z¢) — se satsen nedan!
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Att ddremot visa sjédlva existensen ovan ar lite mer tekniskt, sa vi later bli!

Sats: Lat y = f(z) och antag att f har en invers och att bade f’(z) = f'(f~*(y)) och
(f~1)(y) existerar. Daar (f71)'(y) = m

Bevis: Vi vetatt y = 1g(y) = f(f~!(y)) . Derivering av bada sidorna med avseende pa y
mha kedjeregeln ger att

L= () - (F7) @)
Ingen av faktorerna kan vara noll dé vénsterledet ar ett. Alltsé far vi den 6nskade formeln.

Alltsé har vi en formel for derivatan av inversen: 1 delat med derivatan sammansatt med
inversen sjilv. Det finns bara ett problem: Kedjeregeln giller bara om vi redan vet att f~1
Overhuvudtaget har en derivata! Vi har inte visat att derivatan existerar! Vi har bara visat att
om den existerar sa kan vi rdkna ut den. Vi kan dock anvidnda den forsta satsen ovan for
existensen i manga fall.

ex. (Derivatan av arcusfunktionerna)
Laty = f(x) = arcsinz ochz =siny . Vivetatty € [—7,
f'(x) =1/4¢'(y) =1/ cosy . Vi skulle kunna svara med f’(x
forenklar detta genom att anvinda trigonometriska ettan:

1 —sin?y = ++/1 — 22. Vi kan faktiskt utesluta minustecknet eftersom cos ar

positiv pa intervallet [~ F, Z]. Slutsats: D arcsinz = ———

|- Det géller att

s
2
) = 1/ cos (arcsin x), men vi

cosy =+

5 .

Ovning: Visa att D arccosz = — \/11_7 genom att hirma ovanstdende eller genom att

utnyttja att arccos = 4 — arcsinz (detta beror pd att sin z = cos (5 — ). Visa sedan att

D arctanx = ﬁ genom att anvénda formeln for tangens derivata. Tips: Det finns tva. Vilj

den som gor att man far rdkna mindre!
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