Lite utvidgad traningstanta till ALA-A, 2007

Du ser héir alla typiska problem som kan uppstd pa tentan. En riktig tenta skulle betsa av
mindre antal uppgifter, typiskt 8:

1) en sats med bevis,2) gransvirde 3) kontinuitet, 4) derivering, 5) extrempunkter, 6) Tay-
lorutveckling, och tva problem i analytisk geometri: 7) att skriva ekvationer till given geometri,
och 8) att fa fram geometriska parametrar fran givna ekvationer till plan, linjer os.v.

Jag skrivit har lite mera varianter typiskt tva ibland fyra av varje typ.

Plus: man maste kunna formuleringar av alla definitioner och satser fran ”langa
listan”!

1. Sats
a) Formulera och bevisa Rolles sats. (4p)
b) Ange och bevisa formeln for derivata av produkt av tva funktioner. (4p)

2. Gransvarde.

a) Berdkna gransvirde.
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b) Beridkna gransvirde.
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c) Berdkna griansvirde.

lim (783”3_1 ) (4p)
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3. Kontinuitet
a) Ange definitionen av en funktion f kontinuerlig i punkt a i fall f ar definierad pa ett
intervall (a — h,a + h). (4p)
Bestam alla punkter dir en funktion given av sin graf ar: a) kontinuerlig, b) vinsterkontinuerlig,
c) hogerkontinuerlig, d) diskontinuerlig.

b) Ange hur funktionen f kan utvidgas till punkten a = 0 (definieras i punkten a = 0) sa

att den blir kontinuerlig i fall det ar mdjligt. f ar ursprungligen definierad for —1 < z <

400 och z # 0 med formeln
x
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4. Derivering
a) Beridkna derivatan till funktionen
sin(z)

= 4
/() In(z) + exp(—22) (4p)
b) Berikna derivatan (f *1)' (yo) av inversa funktionen f ! till funktionen

4+ 3

fe) =1y
i punkten yy dér yo = f(xg) = 2 for ¢ = 1. (4p)

5. Extrempunkter.

a) Ange definition pa lokal extrempunkt. Bestdm alla lokala extrempunkter och absolut
maximum och absolut minimu (om de existerar) till funktionen

g(z) = z* exp(—2?) (4p)

pa intervallet [—o0, 00].



b) Ange definition pa lokal extrempunkt. Bestdm alla lokala extrempunkter och absolut
maximum och absolut minimu (om de existerar) till funktionen

g(z) =2® — 32> +4 (4p)
pa intervallet [—2, 5].

c¢) Bestdm alla lokala extrempunkter och absolut maximum och absolut minimu (om de
existerar) till funktionen

g(:l:):{ z(z — 1), 0<z<2

oz + 1), 4<e<0 pa dess definitionsméngd. (4p)

6. Taylorsutveckling och linjar approximation

a) Ange Taylorsutveckling av ordning 3 i punkten ¢ = 0 av funktionen

f(z) = arcsin(z). (4p)
b) Ange Taylorsutveckling av ordning 3 i punkten a = 1 av funktionen

1
flz) = 5= (4p)

N
c) Ange linjir approximation runt punkten a = 0 och allmén form pa felet for funktionen
f(z) =1+ z2. Ange uppskattningen av felet i den approximationen for z = 0.2.  (4p)
7. Att skriva ekvationer till geometriska objekt.

a) skriv en ekvation for planet som gar genom punkten P med koordinater (+7,—5,+1)
och skar av koordinataxlarna likadana positiva strackor. (4p)

b) Bestdm om foljande fyra punkter ligger i samma plan. (3,1,0), (0,7,2), (-1,0,—5),
(4,1,5). (4p)
¢) Ange ekvationen for projektionen av skrningslinen av planen z — 4y + 2z — 5 = 0 och
3r+y—2+2=0 pa planet 2z +3y+ 2z —6 =0.

8. Att underséka geometri som svarar mot givna ekvationer

a) Ange vilka strickor som planet med ekvation 2z — 3y — z + 12 = 0 skir av koordi-
nataxlarna. (4p)

b) Berikna avstandet mellan punkten med koordinater (+3,+1,—1) och planet med ek-
vationen 22z + 4y — 20z —45 =10

¢) Berikna vinklar mellan planen med ekvationer: 3z —y +2z+15=0 och 5z + 9y —

3z —1=0.
d) Berikna avstandet mellan tva icke parallella linjer som saknar gemensamma punkter:
r—9 y+2 =z T y+7 z—-2

4 3 1°% 27 9 2

Tips! Borja losa uppgifter pa tentan fran den som verkar vara lidttats, sen ta
den som kinns vara nast lattast o.s.v.

Listan av satser for vilka man maste kunna bevis.
(De finns ocksa markerade i totala tabellen med alla begrepp, satser och typiska problem)

1. Satsen om gransvarde av summa, funktioner , Ex.4, sid. 88

2. Formeln for derivata av prodikt av funktioner, Th. 3, sid. 108,

3. Formeln for derivatan av inversa funktion sid. 166 (lar beviset fran anteckningar, det ar
enklare dn i boken)

4. Gransvirde sin(z)/z da z — 0, Th. 8, sid 119

5. Rolles’ sats (med bevis): kap. 2.6, Th. 15, sid. 129

6. Feluppskattning for linjar approximation, kap.4.7, Th. 9, sid. 254.

7. Gransvirdet av (14 1/n)"™ da n — +oo , kap. 3.4, Th. 6, sid. 184.



Facit.

1. Kolla bevis i boken.

2. Gransvirde.
a) 2
b) 0
c) 6

3. Kontinuitet

a) En funktion f dr kontinuerlig i en punkt a pa fran ett Oppet intervall i definitionsméngden
till f i fall f(a) = limg—q f(2).

En funktion f ar kontinuerlig i de punkter z dir grafen ar en oavbruten kurva. Den typ
av argument kan anvidndas for funktioner givna med hjilp av grafisk information. f &ar
vansterkontinuerlig i de punkter zo dir vinstergransvirdet av f dr samma som f(zg). Det
betyder att vi kommer fran vinster lings grafen oavbrutet till punkten med koordinater
xo, f(zg). Pa samma sitt identifierar man fran grafen punkterna dir funktionen f ar
hogerkontinuerlig. 1 fall funktionen dr bade hoger och vansterkontinuerlig i punkten zg |,
ar den ocksa kontinuerlig i den punkten.

b) Funktionen f &r odefinierad i punkten z = 0. I Gvriga punkter 0 < z < oo ar den

kontinuerlig. Gréansvirdet av funktionen f(z) = da z — 0 ar lika med 1,.

In(1 + z)
Det gor att om vi definierar f(0) = 1 sa blir funktionen f kontinuerlig i den punkten.
Gransvardet av f(z) i £ = 0 berdknas litt om man kommer ihag eller berdknar sjilv

Taylors polynom till In(1 + z) i noll: In(1+z) =1+ + O(z?) dd = — 0.

4. Derivering a) Det ar kvitregeln, produktregeln och kedjeregeln som testas hir samtidigt.

d ( () ) ) ;":i‘j(’w) [ln(x) +exp(—x2)} -~ [% —2xexp(—w2)] sin(z))

dz \In(z) + exp(—z?)

[ln(w) + exp(—acQ)] i

. N _ . d (4+ 23
b) Allmén formel dr (f l)l(yo) = —f’(lsco)' For givet exempel f'(z) = . (—1+w4) =
3z2(1 4+ z*) — 4234 + x?’)| (3(2)—20) -14 =7

(1+ z%)2 LT T 4 2

(F71) (o) = (?) (4p)
5. Extrempunkter.

a) absolut minimum 0 i z = 0; absolut maximum 1/e i punkter z =1 och z = —1.

b) absolut minimum —16 i endpunkten z = —2; lokalt maximum 4 i punkten z = 0; lokalt
minimum 0 i punkten z = 2; absolut maximum 54 i punkten z = 5.

c) absolut minimum —1/4 i punkterna z = £1/2; lokalt maximum 0 i singuldra punkten
z = 0; lokalt maximum 2 i endpunkten z = 2; globalt maximum 12 i endpunkten x = —4.

6. Taylorsutveckling och linjar approximation
1
a) f(z) = arcsin(z) =z + gz?’ + 0(z%)
1 2 14

b) f(@) =1 - 3la— 1)+ 5z~ 1)® ~ (o~ 1’ + Ol — 1)")

c¢) Linjar approximation dr konstant i det fallet: f(0.2) =~ 1 eftersom derivatan av f i noll
ar noll:



fl(z) = \/117 Andra derivatan f"(z) = Wm ar en avtagande funktion for z > 0.

Det gor att man kan uppskatta feltermen: 1/2f"(s)z? = 1/2 (W) z? med dess
virde vid s = 0 for vilket feltermen ar maximal.
Feltermen uppskattas av 1/2z2 for 0 < s < z.

Detta medfor att |£(0.2) — 1| < 1/2(0.2)? = 0.02

. Att skriva ekvationer till geometriska objekt.

a)z+y+z—3=0

b) Nej

c¢) Linjen uppfyller ekvations systemet 4z — 3y + 2 —3 = 0; 2z + 3y + 2 — 6 = 0. Det
ar sjarningslinje av projektionsplanet och planet genom givna linen som ar vinklerat mot
projektionsplanet. Svaret kan formulera pa olika sdtt men det svaret ar kanske lattast.

. Att undersoka geometri som svarar mot givna ekvationer

a) -6; 4; 12

b) 3/2.

c) 90 grader
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