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Losningar till tentan i TMV035 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf, del A.

1. Sats. Ange definitionen pa inversafunktionen. Formulera och bevisa formeln for
derivatan av inversafunktionen. (4p)

Lat f vara en funktion som verkar fran méngden D; till mdngden R. En funktion g
som verkar fran mangden R till mangden D f kallas inversa funktion till funktionen
f om for varje y ur R och for varje x ur Dy foljande ekvationer géller:

flo) =v; 9(f(z)) ==

For funktionen ¢ i det fallet anvandes betiackningen f~'.

Derivatan av inversa funktionen uppfyller ekvationen:

for argument y och z sadana att y = f(z).

Man kan bevisa detta med att derivera med avseende pa x andra likheten i defini-
tionen ovan. Kedjeregeln medfor att

l9(f(@)] = ¢'(f(z)) - f'(z) =a" =1
d.vs. att [(f71)'(y)]- f'(z) = 1. Sista likheten medfor att (f!)'(y) = %
2. Gransvarde. Beridkna gransvirdet:

3 _ _ 3 _
lim Vi—b-va b, dér a > b. (4p)

T—a T —a

Problemet 16ses med att multiplicera och dela funktionen med konjugat till tiljaren.
Vi anvander likheten

u? —w? = (u—v)(u® + vw + w?)

I vart fall anvindes den likheten med u = v/x — b och w = v/a — b. Konjugat till
Vr—b—+a—bar

(z —b0)*3 + (. —b)"3(a — b)'/® + (a — b)*/3.

Detta medfor att

Ve—b—+va—b

- (x —b) — (a —b) _
(z —a)[(x — b)*3 + (x — b)/3(a — b)1/3 + (a — b)?/3]
(z—a)[(z—b)2B+ (x—b)B(a—b)B+ (a—0b)23]
1 1

(@ =0 + (@ = D) (a— )7 + (a— b = 3(a— bP



3. Kontinuitet. Formulera definitionen pa funktion kontinuerlig i en punkt. Ange om
nagon av givna funktioner f och g, bada odefinierade i punkt z = 0, kan utvidgas
till punkten z = 0 (d.v.s. definieras i punkten z = 0) sa att dem blir kontinuerliga
i den punkten. I fall det ar mojligt ange hur man kan gora det.

f(z) = sin(l/z);—7m/2 <z <7/2, 2 #0,

g(z) = #; —m/2<x<m/2, x#0.

(4p)
En funktion &r kontinuerlig i punkt « i fall lim,_,, f(z) = f(a).

Funktionen f(x) = sin(1/z) saknar grénsvirde da z — 0 eftersom oavsett hur
nara noll blir z antar funktionen f vardena —1 och +1 for vissa x, ndmnligen for
T = m och x = m, dar n - ar hela tal. Pa det viset f kan inte ndrma sig
nagot gransvarde da x — 0. Det gor att funktionen f inte kan definieras i punkten
noll sa att den blir kontinuerlig.

Funktionen g(z) = % har gransviarde 1daz — 0. Det ar ett standart gransvarde
och kan visas med hjilp av Taylors utveckling for sin(z) runt z = 0 som &r:
sin(z) = z + O(2®) di& * — 0. Man ser harifran att lim, o % = 1. All detta
gor att om vi definierar funktionen ¢(0) = 1 sa blir den kontinuerlig i noll. I
ovriga punkter ar funktionen kontinuerlig eftersom den "r kvot av tvakontinuerliga

funktioner och = # 0 utanfor noll.

4. Derivering. Berikna derivatan till funktionen

fla) = ;

sin(x) (4p)

d sin(x) _
dx \ In(x) — arctan(z)

3

n(x) — arctan(z)

(2zsinz — 2sinz + zlnz cosx — x cosz arctan x — 2x? sinx + 23 Inz cos z — 23 cos z arctan z)

2 (sin% a:) (z 4 23) (Inz — arctan z)*

5. Extrempunkter. Bestam alla lokala extrempunkter och absolut maximum och
absolut minimum (om de existerar) till f6ljande funktion:

g(z) = 42® — 1222 + 32*.

definierad for alla reella tal x. Motivera svaret!

g'(z) = & (42® — 122% 4 32*) = 122 — 24z + 122° =12z (z + 2) (z — 1).
Stationara punkter till g ar 1 =0, x5 = =2, 3 = 1.

g"(z) = & (42% — 1222 + 32*) = 24z + 3622 — 24 =12 (22 + 32° — 2).
g"(x1) = =24 <0; ¢"(22) =12-6 =72 > 0; ¢"(z3) = 36 > 0.

Dérfor har g ett lokalt maximum ¢(0) = 0 i punkten z;, ett lokalt minimum g(—2) =
4(—2)% —12(—2)% + 3(—2)* = —32 i punkten z3, och ett lokalt minimum

g(1) =4(1)3 —12(1)%> + 3(1)* = —5 i punkten z3.

Derivatan av g dr negativ for z < —2, och &r positiv z > 1. Det gor att g(z) vixer
odndligt da x véxer fran x = 1 till +00 och nir z gar fran x = —1 mot -oo.

Dérfor har g(z) inget globalt maximum. Globalt minimum antas i en av tva lokala
minimipunkter ndmligen i z; = —2 dér g(—2) = —32. (4p)



6. Taylors polynom. Ange Taylors polynom av ordning 3 runt punkten a = % for

funktionen: f(r) = sin?(z) med felterm pa allmiin form. (4p)
4 (sin*(z)) = sin 22| s = @; % (sin(z)) = 2 cos 22y ss = 1;% (sin®(z)) =

—4sin2z|,_ o= —2/3.
sin®(z) = L +3V3 (< +2)' + 4 (<4 2) - 1B (b4 2)'+0 ((bm + )')

7. Plan i rummet. Tva punkter A och B ir givna av sina koordinater: A: (+1,+43, —2)
och B: (+7,—4,+4). Ange en ekvation pa planet genom punkten B sa att planet

ir vinkelriit mot vektorn AB. (4p)
AB = (+1,+3,-2) — (+7, -4, +4) = (~6,7, —6).

Ekvationen for ett plan genom punkt 7§ med koordinater (%0, Yo, 20) och med normal
(Nz, Ny, N,) ér: (x —29)Ng+ (y — yo) Ny + (2 — 20) N, = 0 eller (7) - ?0) N =0

pa vektor form. I vart problem ﬁ = 1@, T = ﬁ . Ekvationen for sokta planet
blir: 6(z —7) —T(y+4) +6(z —4) = 0.

8. Linjer i rummet och projektioner av vektorer. Bestam minimalt avstand

_)
mellan linjen med parametrisk ekvation pa vektorform: 7 = ¢ + 't, och punkten
P med koordinater (P, Py, P,). Forklara geometrisk mening av vektorer 7,7,

— —
['. Anvand lampliga beteckningar for komponenter hos vektorer 7, ¢, 1 eller

anvand vektorbeteckningar for att formulera svaret. (4p)

7 i linjens ekvation &r 16pande punkt pa linjen, ¢ ir en fixerad punkt pa linjen,

_>

[ ar en riktningsvektor parallell med linjen, ¢ ar en tidsliknande parameter langs
linjen.

Man kan tolka ekvationen som framstéllning av ortsvektorn 7 for en punkt som

%
forfluttar sig med en konstant hastighet | och befinner sig i punkten ¢ vid tiden
noll.

Om vi beteknar med () projektionen av punkten P pa linjen, sa utgoér P, (), och ¢
en ratvinklig triangel P(QQq med ratvinkel vid punkten Q).

Avstandet fran P till linjen &r lika med ldngden |PQ)|.

Pythagorsatsen ger att \PQ\Q = \Pq|2 — \Qq\2 eftersom Pg ar hypotenus och PQ
och (g ar kateter i triangeln PQyq.

— — —
(QQq ar projektion av vektorn Pg =pa [ . Den kan ber0knas med hjilp v skalar

7T | 7

2
\?
_)
g

\QQ| —‘?, \PQ|2 = ‘_ﬁ - ?

_)
produkt : Qq = . Detta medfor att:

2

Vi far da svaret pa vektor form:

PQI? = ‘?—7




eller

2 2 2

T T

-
o 7|

_>
I fall punkterna P, g, och vektorn [ &r givna av sina koordinater P, Py, P, o0.s.v,
kan uttrycket pa vektorform ersiattas med ett uttryck med koordinater:

— —
2 ‘Pq —‘PQ

T
T

PQ| = ‘T”—?

7

PQ| =
\/[(Px_ch)2+(Py_Qy)2+(Pz_Qz)2] [Z;QU‘*'@""Z?] - [(Pw_Qw)lw+(Py_qy)ly+(Pz_Qz)lz]2

(2 +12 + 2]

Maxpoang: 32 ; 3: 16; 4: 22; 5: 26



