MATEMATIK Tentamen i Inledapde matematik for Z, TMV120
Chalmers Tid: 2006-10-27, k1 08.30 - 12.30
Hjilpmedel: Inga

Telefonvakt: Peter Lindroth, Henrik Seppénen tel 0762- 721 860, 0762- 721 861

Skriv namn och personnummer pa samtliga inlimnade papper.
Betygsgrianser, ev bonuspoéng inrdknad: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4
och 40 eller mer betyget 5.

Losningar publiceras pa kursens hemsida forsta arbetsdagen efter tentamenstillfillet.

1. Till denna uppgift ska du endast ldimna in svar, alltsad utan motiveringar.

a) Bestam de gemensamma punkterna till planen (2p)
2r+y=3, y+2z=1lochz+y+z=2.

250, (2p)

b) Bestdm alla reella z som uppfyller olikheten ; +

2
c¢) Bestim en ekvation for tangenten till kurvan z3 + y® = 2 i punkten (2p)
(1,1).

d) Los ekvationen 23 = i. Svaren ska ges p& formen a + bi. (2p)
e) Berikna foljande grinsvirden: (3p)

.o VA2 +1 Lo VA2l L ()

i lim — ii. lim —— i, lim o

T—00 x T——00 x T—00 e

f) Ge exempel pa en funktion f sadan att f'(0) existerar, men inte f”(0).  (3p)

Till uppgifterna 2-5 ska du ldmna in fullstindiga 16sningar.

2.

3. Berikna storsta virdet av funktionen f(z) = v1+x — % (x> -1). (6p)
. . . z3 — 4z

4. Rita grafen till funktionen f(z) = PR (6p)

Ange eventuella lokala extrempunkter och asymptoter. (Konvexitet/konkavitet
behover inte utredas.)

5. Ett 2 m hogt staket 16per parallellt med ett héghus, pa 1 m avstand fran (6p)
huset. Hur 1ang 4r den kortaste stege som nar husviggen fran marken och
over staketet?

Var god vind!
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6. Avgor vilka av foljande pastienden som #r sanna respektive falska. Du  (6p)
behover inte motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar
-1p. Dock ej mindre &n Op totalt.

a) Om f(z) och g(x) &r vixande pa ett intervall I s &r ocksa f(x)+ g(z)
vixande pa I.

b) Varje deriverbar funktion #r kontinuerlig.

¢) Om f(z) = oo da z — 0 och g(z) = oo da x — 0, sa maste
f(z) —g(z) > 0daz — 0.

d) Triangeln med horn i punkterna (-3,0,-1), (-1,-1,1) och (1,6,-2) &r rét-
vinklig.

e) Om f &r en funktion som &r deriverbar pa [a,b] och f(a) < f(b) sa
finns ett tal ¢ € (a,b) sadant att f'(c) > 0.

d
f) %|$2 +z| =2z +1].

7. a) Definiera derivatan av en funktion f i en punkt a. (6p)
b) Lt

z

0 dda z=0

f(x):{ z?sint da z#0

Berikna f'(z) da = # 0.
Samma, funktion f asyftas i uppgift ¢ och d:

c¢) Visa med hjilp av derivatans definition att f'(0) = 0.
d) Visa att f’ j dr kontinuerligi z = 0.

Go n’eiri an bothar libh !
/Peter

Losningar

1.(a) Man ska losa ekvationssystemet

z +y +z = 2
2z +y = 3
y +2z =1

Det visar sig di att en av ekvationerna dr 6verflodig och man far en
enparametrig 16sning (dvs de tre planen skir varandra i en linje):

r = 1+¢
y = 1—2¢
z = t
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(b) Da z < 3 &r ndmnaren positiv sa tecknet hos kvoten dr detsamma som
tecknet hos téljaren som i sin tur &r ickenegativ dd z > —2. M.a.o.
ar kvoten ickenegativ dd —2 < z < 3. D4 z > 3 4r ndmnaren negativ
varfor kvoten dr ickenegativ da téljaren dr ickepositiv, dvs da ¢ < —2.
Men det finns inga tal som dr bade stérre 4n 3 och mindre &dn eller
lika, med -2. Sammantaget konstaterar vi att det angivna uttrycket &r
ickenegativt da —2 < z < 3.

(c) Via implicit derivering f6ljer att
322 4+ 3y%y =0

ur vilket det snabbt foljer att

2
;T
Yy _E'
Saledes ir y'(1) = —1 och eftersom tangentlinjen passerar genom (1,1)
maste den ha ekvationen
y=2-—x.
(d) Vi har
B == ei(§+27rn)
vilket ger
z = ez(%+27rTn),
dvs . 5 .
21 =€6,29=¢€"6,23=¢"0
dvs
V3 +i —V3+i
21 = 9 , RQ = 2 , 23 — —1

(e) Eftersom v4z2+1 = |2z|4/1+ ﬁ giller att det forsta grinsvirdet

dr 2 och det andra ir -2. For det tredje, observera att (z + %)% =
e?® + 2ze® + 2, kom ihdg att exponentiellt vixande dominerar ver

polynomiellt och dra hirav slutsatsen att det tredje grinsvirdet dr +.

3
(f) T.ex.
0, <0

r@={ & 75

2. Lat A = (2,—1,0), B = (—1,—1,—1) och C = (2,1,1). Lat & = AB och
w = AC. Vi soker alla vektorer av ldngd 5 som &dr ratvinkliga mot bade ¢
och . Notera forst att ¥ = (—1—2)i+(—1—(1))j+(—-1—-0)k = —3i —k,
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och @ = (2 —2)7+ (1 — (=1))7 + (1 — 0)k = 2§ + k. Vektorn & x 1 &r
ratvinklig mot bade ¥ och w. Vi har att

i 7k
ixw=| -3 0 -1
0 2 1

=[0-1—(=1)-2))i—[(-3)-1—(=1)-0]7 + [(—-3)-2—0-0)k = 27 + 37 — 6k.

Denna vektor har lingd /22 + 32 + (—6)2 = /49 = 7. Vi soker alla
vektorer av lingd 5 som dr parallella med denna vektor. Det finns alltsa
tva st. som ges av

:i:g (2?+ 37 — GE) .

Skalérprojektionen av dessa pa i+ J + k ges da av

5(2 437 —6k)- (i+7+k) 5(2-1+3-1—6-1) 5
+- == =+_ =F——.
7 i+ 7 + k| T\ V2412412 V3
3. Det giller att
, 1 1
fl@)=s7=—-3
2v/1+x 2

som &r 0 precis da /1 + z = 1, dvs dd z = 0. Eftersom man via inspektion
ser att f'(x) dr positiv dd z < 0 och negativ da > 0 foljer att f antar
sitt minsta vérde for x = 0. Eftersom f(0) = 1 &r alltsa f’s minsta virde
just 1.

4. Observera att
z(z —2)(z +2)

1@ = D+
ur vilket man snabbt ser att
LAm flz) =co, lim f(z)=—oco, lim f(z)=oco, lim f(z)= —co.
Dérfor har f lodréita asymptoter £ = —1 och £ = 1. Dessutom géller att
im 28 _4
T—too I
och

lim (f(z)—z)=0

r—Fo00

ur vilket man ser att f har den sneda asymptoten y = z, bade da z — o
och da z — —oo0.
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5. Den kortaste stegen som nar fran marken till husviggen over staketet
ligger, da den star uppstélld, naturligtvis an mot staketet. Betrakta nu
en stege som star uppstilld pa detta sétt, dvs star uppstilld med ena
dnden pa marken och andra d&nden mot husvéiggen och ligger an mot sta-
ketet. Lat 6 beteckan den vinkel som bildas mellan husvéggen och stegen,
vilket forstas dr samma vinkel som den som bildas mellan staketet och
stegen. Lat L(f) beteckna lingden av stegen. Vi vill finna L(0)’s minsta
virde. Per definition av de elementédra trigonometriska funktionerna och
det faktum att staketet dr 2m hogt och belidget 1m fran huset giller att

2 1
cosf  sinf’

L) =

Av situationen dr det uppenbart att minimum ska s6kas dir L har en
kritisk punkt. Det giller att

_2sin0 cos 0 _25in39—cos39

L' = - = =0
(0) cos2f sin?@ cos? 0 sin? 6
precis da
2sin3 0 = cos® 0
dvs da
_ 1
tan9 = m

Det dr en standardovning att via en enkel figur av en ratvinklig triangel
inse att om tant = 1/a och ¢ € (0,7/2) sa giller att

a . 1
cost = ——, sint =

V1i+a? Vita?

Tillimpa detta med t = 6 och a = 2'/3m sétt in i uttrycket for L och fa
att lingden for den kortaste stegen &r

2/3
% + \/m = (1 + 22/3)@ — (1 + 22/3)3/2_

Svaret dr alltsa att den kortaste stegen som nar fran marken till viggen
over staketet dr (1 4 22/3)3/2 meter (vilket i siffror blir cirka 4.16 meter).

6.(a) Sant, ty om z < y sa ar ju f(z) < f(y) och g(z) < g(y) ur vilket det
foljer att f(z) +g(x) < f(y) +9(y)-
(b) Sant, ty om f’(a) existerar giller att

. . flz+h) = f(z)
lim(f(z +h) = f(2)) = lim . -h

s flx+h)— f(z) . o _
= (gim TEEMZIED) iy ) = a) -0 =0
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Falskt, t.ex. om f(z) = L och g(z) = &

2z
Sant; vinkeln vid punkten (-3,0,1) ar rit, ty de tva vektorer som repre-
senteras av de tva vektorerna med denna punkt som fot och triangelns
ovriga tva horn som dndpunkter dr (2, —1,2) och (4,6, —1) och skalér-
produkten av dessa tva vektorer dr 8 — 6 — 2 = (.

Sant, ty enligt medelvirdessatsen finns ett tal ¢ € (a,b) sadant att

: f(b) — f(a)
= L0 T S,
o) = =1L
Falskt, ty for x < —1 #r 22 + x positivt varfor |22 + z| = 22 + =

som har derivata 2z + 1. Men did £ < —1 &r ju 2z — 1 negativt, sa
|2z + 1| # 2z + 1.

Derivatan av en funktion f i punkten a ges av

fa) — tim L0~ F(@)

h—0 h

da detta griansvirde existerar (och dr dndligt).

Da z # 0 giller att

1 1
f'(z) = 2zsin = + cos ~.
x x

Enligt (a) giller det att visa att
h
li f(h)

h—0 h =0

Men |f(h)/h| = |hsint| < |h| — 0 d& h — 0 s& detta foljer av

inklamningssatsen.

Enligt (b) saknar f/(z) grinsvirde i z = 0.



