Tentamen i Inledande matematik f6rZ1, (TMV120)
Tid: 2007-08-29, k1 08.30 - 12.30
Hjilpmedel: Inga

MATEMATIK Telefonvakter: Anna Nystrém

Chalmers

tel 0762- 721 860

Peter Hegarty
tel 0733-428321

Skriv namn och personnummer pa samtliga inldmnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.
Betygsgranser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget
5. (Bonuspoing fran duggor 06/07 inkluderas.)

Losningar laggs ut pa kursens webbsida tidigast 29/8 em.

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfllet.

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsa utan motiveringar.

a) Ange alla komplexa tal z sddana att Re(z) = 2Im(z) och |z| = V/5.
b) Ange storsta och minsta virde fér funktionen f(z) = /(3 + 2cos z).

c) Lat w = (1,0,1). Ange en vektor v sidan att triangeln med w och v
som tva av sina sidor har arean 1.

d) Ange alla 16sningar till ekvationssystemet

2z + 3y + z =5
2z + 5y — z =
z + 3y — z =1

e) Ange foljande grinsvirden:

. sin 4z e ... In(z+3)
1. lim ii. lim PR REEY
20 tan 5z 3 2 z—oo In(z? + 1)
i, lim D) —elz-2)
T——00 (;(; 4+ 1)2

f) Funktionen f(z) ges implicit av ekvationen cos(z) +sin (f(z)) = 1 och

f(x/3) = /6. Ange f'(w/3) och f"(r/3).
Till uppgifterna 2-5 ska du ldmna in fullstindiga 16sningar.

2. Lt A=(1,2,3), B = (3,5,7) och C = (1,5,5).

a) Berdkna arean av triangeln med hérn i A, B och C.

b) Bestam alla vektorer av langd 5 som &r ortogonala med planet som
spanns upp av A, B och C.

c) Ange en vektor vars skaldrprojektion pa vektorn 2AB — AC ir lika
med 1/7.

3. Bestidm virdemingden for funktionen f(z) = (2% — 2z + 1)e™%.

4. Rita grafen till funktionen f(z) =In ‘wQ + 6z + 5‘. Ange eventuella loka-
la extrempunkter och asymptoter. (Konvexitet/konkavitet behover inte
utredas.)

Var god vind!

(3p)
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5. Bestim radie och omkrets for den cirkelsektor (dvs “tartbit”) av area 1,  (6p)
som har minst omkrets.

6. Avgor vilka av f6ljande pastdenden som &r sanna respektive falska. Du  (6p)
behover inte motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar
-1p. Dock ej mindre 4n Op totalt.

a) Om funktionen f(z) dr deriverbar pa (a,b), z¢ € (a,b) och f'(z¢) =0,
sa har f antingen att lokalt minimum eller ett lokalt maximum i x;.

b) Fér varje komplext tal z géller att Im(z + 2z) = 0.

¢) Om limg 4 f(z) och limg_,, f(z) bada existerar, sa géller att
limgq— f(z) < limgq4 f(2).

d) v x w =w x v for alla vektorer v, w € R3.

e) For alla x € [-1, 1] giller att arcsinz + arccosz = 7.

f) Om funktionen f och dess derivata &r definierade for alla reella z utom
z =0 och om f'(z) =0 for alla z € Dy sa &r f konstant.

7. a) Definiera begreppet: f(z) har lokalt maximum i punkten z;. (2p)
b) Bevisa att om f(z) &r deriverbar i ett intervall (a,b) och har ett lokalt  (3p)
maximum i en punkt zg € (a,b) sd ir f'(zg) = 0.
c) Ge ett exempel pa en funktion som inte dr deriverbar féor x = 3 och  (1p)
som har lokalt maximum fér = 3.

Herzlichen Gliickwunsch!
/Peter
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1.(a)

Losningar

Sitt z := z + 4y. Villkoren &r att z = 2y och 22 + y? = 5. Dessa ekva-
tioner har tva losningar (z,y) = +(2,1). Alltsa finns det tva komplexa
tal som uppfyller villkoren, ndmligen £(2 + 7).

Eftersom —1 < cosz < 1 for alla z sa géller att 1 < 3+ 2cosz < 5 for
alla z. Sa storsta och minsta virde for f &r /5 resp. 1.

Lat v = (a,b,c). Jag ska hirleda den dllminna ekvationen som a, b, c
maste uppfylla, &ven om bara ett exempel stkes och kan hittas pa ett
enklare sitt. Arean av triangeln med sidor u och v ges av 3|u x v|. Vi
har

uUXvV= =—bi+ (a —c)j + bk,

Q M S
O S.
S = o

sadan att

1 1
§|u X’U| = 5\/b2+b2+(a—c)2.
Alltsa dr triangelns area lika med 1 om och endast om
26% + (a — ¢)? = 4.

D4 ser vi att det finns odndligt manga mdjligheter for v. Det enklaste
valet &r nog a = 2,b = ¢ = 0, dvs v = (2,0,0). Denna triangel &r
likbent, med bas av lingd 2, ben av lingd v/2 och basvinklar 7 /4.

Efter Gausselimination visar det sig att den tredje ekvationen ar Gver-
flédig och att systemet kan reduceras till

2r+3y=5, —-y+z=1

Lat z vara den fria variabeln, si far man en enparametrig l6sning

r = 4-—2t
y = t—1
z = t

For (i) skriver vi om det givna uttrycket sa hir :

sindr  sindz 5% 4

tan 5z 4z tanbz 5

Da z — 0 sa gar bada de tva forsta kvoten mot ett, sa svaret blir 4/5.

For (ii) si kan vi forst utveckla téljaren till z2 — z — 1. Vi fir samma
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g.v. om vi bara tar kvotet mellan de hogsta potenserna i tiljaren och
namnaren, dvs z2/z% = 1. S3 svaret &r 1.

For (iii) konstaterar vi att det givna kvotet har samma g.v. som

Inzg _ Inz _ 1 .
na? = 3Ing = 3- Svar : 1/2.
(f) Deriverar vi implicit m.a.p. pa z s far vi

—sinz + cos(f(z)) - '(z) = 0. (1)
Deriverar man implicit en ging till far man
~cosz — sin(f(2)) - [f' @) + cos(f(z) - (@) =0.  (2)
Forst innebér (1) att

sinzx
cos(f(z))
Stoppa in z = /3 sa far vi da att

f'(z) =

sin(7/3)

cos(m/6) =1 3)

fi(m/3) =
PSS, innebér (2) att

cos z + sin(f(z)) - [f'(z)]?
cos(f(z))

Stoppa in z = 7/3 och resultatet av (3) sa erhalls

(@) =

1 1 2

s+3-1 2
" 3:2 2 — .
Pl ==

2. (a) Lat v = AB och w = AC. Dadrv= (3—1)i+(5—-2)j+ (7T—3)k =
2t +3j+4k,och w = (1-1)s+(5—2)j 4+ (5—3)k = 37 + 2k. Triangelns
area ges av £|v x w|. Vi beriknar forst

VXWw=

SN S
[SURNGURL N
NSRS

=[3-2-4-3)[i —[(2-2—4-0]j +[2-3 3 0]k = —6i — 4 + 6k

Dirmed ar

1 1
§|UXW|:§\/62+42+62: \/22
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(b) Vi soker alla vektorer av lingd 5 som &r parallella med v x w. Det
finns tva sadana vektorer och fran (a) ser vi att de ges av

(—6i — 45 + 6k) = £——(—3i — 25 + 3k).

5 5
+_ - -
2v/22 V22
(c) Lat w := 24AB — AC = 2(2i + 3j + 4k) — (35 + 2k) = 44 + 35 + 6k.
Skaldrprojektionen av en godtycklig vektor f = at 4+ b5 + ck pa denna
ges av

f-u da+3b+6c  4a+ 3b+ 6c

lull ~ vA2+32+62 V6L

Alltsa funkar vilken vektor som helst for vilken 4a + 3b + 6¢ = @. T.ex.

tag f = %i.

3. Notera att f(z) — 0 dd £ — +oo medan att f(r) - +oo dd z — —oc.
Dessutom éir f(x) > 0 for alla z ty £2 — 2z + 1 = (z — 1)? &ir en kvadrat
och e™% ar alltid positiv.

Allt detta medfér direkt att virdeméngden dr [0, 00).

4. Notera att 2+6z+5 = (z+1)(x+5) ér en parabel med rétter i z = —1 och
z = —b5 och ett minimum i z = —3. Tar vi absolutbeloppet sa speglas den
delen av parabeln mellan rotterna genom z-axeln till det 6vre halvplanet.
Eftersom Inz &r definierad bara fé6r £ > 0 och lim, ,9+ Inz = —o00 83
kommer f att ha lodrétta asymptoter i z = —1 och £ = —5 och

li = 1 = —00.
AT, S@) = I, f(z) =~
Dessutom kommer f att ha en lokal maximum i z = —3 déar f(—3) =1In4

och det &r klart att f(z) - +oo dd z — oo. Sa mycket ricker for att
rita grafen.

5. Kalla radien for r och vinkeln i tartbiten for 6. D& ges arean av %’I“QO s,

det ar givet att

1
§r20 = 1. (4)

Ombkretsen ar ocksa en funktion av 7 och 6. Beteckna denna funktion med
f(r,8). Omkresten bestar av tva radier och en cirkelbage sa vi har att

f(r,0) =2r+ro. (5)

Men (4) medfér att @ = 2/r? s3 fran (5) kan vi skriva omkretsen som en
funktion av enbart r, ndmligen

fry=2r+2/r=2(r+1/r).
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Vi soker ett minimum for f, sa vi ansétter

0=f'(r)=2(1-1/r?),

som har den unika l6sningen r = 1 (r = —1 dr uppenbarligen inte en
godtagbar 16sning, ty radien maste vara positiv). Da ges den minsta om-
kretsen av f(1) = 4.

Falskt. zo kan ocksi vara en inflektionspunkt, t.ex. tag f(z) = 3,
a=—1,b=+41 och 2o = 0.
Sant. z + z = 2R(z) for alla z.

Falskt, t.ex. tag a = 0 och

1, om z < 0,

f(2) :{ -1, omz > 0.

Falskt. Snarare giller att v x w = —w X v.

Sant. Detta dr en omformulering av faktumet att, for alla vinklar 6 sa
géller att sinf = cos (% — 9).
Falskt, t.ex. samma funktion som i (c) ovan men med f(0) limnat

odefinierat.

Det innebér att f dr definierad i nagon 6ppen intervall I kring z = xzg
och att f(z) < f(=zp) for alla z € I.

Se Sats 2, avsnitt 4.2 i Adams.

T.ex. f(z) = —|z — 3|. Notera att denna f har faktiskt ett globalt
maximum i z = 3.



