kan vi skriva ihop: summan i hogerledet till sinus av en férskjuten vinkel (¢ kal-
las fasforskjutning). TvA tal c,d kan uppfattas som cosinus resp. sinus av en och
samma vinkel om och endast om ¢ + d? = 1. Ifall den likheten giller for a,b r
man alltsd framme. Det trick man tar till annars &r att multiplicera och dividera med
A=+va%+ b (kon;stanten A kallas amplitud). Koefficienterna <, % kan nu tolkas som
cosinus och sinus av en vinkel.

Lét oss nu limna det generella 4t sidan och titta pd exemplet vi hade; i vért fall &ra = 1
ochb=1.Vi multiplicerar och dividerar med A = /2 och far

g(z) = V2 (%sinx-k %cosa:) .

Eftersom cos £ = sin 7 = %, far vi

g(x) = V2sin <:c + -g) .

Vi ser nu att ]g(x)|= |sin z + cosz| < /2, och det féljer att 2 — (sinz + cos ) >
2 —+v2>0. Nimnaren kan alltsa aldrig bli lika med noll for reella z, vilket betyder
att funktionen f &r definierad i hela R. O

I de bada exemplen ovan far vi en uppskattning for sjélva f pa kopet. Eftersom ndmnaren
alltid &r positiv &r dven f positiv, si vi behver inte skriva belopptecken. Funktionen
f kommer att vara som stOrst ndr nimnaren dr som minst (notera att téljaren ar kon-
stant). Det betyder att funktionen frén det sista exemplet uppfyller 0 < f(z) < 5_1———\/5

" Lasaren kan sjilv fundera 6ver hur motsvarande olikheter ser ut i exemplet innan, bade
med den “grévre” och den “finare” uppskattningen av nimnaren.

5.3.4 Rationella olikheter

I det som aterstér av avsnittet kommer vi att dgna oss at att 10sa vissa typer av olikheter,
dér funktionerna som ingdr i vénster- och hdgerledet ér funktioner av en variabel.

Vi borjar med en mycket viktig iakttagelse: det &r betydligt enklare att jimftra en
storhet med noll, 4n att jamfora tva storheter med varandra. Givet t.ex. olikheten AB <
1 kan vi inte siga s& mycket om nir den &r sann eller falsk, medan givet CD < 0 kan
vi genast sdga att den dr sann om och endast om C och D har olika tecken. Det betyder
att man ska halla sig till f6ljande tumregel

Vid behandling av olikheter, flytta alltid Gver termer sa att ena ledet blir O.
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Nista steg (aterigen for att kunna dra nytta av iakttagelsen ovan) dr att forsdka fak-
torisera i det led dér icke-nolltermerna finns, och sedan helt enkelt undersoka nédr de
olika faktorerna &r positiva och negativa. Tyvirr kan faktorlsermgen vara ganska svar
att genomfGra i praktiken.

Det kommer nu att uteslutande handla om olikheter mellan: polynom ‘och/eller ratio-
nella funktioner. Det kan dérfor vara pa sin plats att repetera det som star i avsnitt 4.2
och avsnitt 4.3. '

Olikheter mellan polynom har utseendet

pi(z) < pa(2),

ddr p1, pe dr polynom. Skillnaden mellan tva polynom &r aterigen ett polynom Efter
att ha fort 6ver alla termer till vinsterledet far vi ddrfor olikheten

p(z) <0,

ddr p dr ett polynom. Vi kan nu (dtminstone i teorin) hitta p:s nollstéllen, faktorisera
enligt faktorsatsen for polynom (se avsnitt 2.5) och understka de enskilda faktorernas
tecken (i praktiken kan det vara knivigt att hitta nollstéllena). Observera att vi endast
dr intresserade av reella nollstillen, komplexa tal och olikheter gdr znte ihop (frdgan
diskuteras ndagot utforligare i slutet ay avsnittet).

Sats. Alla polynom med reella koefficienter av grad minst ett kan faktoriseras i forsta-
och andragradsfaktorer med reella koefficienter, dar andragradsfaktorerna saknar reella
nollstillen. :

(Vi bevisar inte satsen hir.)

Det dr ldtt att bestimma forstagradsfaktorernas tecken. Om nagon andragradsfaktor
saknar reella nollstillen innebér det att den har konstant tecken &ver hela tallinjen (kan
du foérklara varfor?).

Om olikheten &r icke-string kommer 16sningsméngden dven att 1nnehalla alla nollstillen
till p. Vi illustrerar metoden med ett par exempel.

Exempel. Los olikheten z2 — 3z +2 < 0. -

Lésning. Nollstillena till 2 — 3z + 2 < 0 4r z; = 1 och z, = 2. Olikheten ir alltsa
ekvivalent med olikheten (z — 1)(z —2) < 0. Produkten av de tva faktorerna &r negativ
om och endast om de har olika tecken, vilket intrdffar om antingen :1: <1, x> 2
eller z > 1, < 2. Den forsta kombinationen dr omdjlig, alltsa dr 16sningsméngden
{zeR:1<z <2} : O

Exempel. For vilka z € R ir 22° < 722 + 5z — 47

Lésning. Vifor dver alla termer till viinsterledet och far p(z) = 223 — 7:1: —bz+4 < 0.
Ekvationen 223 — 7z? — 5z + 4 = 0 har rétterna z; = —1, 7, = + och z3 = 4 (visa
detta!). Enligt faktorsatsen ir dd p(z) = 2z° — 7z? — 5z +4 = 2(z + 1)(90 - H(z—4).
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For att bestimma de z, for vilka p(z) < 0, kan vi sétta upp foljande teckentabell:

z<-1 z=-1 -1<z<i z=3% l<z<4 z=4 >4

@+l) ——= 0 T+ + T+ F ++
(z—-3) ——— — -——- 0 + 4+ + 4+
(z—-4) ——= - i R N
plz) ——-= 0 +++ 0 - 0 +++
Vi finner att p(z) < 0,omz < —leller 2 < z < 4. , O

En olikhet mellan rationella funktioner har (efter att eventuellt ha skrivit termerna i
vardera ledet pa gemensam ndmnare) utssendet

filz) _ folw)
7@~ o)

dar fi, f2, 91,92 &r polynom och z tillhdr mingden {z € R : g1(z) # 0, go(z) #
0}. Vi borjar med att flytta Gver alla termer till vénsterledet; skillnaden mellan tva
rationella funktioner 4r dterigen en rationell funktion, vilket betyder att det rdcker att
titta pa olikheter pa formen

ggz; > 0, ze{zeR:g(z) #0}. (f, g polynom)

Den omedelbara, nistan instinktiva reaktionen nir man ser olikheten ovan &r att gra
sig av med ndmnaren, genom att forldnga med g(x). Det fdr man inte gora! Det &r
namligen s att g(z) som regel vixlar tecken, och man maste byta riktning pé olikheten
vid multiplikation med negativa storheter. En méjlighet 4r att i det ldget undersoka g:s
tecken for olika z-virden och ldsa olika varianter av olikheten fér ¢ > O och g < 0.
Detta dr emellertid on6digt jobbigt; dessutom &r det 14tt att missa nagot fall och ddrmed
Litt att f4 fel eller ofullstindig 16sningsméangd.

Istillet noterar vi att kvoten £ g”’; > ( &r positiv om och endast om téljaren och ndmnaren
har samma tecken; d.v.s. kvoten &r positiv om och endast om produkten dr positiv, sa

att olikheten som ska I6sas ar ekvivalent med
f(z)g(z) >0, =z €{zeR:g(z)#0}

Man kan se det steget som att man férlinger med g?(z) > 0. Nu kan man (i bista fall)
faktorisera och gora en tabell Sver faktorernas tecken. Om olikheten &r icke-string
kommer 16sningsméingden iven att inneh&lla alla nollstdllen till f (ddremot aldrig
nollstéllena till g!)..
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Exempel. For vilka reella z giller olikheten

r—1
> 07
Tz+2

Lésning. For x # —2, forling med (z+2)2. Olikheten ovan ir dirmed for alla ¢ % —2
ekvivalent med olikheten (z — 1)(z + 2) > 0. For att produkten ska vara positiv
maste de tva faktorerna ha samma tecken. detta intriffar dd z < 1, £ < —2 och da
z>1, x> -2 alltsd dd £ < —2 och dd z > 1. Eftersom likheten ir tilldten, maste vi
ligga till punkten z = 1. Vi far alltsa 16sningsméngden {z € R : z < —2ellerz > 1}.
(OBS! z # —2) 1 O

Exempel. For vilka z 4r 2 >2z—17
Lésning. Olikheten kan skrivas:

1-2z%+z

1

R(z) &r en rationell funktion, dér tiljare (och ndmnare) kan faktoruppdelas. Téljaren
T(z) = 1 — 22® + z har nollstéllena —% och 1, varfér T'(z) = (—2)(z+ 3)(z — 1) =
—(2z+1)(z = 1) = (2z + 1)(1 — z) och R(z) = (2z + 1)(1 — z)/=.

Vi far foljande teckentabell:

< -1/2 =-1/2 ~1/2<2<0 =0 O<z<l z=1 z>1

2w+1 ——— 0 FR— ¥ F++ e+t
-z  +++ + + ok N N —
——— - S— 0  +4++ + +++
R(z) +++ 0 —— = gjdef. +++ 0 ——-—

Viseratt R(z) > 0,omz < —1/2eller 0 < z < 1 (for z =0 dr R(z)’ej definierad).

Anmirkning: Man kan ocksé skriva R(z) = (—2)(z + 2)(z — 1)/z och bilda en
 teckentabell med faktorerna (—2), (z + 3), (¢ — 1) och z. (Gor dettal);

Vi paminner om att den givna olikheten (i exemplet ovan) inte far multipliceras med
z, d.v.s. den fér inte skrivas 1 > z(2z — 1), eftersom z kan vara negativt. O

5.3.5 Intervall
Vi ser att 16sningsmingderna till de olikheter vi behandlat i R anges ‘av olikheter av

typemaz <a, z>b,a<z<b zr<a,z>ba<lz<ba<z<ba<z<bh
Mingder som anges pa det sittet forekommer mycket ofta. De har darfor fatt ett namn:
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alla méngder av typerna ovan kallas intervall. Som redan ndmnts i kapitel 1.4.1 4r
det lampligt att inféra beteckningar for de olika intervalltyperna som inte innehéller
variabelnamnet (méngden 4r uppenbarligen densamma oavsett vad variabeln heter).
Nedan repeteras definitionerna av alla intervalltyper.

(—00,a) ={z €R:z<a},
(—o0,a] ={z € R:z < a},
[a,b) ={z eR:a <z <b},
(a,0) ={z eR:a <z <b},
[a,b] ={z €eR:a <z <b},
(a,b] ={z eR:a <z <b},
[b,00) ={z € R:z > b},

(byo0)={z €R:z> b}

Vi ser att [,] anvinds d& den avgrinsande punkten (den s.k. randpunkten) inklude-
ras i intervallet, medan (,) anvidnds da randpunkten ej inkluderas. Intervall som in-
nehaller alla sina randpunter kallas slutna intervall; sidana som ej innehéller nigon
av sina randpunkter kallas Oppna. De Gvriga dr varken slutna eller &ppna. Notera
att de bada odndligheterna dr symboler  som inte tillhor R, ddrmed rdknas de inte
som randpunkter till intervallen. Intervallen (—o0,a], [a,b], [b,00) &r alltsé slutna,
(—o0,a), (a,b), (b,o0) dr Oppna, dvriga dr varken slutna eller Sppna. (I litteraturen
forekommer dven beteckningen ]a, b] for det Gppna intervallet (a, b).

Som en 6vning, ange 16sningsmingderna i alla exempel i avsnittet i termer av intervall.

5.3.6 Komplexa tal och olikheter gar inte ihop!

Vi inledde avsnittet med en kommentar om vad som gor det mdjligt att Sverhuvudtaget
behandla olikheter mellan reella tal och/eller funktioner: vésentligen handlar det om
att det gér att tala om vénster och hoger, och dérmed definiera riktning pé tallinjen.
Man séger att man har en ordningsrelation i R. Vanan att arbeta med vissa begrepp och
regler gor att man ofta tenderar att se dem som sjélvklara och mer allméngiltiga &n vad
de i sjdlva verket &r, Det dr darfor pa sin plats att hér lyfta ett varningens finger:

Olikheter mellan komplexa tal och/eller funktioner har ingen mening!

Att det inte later sig goras betyder inte att ingen hittills kommit p& hur man ska gora,
det betyder att man%kan bevisa att det inte gér att introducera en meningsfull ordnings-
relation i méngden av komplexa tal. Eftersom uppskattningar fortfarande &r ett mycket
viktigt moment i analysen av komplexa storheter géller det att komma ihag att det enda
man kan jimfora med olikhetstecken dr komplexa tals och/eller funktioners absolutbe-

lopp.
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5.3.7 Ovningar Efter dessa ir det lampligt att gora prov 5c

1.

2.

[S3]

e

4

For vilka z € R giller féljande olikheter?

(@) 1>21%—z ) 224+z<1 © z*+1<z
d) z2>2z—1 (e) =3+ 2z > 322 () 62 <1722 + 4z — 3
(@ z+3> 2 ) (z-1)2< 2 ‘

(i) 2 < £ < 2 (studera forst de bada olikheterna var for sig).
Ange en andragradsolikhet som har 13sningsmiingden
(8 (~2,3) ®) [2,5] _
(c) {:cER:a:<—2e’llerx>5} d) {zeR: x<2dlerm>3}
Ange en rationell ohkhet som har losnmgsmangden |
@ (-2,3) ®[-23)  © (23 @ 25
(e {z E;R cx < —2ellerz >5} ) {zeR:z < 2ellerz > 3}.

. Vilka punkter i planet har koordinater som satisfierar foljande olikheter?

(@ z-3y>0 () 2z+3y<4 () 22+¢>>8 () 1< 2244 <5.

Visa att

1
t+¥>2;

for alla ¢t > 0. Nir uppnas likhet?

.- Avstandet mellan stiderna A och B ir 100 km. Tva bilister startar fran A samti-

digt, kor fran A till B, vinder direkt, och kér tillbaka till A. Den forste kor fran
A till B med farten 120 km/h; vil framme i B ser han en hastighetskontroll och
kor tillbaka med 80 km/h. Den andre bilisten héller jimn fart 100 km/h. Vilken
av de tvi bilisterna kommer tillbaka till A4 férst?

Los samma uppgift om den andre bilisten haller farten v km/h, medan den forste

kor fran A till B med farten v; km/h och tillbaka med v, km/h, dér v, + vy = 2v.

Om du lyckas har du kommit fram till olikheten mellan ar1tmetlskt och harmo-
niskt medelviarde (AM-HM):

a-+b S 2

2 T 24

, foralla a,b > 0.

[

Nir uppnés likhet?
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(©) v=n-:,n€Z

2
T T
5.2.6 = — "
(@ v it 2,nGZ
: 5
(b) v:% ) n-27r,v=—61+n-27r,nEZ

() v=7r#%n-27r, v::i:-g+n-27r, neEL
dv=n-2m neZ
(e) Saknar (reell) I6sning

527 @ 3=6 (b) z=3/2 (c) Saknar reell 16sning
(d) z=0 | € z=3
528 (@) =0 M) 21 =0 z3=1  (¢) z=—1
529 (a) pme (b)':c=1v+.4\/>§w (c)‘x;S
@ z=3 © z=(3—V5) /2
5210 () 51 =0, 3 = —2 (b) z, = 21/2, z5 = —9/2
© 5= -4 |
5211 (a) 21 = 5/3, @ = ~3/2 (b) Allag dir —1 < z < 2
©) = =log, 3 ~ 1.585 @ z=1/v2

531 () [-1, 1
() (55, 2,
(c) giller ej for nagot z;
(d) alla reella z #1;
(e) allareella z.sddana att z € (0,1) eller z € (2,00);
‘(f) alla reella £ s3dana att z € (—oo, —3) eller z € (3,3);
(g) allareella z sddana att € [—2,2) eller z € [3, 00);
) (-1,2];
@ (v2,2).
532 (a) tex. 22—z — 6 < 0;
(b) tex. 2 — 7z 4+ 10 < 0;
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(c) tex.z? -3z — 10 > 0;
(d) tex.z?2 -5z +6> 0.

533 (a) tex.z? —z —6 < 0;
(b) tex. ZX2 < (;

z—38 =
(c) tex. 2 <0
(d) tex.z? —Tz+ 10 <0;
(e) t.ex. g—zc*_'—g >0
() tex.z?~5z+6>0.
5.3.4 (a) alla punkter under den réta linjen med ekvation z — 3y = O;
(b) alla punkter under den réta linjen med ekvation 2z + 3y = 4'

(c) alla punkter utanfor cirkelskivan med medelpunkt i orlgo och radie 2¢/2
(den-avgriansande cirkeln ingar heller inte); - T —

(d) alla punkter i cirkelringen mellan cirklarna med medelpunkt i origo och
radier 1 och /5, samt punkterna pa cirkeln med medelpunkt i origo och
radie 1.

5.3.5 Likhet uppnas om och endast om ¢ = 1.

5.3.6 1 béda fallen den andre bilisten. Likhet uppnés om och endast om a = b.

537 (a) 2;
(b) 4.

6.1.1 Tips: utnyttja allmanna konjugatregeln se kapitel 1,9. Eller berskna (1+ +3 +
L st 16 16 + 55 32 + & 64 + 1;8 4 -+ 52) + 5= for vixande vdrden p& n.

6.1.2 Skiss: Till varje € > 0 finns vinkel u med 0 < u < T 5 sdattsinu = 1 — e Sitt
5———uDagalleratt1—6<smv<10m0<|'u——l<5 \

6.1.3 Tips: T = (cotv,1). Fér0 < v < % 5 ger areorna av de tre omradena attcosv < §

7r o cosv
och v< G

6.14 (a) 1, tips: Sitt 3z = v.
(b) 2, tips: Sitt 5z = v.

cos( v+%)
v

() =1, dps:Sittr — 7 = v, dd dr limg_,z ;‘f% = lim,_,o

621
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