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1 Aritmetik och Algebra

I detta kapitel skall vi forst arbeta med grundliaggande aritmetik, alltsa de fyra rikne-
sdtten, for olika typer av tal. Detta ldgger en stabil grund for algebra, som hér innebér
grundliggande rikning med symboler vilket vi behandlar i slutet av kapitlet.

Alla rikneregler som anvénds i algebraiska rdkningar, har sin bakgrund i hur man
riaknar med tal. Alla reglerna kan darfor forklaras genom att man utgar fran aritmetiken.
Ofta kan man utga fran ett exempel, om man samtidigt Gvertygar sig om att exemplet
ar allméingiltigt. Aven om du kan vissa regler utantill, som “minus minus dr plus”, si
vinner du i lingden pa att kunna forklara varfor regeln giller.

Vi rekommenderar att du inte anviander raknare eller formelsamling da du 16ser uppgit-
terna. De kunskaper du far genom att dels riikna sjilv och tianka pa vilka rikneregler du
anvinder och dels ldra dig en del fakta istéllet for att forlita dig pa formelsamlingen, dr
oerhort virdefulla for dina fortsatta studier. I manga matematikutbildningar forvéntas
du klara dig utan hjidlpmedel.

1.1 Raiakning med naturliga tal och heltal

De naturliga talen ér talen 0, 1, 2, 3, 4,---. (De tre avslutande punkterna i listan indi-
kerar att monstret fortsitter utan slut.) De negativa heltalen ir —1, -2, =3, —4,---.
Ibland skriver man negativa tal med en parentes: (—1), (=2), (=3), (—4),---.

I detta kapitel skriver vi minustecknet lite upphojt for att det inte skall se likadant ut
som subtraktionstecknet, sa de negativa talen kommer att betecknas

1,772,773, 74,---.

Vi vill poingtera att det handlar om ett speciellt tal, eller en operation pa ett tal, och
inte subtraktion. Fran och med kapitel 2 forekommer inte det upphojda minustecknet.
Naturligtvis kan du sjdlv skriva som du dr van. I proven pa webben skall du tex skriva
-3.

De naturliga talen och de negativa talen bildar tillsammans heltalen

"';74773772771;0717273547“"

Ett viktigt ord i det matematiska spraket dr begreppet méngd. I normalsvenska betyder
ordet ett stort antal eller en mdtbar ansamling. En matematisk mingd &dr en samling
objekt, element. Sa har tex mdngden av de naturliga talen som element naturliga tal.
Talet 13 é@r ett element i méngden, liksom varje annat naturligt tal. Mingden av alla
naturliga tal betecknas ofta N. Med symboler skriver vi att 13 tillhor de naturliga talen
som 13 € N. Det faktum att ~ 1 inte &r ett naturligt tal skrivs ~1 ¢ N.



Pa samma sitt talar man om méangden av alla heltal Z, méngden av alla negativa heltal
Z_ och mingden av alla positiva heltal Z . Notera att O varken &r ett positivt eller ett
negativt tal.

Om alla element i en miangd A ocksa finns i en annan méngd B sa sédger vi att A dr en
delmdingd till B vilket skrivs A C B. Vi har tex att de naturliga talen dr en delméngd
till heltalen sa N C Z.

1.1.1 Naturliga tal

Par av naturliga tal kan adderas och det &dr en operation som redan sma barn forstar.
Det faktum att operationen ar kommutativ, a+ b = b+ a, dr ocksa nagot sa sjalvklart
att du troligen aldrig reflekterat 6ver det. Addition &r bara definierat for par av tal. Vid
addition av fler dn tva tal markeras den ordning man skall utfora additionerna pa med
parenteser, sa

3+(6413)=34+19=22 och (3+6)+13=9+13=22.

Vi vet ju dock att precis som i exemplet ovan sa spelar det ingen roll hur vi sitter
parenteserna. Summan av talen 3, 6 och 13 &dr 22 hur vi dn rdknar. Allmént géller att
a+ (b+c) = (a+Db) + ¢ for alla naturliga tal a, b och ¢ och vi séger att additionen
ar associativ. Om inga parenteser skrivits ut géller ldsriktningsprioritet, den vénstra
additionen utfors forst. Uttrycket 3+ 6+ 19 ér alltsd samma som (3+6) + 13

Multiplikation av naturliga tal ar ju upprepad addition, sa tex
6-7T=T+T+T+T+T+T=42.

Aven multiplikation #r som bekant kommutativ, dvs a-b = b-a for alla naturliga tal a
och b. Detta ir inte lika uppenbart! som for addition, men en inrutad rektangel med a
rutor i ena riktningen och b rutor i den andra har ju a - b alternativt b - a rutor beroende
pa vilken sida man utgar ifran.

Multiplikationen &r ocksa associativ,dvs a-(b-c) = (a-b) - ¢ for alla naturliga tal a, b
och c. Ett riatblock med sidorna a, b och ¢ kan anviindas for att inse detta. Sammantaget
sa behover man varken bry sig om ordning eller parenteser nar man bara har en av
operationerna addition eller multiplikation.

Da bade addition och multiplikation &r inblandade, som i berdkningen av 344 -7,
kommer prioritetsregeln multiplikation fore addition in sa 3+4-7 =3+ 28 = 31. Hir
giller alltsa inte lasriktningsprioritet. Vill vi att additionen skall utforas forst krivs
parenteser: (3+4)-7 =7-7 =49. Denna utrikning kan ocksa goras med distribution

Att 5 pasar med 3 kolor i varje och 3 pasar med 5 kolor i varje ir lika mycket hirligt godis #r inte
uppenbart for ett litet barn.



som (3+4+4)-7=3-7+4-7 =21+ 28 = 49. Allmint giller vid addition foljt av
multiplikation den distributiva lagen:

(a+b)-c=a-c+b-c

for alla naturliga tal a, b och c. Detta 6vertygar man sig om genom att ta tva rektanglar
som ir a - ¢ respektive b - ¢ rutor och ligga dem bredvid varandra.

Om a, b € N sa sdger vi att a dr storre &n eller lika med b, a > b, om det finns ¢ € N
sadant att @ = b+ c. Ténk efter att detta stimmer overens med din intuitiva uppfattning
om jamforelse mellan tal. For a > b definierar vi subtraktion av a med b, a — b, som
dettatal c,dvs

a—b=c,dira=b+c.

Fallet a < b aterkommer vi till i nésta avsnitt for da hamnar vi ju utanfor de naturliga
talen, dvs da gillera—b ¢ N.

Nu nagra ord om division av naturliga tal. Vi anvidnder hiar <+ som divisionstecken.
Multiplikation och division av naturliga tal dr motsatta operationer, d v s eftersom 6 -
7 =42 sa dr 42 -7 = 6. Men multiplikation &r ju som vi nimnde samma som upprepad
addition och division dr déarfor samma som upprepad subtraktion. Vi far alltsa 42 +7 =
6 eftersom 42 —7—7—T7—7—7T7—7T7 = 0. (De gamla mekaniska riknemaskinerna
byggde helt pa denna princip.) Om divisionen inte gar jamnt ut far man en rest. T ex
far vi
45-7-7-7-7-7-7=3

dvs45+7 =6 medrest 3.

For att underlitta polynomdivision lidngre fram, dr det virdefullt att kunna utfora sa
kallad 1ang division av naturliga tal for hand, t ex med hjdlp av uppstéllning i "liggande
stolen” eller ”trappan”. Vilken man véljer dr helt oviktigt, algoritmen dr samma. Hér
nedan anvinds “liggande stolen”. Schematiskt ser den ut sa har:

Kvot

Téljare | Namnare

Exempel. Vi onskar berdkna 8476 - 23.

Losning. For att det skall vara enklare att folja kalkylerna redovisas varje steg i en ny
’stol”. En forklaring ges efter exemplet.



Kvot 3 36 368
8476 23 8476 23 8476 23 8476 23

—69 —69 —69
15 157 157
—138 —138
19 196
—184
12  Rest
Vi ser hir att 8476 —-23 =368 med rest 12, dvs 8476 -23 =368 +12 =23 O

Om du tycker att algoritmen &r svarbegriplig eller kranglig kan du kanske ha hjélp av
foljande forklaring:

Det &r vildigt opraktiskt att subtrahera talet 23 fran talet 8476 mer &n 300 ganger.
Dirfor effektiviserar man genom att forst rikna ut hur manga hundra ganger 23 gar i
8476. Eftersom 84 =23 = 3 med rest 15 gar 23 minst 300 ganger i 8476, men inte 400
ganger. Vi kan ddrmed skriva hundratalssiffran 3 i kvoten och subtrahera 300 - 23 fran
8476.

Viharatt 84 —3-23 =15 och 8476 —300-23 = 1500+ 76 = 1576. I den andra “’stolen”
ar inte nollorna utskrivna, de dr underforstadda. I den tredje stolen tas inte siffran 6 med
i resten 1576. Det betyder inget, men man brukar gora sa eftersom den inte kommer in
1 kalkylerna 1 detta steg.

I tredje stolen far vi 157 +23 = 6 med rest 19. Alltsa gar 23 minst 60 ganger i 1576,
men inte 70 ganger. Vi far 157 —6-23 = 19 och 1576 — 60-23 = 190+ 6 = 196. Vi
kan nu skriva tiotalssiffran 6 i kvoten.

Slutligen far vi 196 =23 = 8 med rest 12. Alltsa dr 196 = 8 - 23 4+ 12 och kvotens
entalssiffra dr 8. Kalkylerna ovan kan sammanf6ras som

8476 = 300-23+1576 =300-23+460-23+196 =360-23 + 196
360-23 +8-23+12 =368-23+12.

Alltsa 8476 =23 = 368 med rest 12.

Specialfallet da divisionen a < b gar jamnt ut, alltsd om resten dr 0, dr speciellt intres-
sant. I detta fall &r a = b - ¢ dér ¢ ocksa dr ett naturligt tal. Talet @ 4r alltsa produkten av
de tva faktorerna b och c. Det finns manga synonymer for detta. Om divisionen a < b
gar jamnt ut sa sdger man att

e ¢ dr delbart med b, eller
e adelas av b, eller

e b delar a, eller



e b ardivisori a, eller
e b iren faktor i a, eller

e a ir en multipel av b.

T ex har vi att 8464 - 23 = 368 med rest 0. Detta innebir att 8464 =23 = 368 sd med
andra ord dr 8464 delbart med 23 och 23 en faktor i 8464.

Eftersom a = 1-a, sa r a alltid delare till sig sjdlv och 1 dr delare till alla tal. Om b &r
delare till @ dir b # 1 och b # a sa kallas b dkta delare till a.

Tal som éar storre dn 1 och som saknar dkta delare kallas primtal. Tal som
har dkta delare kallas sammansatta tal. Talet 1 dr en enhet och kallas varken
primtal eller sammansatt.

De fem minsta primtalen &r 2, 3, 5, 7 och 11. Alla jimna tal storre @n 2 har ju 2 som
en dkta delare, sd primtal storre dn 2 maste darfor vara udda tal.

Talet 15 kan skrivas som primtalsprodukt 15 = 3 -5 och har alltsa 3 och 5 som ikta de-
lare. I denna produkt kan faktorernas ordning varieras. Bortsett fran detta dr faktorupp-
delningen unik vilket vi ldtt kan konstatera i detta konkreta fall. Vi har ju generellt att
om 15 = a- b, dir a och b dr naturliga tal storre 4n 1, sa dr bade a och b mindre &n 15.
Dessutom har vi att 4 -4 > 15. Déarfor maste minst en av faktorerna vara mindre 4n 4.
Vi ser da litt att enda mojligheten att skriva 15 som produkt dr 15 =3 - 5.

Resonemanget ovan om mgjliga faktorer giller generellt: Om talet ¢ inte &r ett primtal
sé har ¢ en primtalsfaktor p < ./c och den andra faktorn dr mindre #n c. Det ir alltsd
relativt enkelt att avgora om ett visst tal dr ett primtal under forutséttning att talet inte
ar sarskilt stort. Tag som exempel talet 97. Om 97 inte dr ett primtal sa har det en
primtalsfaktor p som uppfyller

p < V97 < V100 = 10.

Det réicker da att konstatera om 97 finns i nagon av “multiplikationstabellerna” for
primtal mindre dn 10. Eftersom 97 inte dr delbart med 2, 3, 5, eller 7 kan vi dra slut-
satsen att 97 dr ett primtal.

For stora tal dr det ddremot tidsodande att avgora om talet 4r ett primtal eller ej pa
detta sitt, till och med om det &r ett datorprogram som genomfor undersdkningen. Det
finns dock mer sofistikerade och snabbare sitt att undersoka riktigt stora tal om man
har tillgang till en dator.

Det faktum att 15 bara kunde faktoriseras i primtalsfaktorer pa ett enda sitt géller
generellt. Redan pa antiken bevisade Euklides i Elementa (bok 9) foljande centrala
sats om uppdelning 1 primtalsfaktorer.
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Aritmetikens fundamentalsats: Varje naturligt tal som dr storre dn 1 kan skrivas som
en produkt av primtal. Bortsett fran ordningsfoljden dr primtalsfaktorerna entydigt
bestamda. (Hdr utvidgar vi begreppet produkt ndgot och kallar dven ett ensamt primtal
for en produkt av primtal.)

Tag som exempel talet 8464. Vi vet redan att det inte dr ett primtal eftersom 8464 =
23-368. Hir dr 23 ett primtal men inte 368 som ju &r jamnt. Division med 2 sa manga
ganger som mojligt ger att 368 =2-2-2-2-23 och ddarmed att

8464 =23-2-2.2-2-23,

en produkt av primtal.

Ett bevis for att varje tal kan skrivas som en produkt av primtal bygger pa just detta
att ett tal som inte dr ett primtal kan skrivas som produkt av tva mindre tal. Antingen
ar dessa primtal eller kan de skrivas som produkt av @nnu mindre tal vilka i sin tur
antingen dr primtal eller kan skrivas som produkt av @nnu mindre tal osv. Det ar
betydligt knivigare att visa att faktorerna &dr entydigt bestdimda.

En annan av Euklides viktiga satser r:
Sats: Det finns odndligt manga primtal.

Bevis. Antag att det bara finns #ndligt manga primtal. Bilda produkten M av alla
dessa och lagg till 1. Det tal M + 1 som da erhalls dr storre dn alla primtalen. Det &r
dessutom inte delbart med nagot av primtalen, eftersom alla dessa delar produkten M.
Enligt aritmetikens fundamentalsats dr dock M + 1 en produkt av primtal och vi har fatt
en motsédgelse. Det betyder att vart antagande att det bara finns dndligt ménga primtal
ar felaktigt. U

Det 4r alltsa omojligt att ge en lista 6ver alla primtal, men man kan naturligtvis ge en
lista av alla primtal upp till ett visst tal. Denna lista kan sedan ligga till grund da ett
visst tal skall skrivas som produkt av primtal. Vill man pa ett systematiskt sitt plocka
fram alla primtal upp till ett givet tal kan man anvinda Erathostenes primtalssall fran
ca 230 fvt. Detta beskrivs i manga lirobocker och kan sikert hittas pa internet. Idén dr
att utga fran alla naturliga tal fran 2 t o m den 6nskade dvre griansen. Successivt stryker
man alla dkta multipler av primtalen med borjan fran 2, sedan 3, 5 osv. Det minsta
Overhoppade talet som ir storre én de hittills funna primtalen maste vara nésta primtal
i listan. Da man strukit multiplerna av 2, 3 och 5 dr minsta 6verhoppade talet 7, ddrefter
I1osw.

Testovning

1. Bestdm kvot och rest 937 — 31 2. Bestim kvot och rest 427 =23

Svar:
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1. kvot 30 och rest 7 2. kvot 18 och rest 13

1.1.2 Negativa tal

Addition av naturliga tal &r ju direkt sammankopplad med antalsrikning och ddarmed
nagot som dven mycket sma barn forstar. Eftersom de 6vriga raknesitten for naturliga
tal bygger pa addition, sa finns det en mycket naturlig tolkning ocksa for dessa. Da det
giller negativa heltal dr situationen lite annorlunda, dven om ocksa dessa har naturliga
tolkningar tex som “skuld”. De negativa heltalen dr objekt man definierar med hjilp
av de naturliga talen. Till varje positivt naturligt tal a infors ett negativt (motsatt) tal
~a. Man maste sedan definiera hur man skall rdkna med dessa nya objekt. Att gora det
i detalj hir skulle ta alltfor mycket utrymme, sa vi ger bara en kort sammanfattning av
hur definitionerna ser ut.

Vi borjar med att definiera addition ocksa for negativa tal. Var utgangspunkt dr addition
av naturliga tal samt subtraktionen a — b da a > b for naturliga tal a och b. Vi definierar
forst subtraktionen a —b dda < bsoma—b = "(b—a). Observeraatt b >asab—a
ar redan definierat. Ddarmed dr subtraktionen definierad for alla par av naturliga tal.
Additionen definieras da for alla negativa tal genom

“a+b = b+ "a=b—a
“a+"b = "(a+b),
for alla naturliga tal a och b. Exempel pa vad definitionerna leder till &r

3477 = 3-7="(7-3)="4
347 = 7-3=4
3477 = ~(743)="10.

Ocksa multiplikation for negativa tal maste definieras och det gors sa har

“a-b = b-"a= (a-b)
“a-"b = a-b,
for alla naturliga tal @ och b. Det &r inte sa svart att argumentera for att ovanstaende

ar enda rimliga multiplikationen. Men det &r en definition, nagot man har bestamt.
Exempel pa vad definitionerna leder till ar

4.77 = ~(4.7)="28
“4.77 = 4.7=28.

Det dr inte heller sjdlvklart, men bevisbart, att samma ridkneregler géller for heltalen
som for de naturliga talen. For att illustrera hur man gar till véiga s visar vi att en trippel
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av negativa tal uppfyller den distributiva lagen. Vi har nimligen for alla naturliga tal a,
b och c att
“a-("b+"¢)="a- (b+c)=a-(b+c)

och
(“a-"b)+("a-"¢)=(a-b)+(a-c) =a-(b+c),

dér vi 1 sista likheten utnyttjar den distributiva lagen for naturliga tal.

Testovning

1. Berdkna5—(74—7) 2. Beridkna ~5-(74—3) 3. Berdkna ~5-74-3

Svar:

1. 16 2. 35 3. 17

1.1.3 Rikneregler

Hir sammanfattas de prioritetsregler och ridkneregler som behandlats i kapitlet.

Prioriteringsordning

1. Operation mellan parenteser.
2. Multiplikation och division
3. Addition och subtraktion

4. Vid lika prioritet giller ldsriktningsprioritet
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Rékneregler for heltal

For alla heltal a,b och ¢ giller det att
e a+b=>b+a kommutativitet
e a+(b+c)=(a+Db)+c associativitet
e a+0=a identitet
e a-b=b-a kommutativitet
e (a-b)-c=a-(b-c) associativitet
e a-1=a identitet
e (a+b)-c=a-c+b-c distributivitet
e a+ a=0
ea+ b=a—>b
e ~(Ta) = a minus minus dr plus
e a- b="(a-b)
® ~a- b=a-b minus minus dr plus
e a— (b—c)=a—Db+c minus minus dr plus

e a—(b+c)=a—b—c

1.1.4 Ovningar Efter dessa ir det l:impligt att gora prov 1a

1.1.1 Bestidm kvot och rest till
a) 795621 b) 749721
c) Ar nagot av talen 7956 eller 7497 delbart med 217
1.1.2 Berikna
a) 7—2-3-9)-((24+75-8)-(73—75)—4)
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b) ((4-2)-((C6—"9)—((6—"7+3)-(2-3)+"1-(7—"4)))
1.1.3 Skriv foljande utan parenteser och utan negativa (motsatta) tal.

a) a— b-(a+1)—b-(Ta+1)
b) (Ta-"b+a-(b—2-"a))-(T1+b)

1.2 Brakrikning

Nir man infor de negativa talen sa far uttrycket a — b med a < b mening som ett (ne-
gativt) tal. Pa samma sitt ger man genom att infora rationella tal eller braktal mening
at a - b som ett tal dven da resten inte &r 0.

1.2.1 De rationella talen

Rationella tal eller braktal skrivs B, dér p och ¢ ér heltal och ¢ # 0. Mingden av alla
q

de rationella talen betecknas med Q. Ett heltal p identifieras med det rationella talet

E. Pa det viset &r alla heltal ocksa rationella tal. Méngden av alla heltal, Z, ér alltsa en

delmdingd till méangden av alla rationella tal, dvs Z C Q.

Ett rationellt tal kan alltid skrivas pa (odndligt) manga olika sitt, for om s 7~ 0 4r ett
heltal sa dr

p_spP

q sq

. o P .. ;. 4 S'p ..
Man séger att braktalet — forldngts med (faktorn) s # 0 till —, eller att —— forkortats
q §-q s-q
med s till 2. Till exempel dr 1 och o lika eftersom
7 2.7 14

11 211 22
I allménhet forsoker man ange braktal pa enklaste formen sa att tidljaren p och nimnaren
g inte har nagon gemensam faktor (utom 1 och ~1). Ett systematiskt sitt att dstadkomma

detta &r att primtalsfaktorisera tiljare och nimnare och forkorta med alla gemensamma
primtalsfaktorer. Vi har tex att

84 22.3.7 2.7 14

30 235 5 57
Man kan forldnga/forkorta med negativa faktorer ocksa och speciellt kan man alltid se
till att nimnaren 4r positiv:

7 1T 7 7 1.7 -7

— =———=— 0¢C = = —.
-1 ~1-11 11 -1 ~1--11 11
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Man kan vilja att ge talet pa blandad form istillet for ren brakform. I sa fall skriver

1 13
man 34—1 istillet for T Det dr emellertid létt att missuppfatta den blandade formen och

1 3
liisa 3 - — e 2
dsa 1 som dr 1

1.2.2 Rikning med rationella tal

Addition (och subtraktion) av braktal med samma néimnare ges av addition (respektive
subtraktion) av tiljarna och samma nimnare:

115 1145 16 1 5 11-5 6

B3T3 B " 33T T

I allmédnhet maste termerna skrivas om sa att de far samma namnare. Korsvis forlingning
av de tva ndmnarna fungerar alltid:

b+d_d-b+b-d_ d-b

a c _d~a b-c _d-a+b-c

Det dr dock en god vana att inte forlinga med mer dn nodvindigt. Da man arbetar
med rationella funktioner, se avsnitt 4.3, blir detta extra viktigt. For att forlinga med
sa lite som mojligt sa letar man upp den minsta gemensamma multipeln av nimnarna.
Ett systematiskt sitt att gora detta dr att primtalsfaktorisera namnarna och leta upp den
produkt av primtal som &r den minsta som innehaller alla faktorer for nimnarna. Om

vi tex vill rakna ut
7 37

2730
dir bada talen 4r pa reducerad form, si @r 12 = 2%-3 och 30 = 2-3-5. De primtal

som ingar dr alltsa 2 (med potensen 2), 3 och 5. Den minsta mojliga nimnaren dr alltsa
22.3.5 = 60. For att fa denna nimnare sé far vi forlinga med 5 respektive 2:

7 +37 57 +2-37 B 35+74_ 109
12 30 5-12 230 60 60 60°
Om man slaviskt foljer den allmdnna principen med korsvis multiplikation sa far man

7 37 30-7 12-37 210 444 654 109

1273073012 71230 360 360 360 60

vilket ger jobbigare rikningar.

Eftersom

4
b b

SR

ar det logiskt att kalla f det motsatta talet till g och skriva 761 =" (g)
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Subtraktion av braktal gors pa motsvarande sétt som addition:

c d-a—b-c
d db

a
b
Aven hir bor man forlinga med s4 lite som méjligt pA samma sitt som for addition:

7 39 57 4.39 35 156 35-156 121 121

12 15 5-12 4-15 60 60 60 60 60

Hir hade vi 12 = 2%-3 och 15 = 3-5. och minsta m&jliga nimnaren var alltsa ater
22.3.5 =60.

Multiplikation av rationella tal definieras av:

a-c

a c
b d b-d

Att denna definition dr den enda rimliga kan man motivera pa foljande sétt:

e Multiplikation med heltal skall motsvara upprepad addition. Alltsa &r tex

3.¢c

3.5 =

¢
d d’

Ulo
aUle

+i4
d

e Vidare skall multiplikation vara associativ. Alltsa adr

c c T c 1\ c I ¢
1. —=_.Z=(7-2).Z2=7.(=.2).
d d 7 d ( 7) d (7 d)
Men detta dr mojligt endast om
I ¢ ¢
7d 7d

e Sammantaget ger detta

a c lc_ c _a-c
bpd “\va) " %bva bva

Division av rationella tal ges av

Detta motiveras av att division &r den till multiplikation motsatta operationen, d v s:

Eftersom 3-4 =12 saidr 3 =12+ 4.
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Sa kan vi resonera ocksa da det géller rationella tal:

d
Eftersom <g-—).£:g Sd dr g. -

d
c

SR
Ule

c) d

Speciellt dr

13 4 131 13

3+4=—+—-=—"=—.

1 1 1-4 4
I kapitel 1.1.1 skulle vi sagt att 13 =4 ger kvoten 3 och resten 1. Da handlar det
om heltalsdivision som speglar tex en fordelning: om tretton dgg skall fordelas pa
kartonger som rymmer fyra dgg vardera sd far man tre fulla kartonger och ett gg
over. I detta kapitel handlar det om division for rationella tal. Alla rationella tal kan

divideras, kvoten ir alltid ett rationellt tal.

1
Likheten 13 -4 = 73 motiverar/forklarar anvdndandet av brakstrecket som divisions-
symbol. Det dr ofta praktiskt och bekvamt att anvianda brakstrecket som divisionssym-
bol. Det giller bara att veta vad % betyder. Ar det ett briktal alltsi ett rationellt tal,

3
eller dr det ett brdk alltsa en division? Vi har att 1 ar ett rationellt tal (och ett brak),

2 ) .
medan — ir ett brak men inte ett rationellt tal.

V3
Ibland orsakar anvindningen av brakstreck som divisionssymbol felldsning/feltolkning:
b .
Vi har att g —c= bi mena-+— = %. Dirfor dr det viktigt att veta vad som avses
-c c

a
° " ' 01 99 b a . .. ey
da man anvinder "dubbelbrak”. Att £ och - inte dr samma sak, syns litt i tryckt text,
C =z

C
men inte lika l4tt i handskriven text. Speciellt viktigt dr det att skriva likhetstecknet pa
ritt niva.

Tiank ocksa pa att ett dubbelbrak ofta innehéller "osynliga parenteser”, vilket illustreras
1 ndsta exempel.

3
11

2 11
31T 18

Losning. Vi subtraherar i tiljare och och adderar i ndmnare och utfor sedan divisionen

vilket ger
— o _ (1o3).(2. 1
+1 7 11 " \63 18
(111 3.7\ (22 N 11-7
~\7-11 11-7) " \7-9.2 2.9.7
o [11=21\ | (4477\  T10-2:9-7 _20
- 11-7 ) " \2.9.7)  11-7-81 99
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Exempel. Vi skall skriva som ett braktal pa enklaste form.

<=
—_

—_

Dl
o0




efter forenkling. U

1.2.3 Rikneregler

Héar sammanfattas de rikneregler som géller for rationella tal. De som tidigare behand-
lats for heltalen giller dven for de rationella talen.

Rékneregler

For alla rationella tal, g och 2, dir a, b, c och d idr heltal, giller det att

c _d-a b-c _d-a—l—b-c

a

v d db bd_ db
a ¢ d-a—b-c

®e —— — =
b d d-b
a c a-c

® — — — ——
b d b-d
a ¢ ad

e — - — = —.—
b d b c

1.2.4 Ovningar Efter dessa iir det Limpligt att gora prov 1b

1.2.1 Skriv f6ljande rationella tal pa enklaste form

2) 5040 b) 6182 —42.308-230
40320 —616 c) -60-121--69
1 3 1 5 3 15 1 2
d) —+= - e d = _ 3 z
) 4+5 e) 34+26+48 f) 217 35+13

1.2.2 Skriv foljande rationella tal pa enklaste form och blandad form

1 1 1

1 1 11 .5 1 7
b) 24_1 —35 — (45 —3§> + <3§ — 1E)
1.2.3 Skriv foljande rationella tal pa enklaste form
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1 4 6 11 3 38
V373 R TR TR
1 3 7 1 .2 2
2—-3—-+4— 1l 2-+T1—
25T R RS
2 3 9 5 2 3 9 5
e) - = = .= f) i
5 20 100 19 5 20 100 19
77 4 24 6 77 4 24 6
g | +3 )+ =+ hy —+-+—=+—
8§ 3 13 11 8§ 3 13 11
1.2.4 Skriv foljande rationella tal pa enklaste form
1 1 1 2 35 _ o7
) = === 6 8
o (1+):(02) w3

1.3 Potenser med heltalsexponent

1.3.1 Potenser

I detta avsnitt introduceras begreppet potens for rationella tal, och dirmed naturligt-
vis for alla heltal. Exponenten &dr hir heltal men ldngre fram (i avsnitt 1.7) kommer
exponenten att vara ett rationellt tal och slutligen ett reellt tal. De rdknelagar som pre-
senteras i avsnittet dr allméngiltiga, de géller @ven med reella exponenter.

1.3.2 Potens med heltalsexponent

Potenser med heltalsexponenter definieras av

O = 1,fora#0,

a
a = a,
a? = a-a,
@ = a-d®=a-a-a,
d" = a-d"'=a-a---a, produkten av n faktorer dé n ir ett positivt heltal.
Vidare definierar man a™ " = c% da n ar ett positivt heltal och a # 0.

I definitionen ovan kan » bara vara ett heltal medan a
rationellt tal.
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Vid beridkning av potenser av negativa tal far man vara extra uppmérksam. De berdknas
naturligtvis pa samma sitt som potenser av positiva tal, sa tex

—3%=7"3.73.73.73=81.

Men risken for felldsning &r stor varfor det dr klokt att alltid skriva parentes runt talet:
~3% = (73)* = 81 sa att det inte forviixlas med ~(3*) = ~81. Om man anviinder det
vanliga skrivstittet for negativa tal s madste fjirde potensen av —3 skrivas som (—3)*.
Eftersom (~1)? = 1, s giller att: (“a)! = ~a, (Ta)?> = a?, (Ta)* = ~(a*) och allmint

a’ om n dr ett jaimnt heltal
(") om n érett udda heltal.

=—= p_2 ger for potenser av
; . q9-9
rationella tal att (B) = p_n I detta fall dr det nodvindigt att anvinda fortydligande

. 2
Definitionen av multiplikation for rationella tal p.p_PP
q

q q

parenteser, for annars tolkas det som P
q

1.3.3 Rikneregler

Vi sammanfattar hir de regler som giller vid rikning med potenser. De kan hérledas
om man skriver ut vad de olika potenserna dr. T ex ar

2 =(2-22)*=(2-22)-(2:2:2)-(2:2:2)- (2-2-2) = 2%,

Potenslagar

For alla tal a, b # 0 giller det att

0__ ax® a"
e a =1 o (_) _“¢
| b/ b
-n__
e = —
a ° (an)m_anm
.am,an:am—i-n
am
__ . m—n
o (ab)'=a"- 1" s »=4a

Vid rikning med potenser giller prioritetsregeln att potenser berdknas fore multiplika-
tion eller division och dven fore addition eller subtraktion, s tex

2.32-2.9=180ch2+3%2=2+9=11.
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Som tidigare skall operation inom parenteser beridknas forst sa t ex

(2-3)>=6>=360ch (2+3)> =52 =25.

Vid upprepad potensberdkning, som i 233, giller att exponenten berdknas forst sa vi
far

23 —2(3%) =227 _ 134217728 och 25+3 = 2(5+3) — 28 — 256,
Ocks4 hir ger parenteser fortur si (2°)3 =83 =512
En liten varning! Det finns ingen standardprioritet for upprepad potensberidkning pa
riknare. Vissa kalkylatorer har ”exponenten forst” prioritet, andra har ldsriktningsprioritet.

Uttrycket 23% kan bli antingen 134217728 eller 512 beroende pa raknarfabrikatet och
ibland t o m pa modellen. For sikerhets skull — anvind parenteser.

Hér sammanfattar vi de prioritetsregler som behandlats hittills.

Prioriteringsordning

1. Operation mellan parenteser.
2. Exponent

3. Potens

4. Multiplikation och division
5. Addition och subtraktion

6. Vid lika prioritet géller lasriktningsprioritet

1.3.4 Ovningar

1.3.1 Berikna
a) 5 b) 25 ) (73)* d) (T4)°

e) 1100 f) 100! g) 3° h) (73)°
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1.3.2 Skriv f6ljande som ett braktal pa enklaste form, utan potenser.
a) 272 b) (73)73 c) 17
1.3.3 Skriv som potenser av 2
a) 1/64 b) 163/21° c) 1283/323

1.3.4 Skriv foljande som ett braktal pa enklaste form, utan potenser.

25.377.105- 72 PARSNE A
23.375.5 b) (5) ( ) '( )

1.4 Reella tal

Det édr ganska komplicerat att definiera vad som menas med ett reellt tal. Det kréaver
mer avancerad matematik dn vad som normalt ingar i en gymnasieutbildning. Vi maste
darfor halla oss till en relativt intuitiv och forenklad bild av begreppet. Med ett reellt
tal menas da ett tal » som ges av en decimalutveckling, som beskrivs nedan.

Varje positivt reellt tal har en heltalsdel n, som ir ett naturligt tal, och en decimaldel
r=n,a1a3a3a44s. . .,
dir alla talen a; ér naturliga tal mellan O och 9. Detta ska tolkas som att

4 aj 4 [25) i as 4 ay 4 as
r=n-r+ —
10 100 1000 = 10000 ~ 100000

+....

Till varje positivt reellt tal finns ett motsatt, negativt tal

=" TR g Sy B )
r="n,aiaxazasas... = (n
18203040 10 " 100 T 1000 " 10000 " 100000

Genom att bara ta med dndligt manga decimaler far vi ett rationellt tal, t ex

31415927
10000000

som approximerar det reella talet. Ju fler decimaler dess bittre approximation. De ra-
tionella talen karakteriseras av att decimalutvecklingen antingen &r dndlig, som tex

3,1415927 =

3
— =0,1875
16 ’
eller att den avslutas periodiskt som tex
» _ 0,214545454545454545
775 =0
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Tva decimalutvecklingar representerar samma reella tal om deras differens dr 0, dv s
om skillnaden mellan dem nidrmar sig O ndr man okar antalet decimaler. Detta innebér
att tex 3,25300000... = 3,25299999.... (De avslutande punkterna innebér som van-
ligt att monstret fortsitter obrutet.)

Reella tal kan adderas, subtraheras, multipliceras och divideras, genom att man utfor
operationerna pa de rationella approximationerna. Genom att ta med fler och fler de-
cimaler far man en f6ljd av rationella tal som ndrmar sig (har griansvérdet) de reella
talens summa, differens, produkt eller kvot.

For att askadliggora de reella talen anvinder man ofta punkter pa tallinjen. Inte heller
detta dr helt oproblematiskt. Vad dr en linje och vad ir en punkt?

I praktiken rdknar vi bara med rationella approximationer till de reella talen, eller med
symboler, som /2, som representerar specifika reella tal. Redan de gamla grekerna
visste att det inte finns rationella tal x sidana att x> =2, 3, 5, 6 m fl, med andra ord att
\/Z V3 , V5 , v/6 mfl inte ir rationella tal. Man kan numera visa att det diremot finns
sadana reella tal.

Maingden av alla reella tal betecknas R. De rationella talen &r ocksa reella tal, mdngden
av alla rationella tal dr en delmdingd av méangden av alla reella tal. Vi har alltsa att

NcZcQcCR.

1.4.1 Olikheter for reella tal

I likhet med heltalen och de rationella talen finns det tre typer av reella tal, de positiva,
de negativa och talet 0. Detta gor det mojligt att definiera olikhet, storre dn och mindre
dn for reella tal.

Definition av olikhet: Det reella talet a ir storre cin talet b, skrivs a > b, om
och endast om a — b idr positivt.
Talet a dr mindre dn talet b, skrivs a < b, om och endast om a — b dr negativt.

For alla reella tal a och b finns ddrmed tre mojligheter: a = b, a > b eller a < b.

I detta sammanhang har man ofta anvéndning av en praktisk méngdbeskrivning. Sig
till exempel att vi, av nagon anledning, ir intresserade av alla de reella tal x som upp-
fyller villkoret x < 5. Ett praktiskt sitt att beskriva denna méngd av tal &r

{xeR:x <5},

som tolkas och utléses pa foljande sitt. De speciella parenteserna { och } dr mingdpa-
renteser, (vardagligt krullparenteser). De inramar beskrivningen av objekten i méngden.
Det inledande x € R innebdr att alla objekten skall tillhora méngden av alla reella tal,
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kort sagt att alla objekt dr reella tal. Kolon ’:’ ldses sddana att. Efter kolontecknet kom-
mer villkoret som skall vara uppfyllt for att ett reellt tal x skall fa vara med i médngden.
I ord ldser man alltsa: mdngden av alla reella tal x sadana att x ir mindre én 5. Vi har
att 3 {xeR:x<5}och12¢ {x € R:x<5}. Talet ~3 tillhor mdngden men talet
12 tillhor inte médngden.

De positiva reella talen dr {x € R : x > 0}, de negativa reella talen dr {x € R: x < 0}
och de icke-negativa reella talen dr {x € R : x > 0}.

Maingdbeteckningen kommer vi ocksa att anvinda for andra grundméngder én de reella
talen. Man kan tex skriva {x € Z : x> < 5} vilket betyder mingden av alla heltal vars
kvadrat dr mindre dn 5,dvs {—2,—1,0,1,2}.

Nar det ar klart att det &r de reella talen som avses sa finns det praktiska beteckningar
for vissa méngder, sa kallade intervall:

[a,b] {xeR:a<x<b}

(a,b) {xeR:a<x<b}

(a,b] {xeR:a<x<b}

[a,b) {xeR:a<x<b}
(—o0, b] {xeR:x<b}

la, ) {xeR:x>a}

Observera att ‘(" respektive *)’ betyder att andpunkten inte dr med och att ‘[’ respektive
‘]’ betyder att indpunkten dr med.

1.4.2 Rikneregler for olikheter

Ocksa for olikheter giller vissa rdkneregler. De kan alla hérledas fran definitionen av
olikhet. Vi ger hir ett exempel pa regel och hérledning.

Exempel. Vi skall bevisa olikhetsregeln: Om a och b dir reella tal sadana att a > b sa
gdller det att a+c > b+ c for alla reella tal c.

Lisning. Vi berdknar differensen (a+c¢) — (b+ ¢) och skall visa att denna #r positiv
oma >b.Men (a+c¢)— (b+c)=a+c—b—c=a—b,som ir positiv eftersom a > b.
Vi har ddrmed visat att a+c > b+c oma > b. [J Vi aterkommer till olikheter i del 2.
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Rékneregler

For alla reella tal a, b, c och d, giller det att
e Oma<bochb <csagillera<c
e Oma<bsagillera+c<b+c

e Oma<bochc<dsagillera+c<b+d

Oma<bochO<csagillera-c<b-c

Oma<bochc<Osagillera-c>b-c

1.43 Ovningar

1.4.1 Gdller det att
a) 2e{xeR:x<3}? b) 2<3?
(Symbolen < utldses mindre dn eller lika med. Talet 3 ir med 1 méngden.)
c¢) Ar det nigon skillnad pé utsagorna i (a) och (b) ovan?

1.4.2 Visa att riknereglerna for olikheter i avsnitt 1.4.2 giller genom att anvinda me-
toden som presenteras i exemplet i samma avsnitt.

1.4.3 Ge exempel pa reella tal a, b, ¢ och d sadana att

a < bochc <dmendira—c <b—d inte giller.

1.5 Absolutbelopp

I detta avsnitt skall vi arbeta med en av de grundliggande operationerna pa reella tal,
absolutbelopp. Detta aterkommer i avsnitt 4.4 da vi studerar funktioner.

Definition: Om a ir ett reellt tal sa dr absolutbeloppet av a

a om a>0,
la| =1 -
a om a<0.
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Téank pa att ~a &dr det motsatta talet till a. Om a dr negativt sa dr ~a positivt, sa tex dr
73l="(73)=3.
Av definitionen foljer direkt att |a| > O for alla reella tal a. En geometrisk tolkning av

absolutbeloppet &r att |a| talar om hur langt fran punkten O som punkten a ligger pa
tallinjen.

Om a och b idr tva reella tal sé dr |a — b| avstandet mellan a och b pa tallinjen. Vi har
tex att ~7 och 3 ligger pa avstandet 10 fran varandra, eftersom |7 — 3| = |~ 10| = 10.

Exempel. Vi soker de tal b som uppfyller |3 —b| =5.

Losning. Vi soker de punkter pa tallinjen, som ligger pa avstandet 5 fran 3. Det &r tva
punkter, en till hdger om 3, ndmligen 3 45 = 8, och en till vénster, 3 —5 = ~2. O

Exempel. Vi soker de tal b som uppfyller |3 —b| < 5.

Losning. Nu soker vi de punkter pa tallinjen, som ligger pa avstand hdgst 5 fran 3.
Det dr alla punkter som ligger mellan 3 och 3+ 5 =8, eller mellan 3 och 3 —5 = "2.
Alltsa alla punkter mellan ~2 och 8. Med méngdskrivsittet har vi

{xeR:3-b|<5}={xceR: " 2<xochx<8}={xcR: 2<x<8}.

dar vi i sista uttrycket anvint ett vanligt skrivsdtt som kombinerar tva olikheter. 0

1.5.1 Ovningar

1.5.1 Bestim
a) |7] b) |77 c) 0]
1.5.2 Bestdm alla reella tal x sddana att
a) |x+1]=1 b) 3—x]=7,5 ¢) |x+4/=0
d) |3—2x|=5 e) [x—2|=7"2
1.5.3 Ange (utan beloppstecken) de x, som satisfierar
a) [x—1]<2 b) |x+3|<5 c) 2<|x—2|<3
d) |x+2[<0

1.6 Kvadratrotter

Vi fortsitter nu med en annan av de grundliggande operationerna pa reella tal, kvadra-
troten. Ocksa till denna aterkommer vi i kapitel 4 da vi studerar funktioner.
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1.6.1 Kvadratroten ur ett positivt reellt tal

Eftersom produkten av savil tva positiva tal, som tva negativa tal, dr positiv sa géller
det att

x2 =x-x >0 for alla reella tal x.

Alltsd har ekvationen x> = b ingen reell 1sning om b < 0. I avsnitt 1.4 behandla-
des svarigheterna med att avgora huruvida det talsystem man arbetar med récker till
for att 16sa en viss ekvation. Men som papekades dr s& har ekvationen x> = b alltid
reell 16sning om b > 0. I sjdlva verket har den alltid tv, tex har ekvationen x*> = 9
l6sningarna 3 och ~ 3.

Definition: Med kvadratroten ur b, \/l;, diar b > 0, menas det icke-negativa,
reella tal, vars kvadrat dr b.

Alltsa ir v/9 = 3 och inte ~3 eller +3. Det giller ocksa att V0 =0.
Enligt definitionen har vi alltsa att (v/b)? = b. Men det giller ocksa att

(VB)' = () ()= ()

Alltsa giller det att:

Ekvationen x2 = b har for b > 0 tva olika reella rotter: /b och ~v/b

Man skriver ibland x*> = b < X1p = ++/b, for b > 0. Med detta menas allts att ekva-
tionen har rotterna x; = v/ och x, = ~v/b

Exempel. Ekvationen x% = 9 har saledes rotterna X1 = +v/9=43,dvsx; =3 och
Xy ="3. [

1.6.2 Rikneregler

Av definitionen av kvadratrot far vi féljande ridkneregler:
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Rékneregler for kvadratrot

e (Va)=a for a>0.

e a-\/b=+/ab och %:\/g, for a >0 och b > 0.

Va? = |a| forallareellaa, dvs

Va?=aoma>0och Va?= aoma<0.

Va2-b=la|-vb for b>0 och alla a,dvs

Va*-b=a-vVboma>0ochVa2-b="a-vVboma<O0.

1
° —:ﬁ,oma>0.
va a
1 —Vb 1 b
. _Va-vb :\/a+\/_,a7éb,a,b>0.
va+vb  a—b

ch
Va—+/b a—Db

Den forsta punkten foljer direkt av definitionen av kvadratrot eftersom /a dr det icke
negativa tal vars kvadrat ar a.

Punkt tva kan bevisas genom att vi konstaterar att \/5- Vb >0 och att
2 2 2
<\/5.\/5> = (va)*- (@) —a-b.
Alltsa dr \/a - \/E = v/ a- b enligt definitionen av kvadratrot.
Pa liknande sitt bevisas regeln for roten ur en kvot och de tva efterfoljande reglerna.

Den femte regeln foljer av

L Va _ va _va

Va a-a (Jap  a

Reglerna i sista punkten kallas forlingning med konjugatuttryck eftersom (y/a — /D)
och (y/a + +/b) kallas konjugatuttryck till varandra. Om man multiplicerar dem med
varandra sa far man (se avsnitt 1.9)

(Va+Vb)(va—vb) = (vay - (Vb)* =a—b.
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De tva sista reglerna kan nu visas genom att man forlinger med konjugatet, sa tex for
den forsta likheten har vi
1 —Vb —Vb
_ va—vb _ Va \/_féra;éb,a,b>0.
va+vb  (Va+vb)(Va—vb)  a=b

Anmiérkning. I allménhet, alltsa for de flesta tal @ och b, dr

Va+b#a+Vb.
Till exempel ger a = b = 1 att \/a+ b = /2, medan Va+ Vb = 2. Pi samma siitt ir i
allménhet

Va—b#/a—b.

Exempel. Hir kommer ett antal exempel pa hur man kan anvénda riknereglerna.

(a) Ekvationen 4x?> —3 = 0 far vi till x> = 3/4 genom att addera 3 till bida leden
och sedan dividera dem med 4. Den har darmed rotterna

3 V3
=4/ - =+—.
X1 \/; >

V(3)2=V32=3=]3|.

(c) Den fjdrde punkten handlar om att bryta ut kvadrater ur rotuttryck eller multipli-
cera in faktorer och vi har tex

VIZ= VP 3=2/3

3 3\ _ [22.3 _
2.\62 <2~ 5): = V6.

(d) Den nist sista punkten ger tex

L_ V2 _ V2

(b) Den tredje punkten ger

och

Ay

(e) Forlingning med konjugat (sista punkten) ger att man kan skriva om uttryck som

pa foljande stt

1 5-v6  5-v6  5-v6_5-6

S+V6 (5HVO)(5-VE) (V6 25-6 19

sa att man far heltalsndmnare.
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1.6.3 Ovningar

1.6.1 Forenkla
a) /0,49 b) /90000 ¢) vV6-V75 d) v10/+/125

e) VI2—V3 ) V2 —Va+v8+ V16— V32 +
V64,

1.6.2 Los ekvationen
a) ¥*=25=0 b) 5—x*=0 ¢ %?—4=0 d) 16-6x>=0
e) x>2=0

1.6.3 Skriv med heltalsnimnare
a) 2/V6 b) 3/v21 o) 1/(V3++2)
d) 2/(V11-3) e) 1/(2—53) f) (V6-v3)/(V6+3)

1.7 n-te rotter

Man kan visa att, om b > 0 och n &r ett positivt heltal, sa finns, i likhet med specialfallet
n =2, precis ett icke-negativt tal a s att a” = b. Om n dr ett jamnt tal sa géller ocksa
att (Ta)" = b. Om n ir ett udda tal si giller istillet att (—a)" = ~b. Detta leder till
foljande definition av n-te roten ur ett icke-negativt tal.

1.7.1 n-te roten ur reella tal

Definition: Om r ir ett positivt heltal och b > 0 r ett reellt tal, s menas med
n-te roten ur b, /b, det reella tal > 0, som uppfyller (\'VE)” =b.

Om b ir ett negativt tal och n ir ett positivt, udda heltal si menas med v/b det
negativa tal som uppfyller (/)" = b.

Ekvationen x" = b, dir b reellt tal och n &r ett positivt heltal, har da foljande reella
rotter:

1. x = /b, om n ir ett udda (positivt) heltal,

2. x=++vb,om b > 0 och n ir ett Jjdmnt (positivt) heltal,
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3. saknar reella rotter om n ér jimnt och b < 0 och /b ir i detta fall infe definierat.

For udda n = 1,3,5,... giller att: v —b = ~/b. Definitionen av /b giller dven for
n =1, vi har d& att Vb = b for alla reella tal b.

Exempel. Eftersom 2* = 16 och 5° = 125 sa far vi
V16 =2, V125 =5 och v/~125 = 5.

direkt fran definitionen. O

1.7.2 Rikneregler

Foljande rikneregler for n-te ritter bevisas pa samma sitt som motsvarande regler for
kvadratroten.

Rékneregler for n-te rotter

(\’VE)n =a, for a > 0 om n dr jimnt, for alla @ om n 4r udda.

\'Va_” =g foralla a om n dr udda.

Va* = |a| om n ér jamnt.

Ya-b=ab och %:(/%, for @ >0 och b> 0.

m/na:mwzn %

Exempel. Hir dr nagra exempel pa hur man tillimpar riaknereglerna.

@ \/V2=%2= Y2

b Yi5— 5= V5 VT

() V=V =Va® = {/ld| B
For uttrycken /a + /b, Va— /b, /a+b och V/a—b finns inga allminna formler.

Exempelvis idr 1 allménhet
Va+b#Va+Vb.
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1.7.3 Ovningar

1.7.1 Forenkla

a) V9 b) V8 c) V24

) V3 o) VV2 RS

g 4/V16 hy V81 — ¥9 + V12 — 27— /3v3
1.7.2 Bestim de reella rotterna till

a) =16 b) x° =243 c) 64x5-27=0

d »¥*+8=0 e) ¥*+8=0

1.7.3 Forenkla:
a) V3a%-v9a b) x//x o) /x
d) Vb e) Vdi/Va f) \/x¥/x/x

1.8 Potenser med rationell exponent
I detta avsnitt definieras vad som menas med en potens med rationell exponent. Defi-

nitionen bygger bade pa potens med heltalsexponent (avsnitt 1.3) och pa definitionen
av n-te roten som gjordes i foregaende avsnitt.

1.8.1 Potenser med rationell exponent

m . o m
Definition: Om — ér ett rationellt tal och b > 0 ir ett reellt tal sa ges b» av
n

Speciellt dr bi = Vb. Exempelvis giller {or kvadratroten, att

Vb= Jb—=b1.
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Vi har ocksa (som tur #r) att bT = Vb = b". Om inte detta gillt hade definitionen
varit misslyckad.

Om n ir ett udda heltal sa dr v/b definierat dven for b < 0. Man anvinder dérfor ofta
skrivsittet bn for udda n iven di b < 0. Hér krdvs stor forsiktighet. Man maste vara
medveten om att definitionen b7 = v/b™ endast giller for b > 0. Att det inte gér att
definiera potens med rationell exponent for negativa tal framgar av foljande exempel.

1 I 2
Exempel. Vi har att (*27) 3 — /=27 = ~3. Men vi har ocksj att 31T ¢ Om man
skulle tillimpa definitionen av bn = /b™ med b = ~27 fir man

(727)% = ("27)F = {/(-27)} = ¥/30 =3.

vilket ger fel tecken. 0

1.8.2 Rikneregler

Med hjilp av riknereglerna for n-te roten ur ett positivt tal och ridknereglerna for poten-
ser med heltalsexponent kan man visa att potensuttrycket b» med rationell exponent for
b > 0 satisfierar samma potenslagar som potens med heltalsexponent (se avsnitt 1.3.3).

Potensregler

For alla positiva reella tal @ och b och alla rationella tal x och y giller det att

° aO:l ° (ax)y:ax‘y
° ax.ay:ax—k—y @
o — =g 7.
° (ab)x:ax_bx ay
X X 1
° (g) :%,omb>0. ° a*x:;

Exempel. Hir dr ndgra exempel pa hur man tillimpar riaknereglerna.
(@) Va-Ja=a?-ad =ar*3 =as = v/ad fora > 0.
(b)\/7 21/3%:2% _ois = o
© ¥125= V33 =(3n =50 =5i =15

b-‘\
(o[}

O‘\'—‘
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1.8.3 Ovningar Efter dessa ir det Limpligt att gora prov lc

1.8.1 Forenkla
2) 271/3 b) 4703 o) (\/§)2/3
dy 21/3.274/3 e) 31/2/973/4 f) 372/3/(1/3)74/3
g) (0,0016)023

1.82 Forenklaa) /9 b) V8 o) /=24 &) VV3 e V2

PVVYG 94/V16 ) VBI—0+V12-2T-V/3V3
1.8.3 Forenkla: a) v/3a2-v/9a

DYVE/VE o /x )V ey Vd[Ya  pJxd/x/x

1.9 Algebraiska omskrivningar

Oerhort manga resonemang, i savil matematik som andra sammanhang diar matemati-
ken tillampas, bygger pa omskrivningar av matematiska uttryck. Ofta handlar det om
att forenkla uttrycket, men minst lika ofta géller det att skriva uttrycket pa den mest
lampade formen. Vilken denna form &r beror naturligtvis pa situationen.

Vid algebraiska omformningar far man utnyttja alla de rikneregler som géller vid
rakning med reella tal. Man bor darfor vara synnerligen vél fortrogen med dessa. Speci-
ellt de som behandlats i samband med heltal 1 avsnitt 1.1.3, rationella tal 1 avsnitt 1.2.3
och potenser i avsnitt 1.8.2.

Nér man skriver produkter med variabler inblandade utelimnar man ofta multiplika-
tionssymbolen. Produkten 6 - a skrivs ofta 6a, a- b - ¢ skrivs abc o s v. Da man utelamnar
multiplikationssymbolen maste man vara sidker pa att detta inte orsakar missuppfatt-
ning, abc kan mycket vil vara en variabel istillet for en produkt av tre variabler. Hur
skall 2m + 10cm tolkas? Betyder det 210cm eller

2-m+10-c-m=2-(14+10-¢)-m?

Det beror helt pa sammanhanget. I detta kapitel skall abc tolkas a- b - ¢ och 2m+ 10cm
betyder 2-m—+10-c-m.

Exempel. Hir dr nagra exempel pa hur man med de vanliga riknereglerna kan forenkla
algebraiska uttryck.

a) 10m—9y+5y+Tm+4y—m=(10+7—1)m+("94+5+4)y=16m+0-y=
16m
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by m—jla—b—(c—m)j=m—|ja—b—c+m|=m—a+b+c—m=b+c—a
¢) 3abc-a’bc? -~ (4b?) =3-("4)-a-a>-b-b-b*-c-c* = ~12a*b*c3

d) (3x2y32)% =34 ()% (57)* - 24 = 8 1ady12A

e) (2x+43)(4x*> —6x+9)

= 2x-(4x* —6x+9)+3- (4x*> —6x+9)
= 2x-4x? —2x-6x+2x-9+3-4x2—3-6x+3-9
— 8 —12x2 4+ 18x+ 12x% — 18x+27 = 8x° +27

1.9.1 Nagra viktiga algebraiska identiteter

Utover riaknereglerna finns det en hel del samband som man behéver kunna anvinda.
De flesta dr sddana att man behover kunna dem aktive. Det ricker inte att veta att de
finns och kunna sla upp dem i en formelsamling. For att kunna rikna "med flyt” krivs
en hel del utantillkunskap.

Foljande viktiga identiteter behdver man kunna utantill:

2_ 2 2
Kvadreringsreglerna: (a+b )2 - +2ab + b2 i
(a—b)? =a*—2ab+b*= (b—a)

Konjugatregeln: a’>—b*=(a+b)(a—b)=(a—b)(a+b)

Kuberingsreglerna: (a+b)® = a® +3a*b+3ab* + b’
gsreg . (a—b)3:a3—3azb—|—30b2—b3

@ —b’ = (a—Db)(a*>+ab+D?)

a®+b* = (a+b)(a*—ab+b?)

Faktoruppdelningarna: {

Exempel. Hir foljer forst tre exempel pa hur man kan anvinda reglerna for att utveckla
en potens och sedan tre exempel pa det omvinda da man faktoriserar ett uttryck.

a) (3a+4b)> = [kvadreringsregeln] = (3a)? +2-3a-4b+ (4b)?> = 9a® +24ab +
16b°

b) (3+x%)(x* —3) = (x*+3) (x> —3) = [konjugatregeln] = (x*)>2 —3?>=x*—-9
¢) (x—2y)® = [kuberingsregeln]
= =32 24+3x- ()2 — ()} = —6xty + 1207 — 8y
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d) 4x*> —9a* = (2x)?> — (3a%)?> = [konjugatregeln] = (2x+ 3a?)(2x — 3a?)
e) 12x* —2x° — 18x> = [alla gemensamma faktorer brytes ut]
= 207 (6x—x*—9) = —2x°(x* —6x+9)
= [kvadreringsregeln] = —2x° - (x —3)?
D) x*+8x° =x- (P +8)°) = x- (£ +(2%)%)
= [enligt formeln for (a® +b%)] = x- (x+2y%) (x> —x-2y* + (2)%)?)
= (0277 (o =207 +4y") O

Exempel. Hir dr ett par numeriska exempel pa hur man kan anvinda riknereglerna
for att beridkna kvadraten av ett tal med enkla ridkningar.

a) 232 =(2043)2 =207 42-20-3+3% =400 + 12049 = 529.

b) 292 = (30—1)>=30%—-2-30-1+ 1% = 841.

¢) 37> —332=(37-33)-(37+33) =4-70 =280 n

OBS: Uttrycket a + b? (liksom a® 4+ ab + b? och a®> — ab + b?) kan ej faktoruppdelas
(med reella tal).

En generalisering av formeln for a® — b dr allménna konjugatregeln.

a"—b"=(a—b) (@ ' +d" 2 -b+a" P+ Fa VD)

som visas genom att multiplicera ihop parenteserna 1 hogra ledet.

1.9.2 Pascals triangel och (a +b)"

Koefficienterna i utvecklingen av (a + b)" kan bestimmas med hjélp av Pascals tri-
angel:

n=20 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
. osv
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Raden med n = 3 ger kuberingsregeln
(a+b>=1-a>+3-a*> b+3-a-b*>+1-b°
och raden med n = 5 innebir att
(a+bP’=1-a>+5-a*-b+10-a> - b*+10-a*> - b> +5-a-b* +1-b

Ett tal i triangeln erhalles genom addition av de tva tal, som star ndrmast snett ovanfor.
For att inse att detta ger koefficienterna i utvecklingen kan vi se pa (a + b)4. Vi har ju
att (a+b)* = (a+b)-(a+b)>. Men (a+b)> = a® +3a’b+3ab® +b>. Alltsi ir

(a+b)* =a-(a®+3a*b+3ab* +b*) +b- (a® +3a°b 4 3ab® + b°).

Man fér en term @b ur bada produkterna, dels b - a3, dels a - 3a*b. Koefficienten for
@b ir alltsd summan av koefficienterna for a> och a®b. P4 samma sitt fungerar det for
alla ovriga termer ocksa.

Exempel. Hir ir tre ytterligare exempel pa hur man anvinder Pascals triangel.
a) (a—b)*=(a+"b)*

= a*+4d°("b) +64>(Tb)* +4a("b)* + (Tb)*
a* — 4a>b + 6a*b* — dab® + b*

b) (a+b) = a®+6a°b+ 15a*b* +20a°b> + 15a%b* + 6ab’ + b°

¢) (2a+b)? = (2a)’ +3(2a)*b +3(2a)b* + b* = 8a° + 12a%b + 6ab® + b’ O

1.9.3 Rationella uttryck

Rékning med rationella uttryck foljer samma rikneregler som rikning med rationella
tal. Vid addition &r det 1ampligt att forlinga med “sa lite som mojligt”. Man bestimmer
i sa fall minsta gemensamma namnare i stéllet for att "multiplicera korsvis” pa liknan-
de sétt som vi gjorde for rationella tal. For att bestimma minsta gemensamma ndmnare
behdver man faktoruppdela de olika termernas ndmnare. I detta avsnitt med hjilp av
kvadrerings-, kuberings- eller konjugatreglerna. Senare kommer vi dven ta hjilp av
faktorsatsen och polynomdivision.

Exempel. Hir ér ett antal exempel pa forenklingar av rationella uttryck.

a) En anvéndbar regel dr




som ger att

b—a ([ a—-b\ _ a—>b o 1

a2—b2  \a?2-b2)  \(a—b)(a+b)) \a+b
30xty’  2:3.5.x41 5%
12xy10  2.2.3.910-7 243

>

2
) xX—y xX—y _( y—x 1
C = = — T _
xy—x2  x(y—x) x(y—x) x
b 1 b 24+ b%+2ab 2 _p?
& (S4742)+ (-2 _ (a7 Fb +2ab) , (a ; )

b a b ab a“b

(a*+b*+2ab)-a*h  (a+b)*-a  (a+b)a

ab-(a2—b?)  (a+b)(a—b) a—b

b)

5 I 3x+1
5 3 + IX_—_ZZ = [faktoruppdela ndmnarna] =

5 1 3x+1
26—1) 3x (x+1D(x—1)
= [minsta gemensamma nidmnare dr2-3-x-(x+1)- (x—1)]
5-3x(x+1) 1-2x+1)(x—1) (3x+1)-2-3x
20—1)-3x(x+1) 3x2x+D(x—1) (x+1D(x—1)-2-3x
(15x% +15x) — (2x> —2) — (18x% +6x)  ~5x*+9x+2

2-3-x(x+1)(x—1) o oex(x2—1)

- (&) .

1.9.4 Rotuttryck

e)

Vid omskrivning av rotuttryck kan man givetvis anvéinda alla de rikneregler som giller
for reella tal. Det man speciellt skall tinka pa &r (\/5)2 —aoma>0och Va2 = |al.

Exempel. Hir dr tva exempel pa forenklingar av rationella rotuttryck

2
— — Ve—3
a) S-c . 3 :_( ¢ ) ="+vc—3 om ¢ > 3.
vVe—13 vVe—3 vVe—3
Observera att uttrycket +/c — 3 dr definierat om ¢ —3 > 0, dvs om ¢ > 3, men
1/+/c — 3 ir definierat endast om ¢ > 3.
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a a

a
) Va2 +d3  \J(1+a) Va®-V1+a

B a [ 1/V14+a om a>0,
Ca|lvV1+a | —1/V14+a om —1<a<0.

b

OBS: Var uppmirksam pa tecknet vid inmultiplicering i och utbrytning ur rotut-
tryck! 3

1.9.5 Ovningar Efter dessa ir det limpligt att gora prov 1d

1.9.1 Forenkla

a) 10t —14u+7v—t—8v+14u—8v—u
b) 70a+20c+33x+c—x—28a—40a—9c+41x

1.9.2 Forenkla
a) m+2p—(m+p—r) b) 3c—(2a+c—5b)—(2b—2a)
¢) 7a—2b—[(3a—c)—(2b—3c)]
1.9.3 Forenkla
a) 2xz’-10xz b) a’b*c-(~3ac?)-9abc
) “2p*qr-pq's*-("1gr)
1.9.4 Forenkla
a) (3x%y)? b) (4ab>c®)*(72a*b)* c¢) (a®)P-(aPb’P)?-bP
1.9.5 Omforma (genom att multiplicera ihop parenteserna)
a) (2x—y)(x+2y) b) (2x—y)(x+2y)(x—y)

¢) (a+x)(a*—a’x+a’x* —ax® +x*)
d) (x* —2x+3)(2—3x—2x%)
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1.9.6 Utveckla

a) (3a—4b)?

o) (m*+4)%+ (m*—4)2
1.9.7 Forenkla

a) (6—x)(x+6)

) (FP+3)(x*-3)(x°+9)
1.9.8 Utveckla

a) (y-+3x)* b) (3x+2y?)3
1.9.9 Uppdela i faktorer

a) x2—a*
) 18x+81+x*
e) x*—x
g x—x°
1.9.10 Utveckla

a) (x—1)°
1.9.11 Forenkla

6a’b3c
16ab3c3

2ay+y*
c) ——
2ay
1.9.12 Forenkla
a) (2a+2b)/(b*> —a?)

o) (x—y)?*/(y—x)
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b)

b)

b)

d)

h)

c)

b)

d)

b)

d)

(613 4 2b2)2

(@®+y)(a® )

(x* —6x)3

Ox* — 25x2
x4y + 4x2y3 — 4)c3y2
3a3 +81b°

54x%y” — 16x7y

(2x+a?)? d) (xy*—3z)°
32x"yP
36xn+1yp—1
12x%y% +20xy* — 8x2y
4xy

(x? —4x*) /(4> —4x +1)

(b® —9)/(b® — 6b*4-9)



e) (a®—b%)/(b—a)? f) (@+1)/(a—a*+d)

9 (*=16)/((x+2)(x’ - 8))

1.9.13 Forkorta (om mojligt)
a) (a®+b%)/(a+D) b) (a*—b*)/(a—b)
¢) (a*+bY/(a+D) d) (@’ —b°)/(b—a)

1.9.14 Forenkla
2
Xy 1 1 1Y . 1
— )| -4+ = b l—— | =14+ =
a) (y2 x) : (x+y2) ) ( x4) <+x3
o (2 (s o)
X—=y x+y X=Yy xX+y

1/a 1/b 1 2\ | [a*+4p?
9 (b a +2b/a+a/b)7( ab >

1.9.15 Skriv som ett brak (pa sa enkel form som mojligt)

1 1 2 1 1
_z b) 14—+ ——
3) x—3+x—|—3 X ) +2x+x2—4x
) 1 n 1 d) 1 n 1 n 1
c
x24+x 1—x2 x3—8 2x2—-8 8—4x

1.9.16 Forenkla och avgor for vilka vérden pa ¢ som likheten giller.
a) VZ+dc+4 b) c/Vc? ¢ (Ve©)?/e
d) (c2-9¢)/vV9—c e c/V3—2c f) Vc3+2c%/c
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2 Ekvationer

Inledningsvis ska vi diskutera vad en ekvation &dr och hur den kan dyka upp vid pro-
blemlosning. Vi ska inte alls oroa oss for hur man 16ser dem. Det kommer i de foljande
avsnitten.

En ekvation dr helt enkelt en likhet som (i regel) innehaller en eller eventuellt flera
obekanta variabler. Vi tar nagra enkla exempel.

Exempel. Likheten 21 —x = x— 3 dr en ekvation med en obekant x. Om det dr en enda
obekant i ekvationen sa brukar man ofta av tradition anvinda bokstaven x, men det gar
lika bra med vilken bokstav (symbol) som helst. Likheten g — g = 1 i4r en ekvation
med en obekant som heter g.

Det dr vanligt ocksa med ekvationer med flera obekanta. Likheten 3x 42y = 31 &r en
ekvation som innehaller tva obekanta x och y.

Likheten 8 = 5 + 3 &r en ekvation som inte innehéller nagra obekanta utan enbart tre
mycket bekanta heltal. 0

Vad ska man da ha ekvationer till? En ekvation anvinder man till att beskriva ett sam-
band. Ofta innehaller den nagonting som dr obekant och i méanga fall dr malet just att
bestimma vad denna obekanta storlek &r. I andra fall beskriver ekvationen nagot ob-
jekt, sd tex dr y = 2x + 3 ekvationen for en rit linje, d v s 16sningarna (x,y) till denna
utgor en linje. Vi tar en titt pa nagra exempel pa problem som man kan ha nytta av en
ekvation for att 10sa.

Exempel. Kal har en storasyster som heter Ada. Skillnaden pa dem i alder &r lika
manga ar som Kal fyllde for 3 ar sedan. Ada édr 21 ar gammal. Hur gammal 4r Kal?

Lésning. Vi betecknar Kals nuvarande alder med x. Skillnaden mellan deras alder &r
da 21 — x och for 3 ar sedan fyllde Kal x — 3. En ekvation som beskriver sambandet &r
alltsd 21 —x =x—3. O

Exempel. Vi soker nu ett tal med den “magiska” egenskapen att om man ifran kvadra-
ten av talet subtraherar talet sjdlv sa far man exakt 1. Vilket ar talet?

Losning. Vi betecknar det okdnda talet med g. Subtrahera talet sjdlv ifran kvadraten
av talet dr g> — g och detta skulle bli 1. Alltsa far vi ekvationen g> — g = 1. O

Exempel. Beda ir i godisaffiren for att kopa 1ordagsgodis. Hon koper 3 likadana
chokladkakor och 2 likadana tablettaskar. Hon betalar 31 kronor. Hur mycket kostar
chokladkakorna respektive tablettaskarna per styck?

Losning. Vi betecknar priset pa chokladkakan med x och priset pa en tablettask med
y. Det totala priset pa Bedas 16rdagsgodis blir da 3x 4 2y. Hon betalade 31 kronor sa
vi far alltsa ekvationen 3x+ 2y = 31. O
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2.1 Forstagradsekvationer

Vi ska nu borja titta pd hur man l6ser ekvationer. Det dr viktigt att veta vad man far
gora med en ekvation och vad man inte far gora. I det hir avsnittet behdver vi bara
foljande 3 grundldggande regler. Det ér tillatet att

1. addera eller subtrahera samma sak fran bada sidor av likheten,
2. multiplicera eller dividera bada sidorna med nagot som inte dr 0,

3. forenkla de tva sidorna av likheten var for sig.

Alla dessa tre operationer leder till en ekvivalent ekvation, d vs en ekvation som har
samma losningar som den ursprungliga.

Vi borjar med den allra enklaste typen av ekvationer, sa kallade linjdra ekvationer. Man
sdger att en ekvation &r linjar om det &r sa att det enda man gjort med de obekanta &r att
man multiplicerat dem med ett tal och sedan adderat eller subtraherat de olika termerna
med varandra och med tal.

Exempel. Ekvationen 21 —x = x — 3 &r linjir for den enda obekanta variabeln x har
bara adderats och subtraherats med tal. Samma sak for 3x+2y = 31 dér de tva obekanta
bara multiplicerats med tal.

Diremot ir ekvationen g — g = 1 inte linjér d& den obekanta variabeln g hér har multi-
plicerats med sig sjélv. Inte heller ekvationen xy = 1 dr linjdr da man hiar multiplicerat
de tva obekanta med varandra. U

Linjdra ekvationer dr det enklaste som finns att 16sa. Vi borjar med att titta pa linjira
ekvationer med 1 obekant som vi kallar x. Strategin dr enkel. Samla alla termer som
innehaller x pa en sida och alla tal pa den andra.

Exempel. Vi loser ekvationen 21 —x = x —3:
2l —x=x-3<= 2l —x)+x=x-3)+x<=21=%x-3 =

24 2
2143 = (2x—3)+3<:>24:2x<:>7:?x e 12=1x
Har betyder dubbelpilen <= att ekvationerna dr ekvivalenta. Vi ser alltsa att ekvatio-
nen har en enda 16sning, ndmligen x = 12. (Dirmed vet vi alltsd att Kal ifran exemplet

i forra avsnittet dr 12 ar.)

Vi 16ser nu ekvationen 21 +x = x — 3:
2l +x=x-3<= 214+x)—x=(x—3) —x <21 =-3.

Har forsvann x och kvar fick vi bara orimligheten 21 = —3. Inget x i vérlden kan fa
den likheten att gilla, alltsa saknar ekvationen 16sning.
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Avslutningsvis 1oser vi ekvationen 12 — (x —3) = 15 —x:
2-x-3)=15—x<=12—x+3=15—x<=15—x=15—x<=15=15.

Denna sista likhet giller uppenbarligen alltid, sa till denna ekvation dr vilket virde som
helst pa x en 16sning. Den har alltsa odndligt manga 16sningar. OJ

Vi sag i exemplet att en linjar ekvation med 1 obekant kunde ha 1, O eller odndligt
manga losningar och detta ér faktiskt de enda mojligheterna som finns. Vi ska nu titta
pa en linjir ekvation med fler an 1 obekant. Hér blir strategin att vilja ut en av variab-
lerna att 16sa ut (fa ensam pa ena sidan) pa samma sitt som vi gjorde med x ovan.

Exempel. Vi loser ekvationen 3x+ 2y = 31 genom att 16sa ut y:

31-3
3r42y =31 = (3r+2)) —3r =31 -3x =2y =31 -3r =y =" a

Hiir ser vi att for varje x vi véljer sa far vi precis ett y ndmligen y = (31 — 3x) /2. Vi far
alltsa odndligt manga par av 16sningar. Tva mojliga 16sningar dr t ex x =5,y = 8 eller
x=6,y=13/2.

Denna ekvation var ju den vi hade i forra avsnittet da Beda kopte ett antal chokladkakor
och tablettaskar. Vi ser nu nér vi loser ekvationen att det inte finns unik 16sning och
darfor racker inte informationen till att rdkna ut vad godiset kostar per styck. U

Om man har en linjéar ekvation med fler &n 1 obekant sa far man alltid odndligt manga
l6sningar (eller ingen 16sning alls om alla obekanta forsvinner niar man forenklar).

2.1.1 Ovningar

2.1.1 Los foljande ekvationer.

a) 32—x)=—(14+2x) b) 3(5—3x)—2(4—x)=10

) 35—-3x)—24—x)=7-7x d) 3(5-3x)—2(4—x)=6—"Tx
2.1.2 Los ut y i foljande ekvationer.

a) 32—x)=—(1+y) b) 3(5—3y)—2(4—x)=10+2y
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2.2 Andragradsekvationer

Ocksa andragradsekvationer forenklar man genom att addera eller subtrahera samma
tal till bada sidor av ekvationen, multiplicera eller dividera bada leden med tal ( # 0),
eller gbra omskrivningar.

Den enklaste typen av andragradsekvationer, x*> = a dir a ir ett positivt tal, kan man

16sa helt utan kalkyler. Vi har ju att \/a ir det positiva tal vars kvadrat ir a, (v/a)> =
a om a > 0 . Eftersom det ocksa giller att (—/a)? = a si har ekvationen de tva
losningarna y/a och —y/a. Att det inte kan finnas fler 16sningarna aterkommer vi till
i avsnitt 2.5. Tex har ekvationen x> = 9 alltsi de tva Iosningarna x; = v/9 = 3 och
Xy = —3.

Exempel. Forhallandet mellan de tva sidorna i en rektangel ar 2:3. Om kortsidan &r
10 m #r alltsa 1angsidan 15 m. Vi skall bestimma sidlingderna da arean ir 54 m?,

Losning. Om kortsidan #r 2a m sa ir langsidan 3a m och arean 6a®> m?. Alltsi skall
a vara losning till 64> = 54. Division med 6 ger a> = 9 vars l6sningar #r 3 och —3.
Endast positiva 16sningen kan vara relevant sa rektangelsidorna &r 6 respektive 9 m. [J

Den niist enklaste typen av andragradsekvationer ir (x —b)? = a dir a #r ett positivt tal.
Hiir dr x — b ett tal vars kvadrat ér a. D& édr x — b = \/a eller x — b = —\/a. Losningarna
till (x —b)? = a ir siledes

x1 =b++/a och x; =b—+/a.

Exempel. Ekvationen (x —2)? = 9 har de tvd I6sningarna som ges av x —2 = /9 = 3
ochx—2=—9=—3. Alltsd ér x; =5 ochx, = —1. O

Exempel. Langsidan i en rektangel dr 6 meter ldngre dn kortsidan. Bestdm sidldngderna
d4 arean ir 55 m?.

Losning.
Antag att kortsidan dr x m. Da &r langsidan x + 6 m och are-

an x(x + 6) m?. Vi soker siledes en 16sning till ekvationen
x(x+6) = 55. Utveckling ger

X+6

x(x+6) =55 <= x> + 6x = 55.

Genom att addera 9 till viinsterledet x> 4 6x blir uttrycket en
jamn kvadrat

X H6x+9=x"+2-3x+3% = (x+3)%
Vi adderar darfor 9 till bada sidor av ekvationen och far

x(x+6)=55 = xX*+6x=55=x>+6x+9=55+9 <= (x+3)* =064
<= x+3=8eller x+3=—-8<«=x=5 eller x=—11.
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Eftersom endast positiv 10sning dr mojlig sa far vi x = 5. Sidorna &r med andra ord 5

respektive 11 m.

Metoden i sista exemplet kallas kvadrat-
komplettering. Genom att addera en
kvadrat med arean 9 m? gor vi om rek-
tangeln till en kvadrat med sidan x + 3.
Rektangeln har arean 55 m?, kvadraten
har arean 64 m”.

Pa samma sitt kan man kvadratkomplet-
tera alla andragradsuttryck. Uttrycket

x> 4 2rx = x(x+2r)

kan ses som arean av en rektangel med
sidorna x och x + 2r. Genom att addera
en kvadrat med sidan r erhaller man en
kvadrat med sidan x4 r.

X+6
' 7127777777
' YA
! 7117777777
! 7777777777
! YA
A ' /;////////
s aa
X X2 ' 3X o,
i 712107777
| I
7777777777
7127777777
YA
1117777777
277777777
71210777
7777272727
21707777 77777777
LI LI I \§§ \Q\
//////&é////// §\ §\
777777, 7777777
7 NN\
/.
ZIIIIII IS \i\\\k\\
4172227777777 \\ \Q \\
IIIIIII 77777777
X+2r
YA
Iy
7777777777
7177777777
YA
A ' LII177777
I 777
X XN2 L rx L
. 7171777777
7177777777
7777777777
YA
Iy
I 7777777777
I 7777777777
I YA
] 2777777277
s \\ \\
IIIIIII I
LILLLL L4122 7777 \i\ A\
22220 K1 722777 \\
A N
ARy NN
L2211 1100227777 \Q\ \§ \\
21207777 77777777 N
LI I

O

Med hjilp av kvadratkomplettering hirleder vi nu en vilkind formel for 16sningarna

till vilken andragradsekvation som helst

S

Cpxtqg=0 — x2+2-§
— x2+2~§

p>2
< —
(’“L 2

12 (p)z
= —=1/l%z) —
x—|—2 ) q

som ger:

(

14

2

X = __<I

xt

P\ 2
)

)2_

(50

q
p
11 —
eller x+2

V(5) -

Andragradsekvationen x* + px + ¢ = 0 har rotterna

xlz—g-i-

2 2

2
(‘1—7> —q och x=-—

14

2

_<£

2

E

47



Resultatet ovan har du sidkert anvdant manga ganger. Ofta skrivs det med en formel:

p P\?
-5
T 2) 14

Den &r inte sa svar att memorera, men minnet blir litt lite diffust efter ett tag. Darfor ar
det betydligt bittre om du dven kan kvadratkomplettera och pa det viset komma fram
till 16sningen utan att anvdnda formeln. Tecknet + dr praktiskt vid kalkyler men man
bor alltid ange de tva rotterna separat.

Exempel. Vi loser tva andragradsekvationer genom att anvidnda formeln vi precis
hirledde.

a) Ekvationen x2 + 6x+ 5 = 0 har rotterna

Xia=-3+4/(-3)2-5=-3+V9-5=-3+V4=-3+2
dvsx;=-3+2=—-1lochx; =-3-2=-5.

b) Observera att i ekvationen i formeln for 16sningarna #r koefficienten framfor x2
lika med 1. Ekvationen 6 + 3x — 4x2 = 0 har koefficenten —4 framfor x2, s& for
att anvianda formeln maste vi forst dividera med —4 vilket ger

xz—éx—ézo.

4 2

Denna har rotterna

TN TEASE N _g /9+96 _ 3, 105
12= g+ 28\/ g+ 8 8

Alltsé dr x; = (3++/105)/8 och x, = (3 —+/105)

Observera! Det dr inte alltid nodvéndigt att rdkna for att bestimma en ekvations rotter.
Detta illustreras av foljande exempel.

Exempel. Ekvationen (x —1)(x+3) = 0 har de tva losningarna x; = 1 och x, = —3.
Detta forklaras av att en produkt av tva tal dr O om minst ett av talen dr 0, men inte
annars. Produkten (x — 1)(x+ 3) dr alltsa O precis da x — 1 = 0 eller x + 3 = 0 vilket
ger de tva 16sningarna.

PA samma siitt ser vi att ekvationen x> + px = 0 har de tva 16sningarna x; = 0 och
xy = —p, eftersom x% + px = x(x + p). O

Anmérkning: Om vi multiplicerar ihop de tva termerna féar vi att (x — 1)(x+3) =
x% 4+ 2x — 3. Ekvationen x2 4+ 2x — 3 = 0 har allts de tva rétterna x; = 1 och x, = —3.
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Det vi ser hir ir ett generellt fenomen: ekvationen x? + px + ¢ = 0 har rotterna x; och
x» om och endast om vi har en faktoruppdelning

Pt pxtg=(x—x1)(x—x2).

Detta ger bade en mojlighet att kontrollera att rotterna dr korrekta och en mojlighet att
enkelt gissa heltalsrotter. Notera speciellt att produkten av rotterna uppfyller xjx; = ¢
och summan av dem x; +x; = —p.

Observera! En ekvation x* = a, dir a ir ett negativt tal, saknar reella rotter. Det finns

ju inte nagot reellt tal vars kvadrat dr negativ. Daremot finns det komplexa 16sningar.
Ekvationen x2 = —4 har l6sningarna x| = 2i och x, = —2i dér i 4r den imagindra
enheten. Genom kvadratkomplettering ser vi att ekvationen x> +2x 42 = 0 har rétterna
x1 = —14ioch x, = —1—i. Vi aterkommer till detta i ett senare kapitel. Har och nu
dar vi endast intresserade av reella 16sningar.

2.21 Ovningar

2.2.1 Los ekvationerna
a) X>+3x—4=0 b) 3+2x—x*=0 ¢) 2x*=3+x
d) 3x+7x2=0 e) 4x?+9=12x f) Sx*+3x=1
2.2.2 Kvadratkomplettera
a) x*+4x+1 b) 4x*—36x+100  ¢) 3—12x—x?
2.2.3 Faktoruppdela (med reella tal)
a) xX>+x—6 b) 8—6x—2x?
c) X>—x—1 d) x*+x+1
2.2.4 Bestdm en andragradsekvation med rétterna

a) 2och -5 b) —3 och 3 ¢) 1+v5o0ch1-v5

2.3 Ekvationer som leder till andragradsekvationer
En del ekvationer kan dverforas till en andragradsekvation genom en algebraisk om-

skrivning. Det dr dock viktigt att tinka sig for ndr man gér omskrivningar. Det kan
namligen intréffa bade att man skapar nya falska rotter och att man tappar bort rotter.
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Om en ekvation multipliceras med en faktor, som innehaller den obekanta variabeln,
kan man fa extra rotter. Ekvationen (x — 1)(x —2) = 0 har rétterna x; = 1 och xp = 2.
Om vi multiplicerar med x — 3 far vi ekvationen (x — 1)(x —2)(x — 3) = 0 som har
ytterligare en rot x3 = 3.

PA samma sitt leder ofta division till att rotter tappas bort. Ekvationen x* + 4x = 0
har rotterna x; = 0 och x, = —4. Division med x leder till ekvationen x +4 = 0, roten
x1 = 0 tappas bort.

Det &r darfor extra viktigt att prova de erhallna rotterna i den givna ekvationen och,
naturligtvis, tinka sig noga for da man dividerar med en faktor som innehéller den
obekanta. Man ska alltid stilla sig fragan: Nar &r det jag dividerar med lika med 0?

For ekvationer som innehéller rationella uttryck &r det ndstan alltid en bra idé att mul-
tiplicera ekvaionen med minsta gemensamma multipel av nimnarna. Det giller da att
vara medveten om att detta kan introducera nya falska rotter.

Exempel. Vi loser ekvationen x — —— =0
x+2
Losning. Ekvationen innehaller ett rationellt uttryck och vi multiplicerar déarfér med

ndamnaren x+ 2. Rotterna till den nya ekvationen x(x+2) — 8 = 0 bestdims med kvadrat-
komplettering:

x(x42)-8=0 = xX*+2x=8<=x*+2+1=9
—= (+1)P?=9=x,=—1%£3.

Rotterna ar alltsa x; = 2 och x, = —4. Vi provar dessa i ursprungsekvationen och
finner att bada #r korrekta. (Eftersom vi multiplicerade med x + 2 &r enda mojliga
falska roten —2. Kontrollen var logiskt sett 6verflodig, men man bor alltid kontrollera
genom insittning. Da uppticker man ju ocksa om man rakat gora ett riknefel.) OJ

Vissa ekvationer, som innehaller rottecken kan Overforas till en andragradsekvation
genom att de bada leden kvadreras. Detta bygger pa att om a och b &r positiva tal och
b = \/a s& ir b> = a. Notera att om b ir ett negativt tal och b = —/a s ir ocksd b* = a.
Den kvadrerade ekvationen kan ha fler rétter an den givna.

Exempel. Vi loser ekvationen v/2x + 143 = x.

Losning. Vi noterar forst att eftersom /2x+ 143 > 0 sa maste x > 0. Ekvationen
kvadreras. Den nya ekvationen 2x + 143 = x? skrivs om till

X —2x—143 =0.

Denna har rotterna xj o = 1 £v/144 = 1 £12. Roten x; = 13 ér rot till givna ekvationen
eftersom v/2- 12+ 143 = /169 = 13. Déremot dr x, = —11 en falsk rot, eftersom vi

redan fran borjan noterade att det dr nddviandigt med x > 0. Denna falska rot fas pga
kvadreringen och ir rot till /2x 4143 = —x. U
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Exempel. Vi loser ekvationen 1+ v/xZ +5 = 2x.

Losning. For att vid kvadrering bli av med ett rotuttryck sa maste detta vara ensamt pa
ena sidan i ekvationen. Vi skriver dirfor ekvationen som v/x% 4 5 = 2x — 1. Kvadrering
ger x> +5 = (2x— 1)? som utvecklas till x> +5 = 4x? —4x+1,dvs

3x% —dx—4=0.
Vi loser denna och féar x; =2 och x, = —2/3. Nu maste provning ske genom insittning
i den givna ekvationen, eller hellre genom provning i ekvationen vxZ +5 = 2x — 1,

varvid endast tecknet behover provas, eftersom qz =p<=q=./pellerq=—/p:
Alternativet x; = 2 ger hogerledet
HL=2x—1=2-2—-1=4-1=3>0,

sa x; = 2 dr en rot till den givna ekvationen. For sidkerhets skull kontrollerar vi dven
vénsterledet (vi kan ju ha réiknat fel). Vi far

VL= V45 =VAT5 =10 =3
vilket bekréftar att x; = 2 dr en rot till den givna ekvationen.
Alternativet x, = —2/3 ger

HL:2(—§)—1<0
Alltsa dr x, = —2/3 en falsk rot.

Svar: Ekvationen har roten x| = 2. ]

Flera olika typer av ekvationer, t ex fjirdegradsekvationer som saknar x- och x>-termer,
vissa ekvationer som innehaller rotuttryck och en del andra, kan overforas till an-
dragradsekvationer med ldmpliga substitutioner.

En fjirdegradsekvation som saknar x- och x3-termer, d v s en ekvation pa for-
men
4 2., .
ax"+bx"+c=0,

2

kan med substitutionen x“ = z 6verforas till en andragradsekvation for z

az2+bz—|—c:0.

Om denna andragradsekvation har de icke-negativa rotterna z; och zp, sd har den ur-

sprungliga fjardegradsekvationen de reella rotterna xy » = £,/z1 och x34 = £,/22, ty
2

xX° =z
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Exempel. Vi loser ekvationen x* —20x% + 64 = 0.
Losning. Sitt x> = z. D4 fas z2 — 20z + 64 = 0 med rotter

212 =10=v100—-64 =1046, dvs z; =16 och z, =4.

Eftersom vi satte z = x2, s far vi att x> = z; = 16 ger x; = 4 och x, = —4, samt att
x?> = 7o = 4 ger x3 = 2 och x4 = —2. Rotterna till x* —20x% + 64 = 0 ir alltsa 4, —4,2
och —2. O

Ibland ar det enklast att 16sa en ekvation som innehaller rottecken med hjilp av en
substitution.

Exempel. Vi loser ekvationen x 4 /x = 6.

Losning. Sitt \/x = z. DA fas 72 +z = 6 vars rotter &r

1 25 —1+5
Z1,2=—§i 2= 5 sd z1 =2 och 7o = —3.

Vi satte z = \/x, s& \/x = 71 = 2 = x = 4, medan /x = 7, = —3 dr orimligt.

Den givna ekvationen har en enda rot, x = 4. 0

2.3.1 Ovningar Efter dessa ir det impligt att gora prov 2a

2.3.1 Los ekvationerna.
a) x+3=4-x"! b) x+9%x =12 c) 34x2=x""!

2.3.2 Los ekvationerna genom kvadrering.

a) x—6=/x b) x+1=vVx2+5 ¢ x—2=vx2—4x+5
d) 34+vx2—6x+9="2x e) x+2/x=8

f) Vx+132=x g Vx+l-Vx+6—x=3

h) 2x+ Va2 +x=1 ) Vxtr3=+vx—2+vx-5

2.3.3 Los ekvationerna.

a) X*—7x24+12=0 b) 1225—74x*+x* =0
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c) X*—x?—12=0 d) 24x> =72+2x*
e) 6x*=7x2+3
2.3.4 Los ekvationerna med substitution.

a) x—6=+/x b) x+6yx=1 ¢) x+2=3x

2.4 Linjira ekvationssystem

Ibland har man flera ekvationer med flera obekanta, och man vill 16sa ekvationssyste-
met, d vs hitta alla virden for de obekanta som uppfyller alla ekvationer samtidigt.

Nir man skall 16sa ett sadant system forsoker man genom elimination skaffa sig en
ekvation, som endast innehaller en obekant. Nir man vil har 10st denna kan man sitta
in vérdet i en av ursprungsekvationerna och 16sa for den andra obekanta variabeln om
det &r tva variabler. Om det &r fler @n tva variabler far man upprepa eliminationen for
en annan variabel.

Exempel. Los ekvationssystemet

3x+2y=35
Ix+3y=1.

Metod 1: (Substitutionsmetoden) Man kan 16sa ut x i den forsta ekvationen och fa
5—2y

—5
Nir man sétter in detta (substituerar) i den andra ekvationen far man

5-2
7-<Ty>+3y:l<:>35—14y+9y:3<:>32:5y

och didrmed y = 32/5 och x = (5—2y)/3 = —13/5.

Metod 2: (Additionsmetoden) Multiplicera (for att eliminera x) de givna ekvationerna
med 7 respektive —3 och addera:

21x+ 14y =35
—2Ix—9y=-3

Sy=32

Hir far man y = 32/5, som insatt i en av de givna ekvationerna (vilken som helst) ger
x=—13/5.

Svar: Vi far 16sningen x = —13/5 och y = 32/5

Observera! Man bor alltid kontrollera svaret genom insittning i de givna ekvationer-
na. U
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Anmaérkning 1. I exemplet ovan giller att:

3x+2y=35 3x+2y=35
Tx+3y=1 S5y=32

dir det hogra ekvationssystemet dr trianguldrt, d v s koefficienterna for x och y bildar
en triangel. Nir ett system #r triangulédrt, sa dr en av de obekanta redan eliminerad i
sista ekvationen, sa systemet dr forberett for 16sning.

Anmiérkning 2. Det spelar ingen roll vilken av variablerna man eliminerar, sa man
kan borja med den som leder till de enklaste uttrycken. Variablerna kan ha andra namn
dn x och y, vilka som helst egentligen. Man kan dessutom utvidga metoderna till system
med tre eller fler ekvationer (och tre eller fler variabler).

Exempel. Los ekvationssystemet

3x+2y=5
6x+4y=09.

Lésning. Multiplicera (for att eliminera x) den forsta ekvationen med —2 och addera:

—6x—4y = -10
6x+4y = 9
0 = -1
Hir far vi en motsigelse och det betyder att ekvationssystemet saknar 16sning. 0

Anmirkning 3. Geometriskt motsvarar den linjdra ekvationen ax + by = ¢ en rdt
linje. (Hir 4r a, b, c fasta parameter och x,y variabler). Ett system av tva sadana linjdra
ekvationer motsvarar alltsa skdarningspunkterna mellan tva rita linjer. Detta har ddrmed

e ¢n l6sning om de rita linjerna ér skdrande,
e ingen 16sning om de rita linjerna &r parallella (och olika),

e odndligt manga losningar om de rita linjerna sammanfaller.
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2.4.1 Ovningar Efter dessa ir det limpligt att gora prov 2b

2.4.1 Los ekvationssystemen.

2) 2x+3y=10 b) 3x—2y=10 ) 2x+3y=2
2x—y=6 x+y=>5 Tx+5y=—4
3x—2y=3 Sx+y=3

d) {9x—6y:8 ¢) { 10x+2y =6

f 1554 14t =59 ) I/x+1/y=5/6
12s—35t =1 1 1x—1/y=1/6
6x+5y+z=45 2x—y+2z=20,1

h) Sx+2y—z=23 i) x+y—z2=9,9
13x—T7y+z=06 3x+2y+8z=130,4
a+2b+c=3 x+2y+2z=3

j) a—b+2c=2 k) 3x+y+2z=7
3a—2b+c= -3 Sx+4y+2z=0

2.4.2 En person som tillfragades om sin dlder svarade: "For 9 ar sedan var jag 26
ganger sa gammal som min son, men om 2 ar blir jag blott 4 ganger sa gammal.”
Hur gammal var han? (Du kan behova rikna med halvar.)

2.5 Polynom, ekvationer av hogre grad, faktorsatsen, polynomdi-
vision

Vi ska nu titta lite pa polynom. Polynom bestar av en summa av termer pa formen ax”,
dir koefficienten a ar ett tal, exponenten n > 0 ett heltal (med andra ord ett naturligt
tal) samt x en variabel. Den hogsta exponenten n med koefficienten skild ifran O i ett
polynom kallas for graden av polynomet. (Istillet for x kan man forstas anvianda en
annan variabel om man sa vill.)

Exempel. Nir vi loste andragradsekvationer sa hade vi uttryck pa formen x> +3x+ 1.
Detta ir ett polynom av grad 2. Uttrycket x* + 3x> + x dr ett polynom av grad 4.

Diremot #r inte uttrycken x> +x~! + I eller x> + \/x + 1 ndgra polynom, eftersom
exponenten i den andra termen i bada fallen inte dr ett naturligt tal. 0

Vi later p(x) beteckna ett polynom och a ett tal. Virdet i en punkt a f6r polynomet dr
p(a), dvs vi ersitter helt enkelt x med a. Ett nollstlle till polynomet &r ett tal b sadant

p(b) =0.
Exempel. Lit p(x) = x> 4 3x+2. Virdet i 2 dr di p(2) =22 +3-2+2 = 12 och virdet
i—1drp(—1)=(=1)2+3-(—=1)+2=0. Alltsa & —1 ett nollstlle till polynomet. [J
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Det finns ett viktigt samband mellan nollstillen till ett polynom och faktorer till poly-
nomet. Foljande sats dr mycket viktig att behdrska for att kunna arbeta med polynom.

Faktorsatsen: Antag att p(x) dr ett polynom och a ett tal. Da &r a ett nollstille
till p(x), dvs p(a) =0, om och endast om x — g &r en faktor i p(x), dvs

p(x) = (x—a)-q(x),

ddr g(x) dr ett polynom med grad ett mindre &n p(x).

Exempel. Vi sig i exemplet ovan att —1 ir ett nollstille till polynomet p(x) = x> +
3x+ 2. Enligt faktorsatsen vet vi dirmed att

X4 3x4+2 = (x—(=1))-q(x) = (x+1)-q(x),

ddr g(x) dr ett polynom av grad 2-1=1. Alltsé dr g(x) = kx + m for nagra tal k och m.
Vi kan rikna ut vad ¢(x) dr genom att utnyttja likheten

K 43x+2 = (x+1)-gx) = (x+1)(kx+m)
= ko kx4 mx+m = kx> + (k+m)x+m.

Genom att identifiera koefficienterna for x* far vi k = 1 och om vi identifierar konstan-
terna sa far vi m = 2. En extra kontroll far man genom att man ser att koefficienterna
for x dr 3 respektive k+m = 1+2 = 3. Alltsa ar

K 43x+2=(x+1)(x+2),

och alltsa dr ocksa —2 ett nollstille till polynomet. (Eventuellt kanske du kunde listat
ut att det skulle vara just x + 2 direkt i huvudet?) U

Metoden som anvindes i exemplet att hitta den andra faktorn niar man kinner en faktor
i ett polynom kallas for kort division. Man kan alternativt anvinda sig av lang division
med liggande stolen ungefiar som for tal. Vi illustrerar de tva metoderna i ytterligare
ett exempel.

Exempel. Vi tittar pa tredjegradspolynomet x> — 9x + 10. Genom att testa si ser vi
att 2 ir ett nollstille till polynomet, ty 23 —9-2 4 10 = 0. Dirmed vet vi enligt fak-
torsatsen att x — 2 ir en faktor och att x> —9x + 10 = (x — 2) - g(x), dir g(x) &r ett
andragradspolynom.

Vi bestimmer forst ¢(x) med kort division. Vi har

X —9x4+10= (x—2)(ax* +bx+c¢) = ax’ + (=2a+b)x* + (—2b+¢)x — 2c.
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Koefficienten framfor x> ger a = 1 och konstanten ger 10 = —2¢ s ¢ = —5. Koeffici-
enten framfor x> ger nu 0 = —2a +b = —2+4 b s& b = 2. Kontroll med koefficienten
framfor x ger —9 = —2b+ ¢ = —2-2 — 5 vilket stimmer alldeles utmarkt. Vi far alltsa

X —9%x4+10= (x—2)(x*+2x—5).

Vi utfor nu lang division med liggande stolen. Hir bestimmer man successivt koeffi-
cienten for den hogsta kvarvarande exponenten.

X? X2 +2x x2+2x -5

x3-9x+ 10 | x-2 x3-9x+ 10 | x-2 x3-9x+ 10 | x-2 x3-9x+10 | x-2

-x2(x-2) -x2(x-2) -x2(x-2)
2x2-9x+10 2x2-9x+ 10 2x2-9x+ 10
-2x(x-2) -2x(x-2)
-5x+10 -5x+10
-(-9)(x-2)
0

I forsta steget fragar vi oss hur manga ganger gar hogsta termen, x, i nimnaren i hogsta
termen i tiljaren d vs x>. Jo, den gar x> ganger. Vi skriver detta Gverst och subtraherar
sedan x?(x — 2) ifrén tiljaren och far 2x> — 9x+ 10. Nu frigar vi oss hur manga ganger
gar hogsta termen, x, i nimnaren i hogsta termen i det som aterstar av tiljaren dvs
2x?. Jo, den gér 2x ginger. Vi ligger till detta 6verst och subtraherar sedan 2x(x — 2)
ifran aterstoden av téljaren och far —5x + 10. Nu fragar vi oss hur méanga ganger gar
hogsta termen, x, i ndimnaren i hogsta termen i det som aterstar av tiljaren dvs —5x.
Jo, den gér —5 géanger. Vi ldgger till detta Gverst och subtraherar sedan —5(x —2) ifran
aterstoden av tiljaren och far 0. Darmed ser vi att resten blir O (det visste vi ju redan)
och kvoten blir x> +2x — 5. U

Faktorsatsen kan man anvinda for att forkorta uttryck som bestar av en kvot av tva po-
lynom. For att forkorta ett sadant uttryck maste man hitta en gemensam faktor mellan
de tva polynomen. Vi tittar pa ett exempel.

Exempel. Forkorta
3

X —x
x3 4 5x2 — 6x

sa langt det gar. Forst observerar vi att man kan bryta ut faktorn x ur bade tiljare och
ndmnare som vi forkortar bort. Kvar blir da

-1

x2+5x—6

Téljaren kan vi faktorisera med hjilp av konjugatregeln till (x — 1) (x+ 1). For att kolla
om nagon av dessa tva &r faktorer i nimnaren sa kollar vi om 1 eller —1 &r ett nollstille
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till x> 4 S5x — 6. Vi finner att 1 ir ett nollstille och faktoriserar (med kort division som
ovan) x> 4 5x — 6 = (x — 1)(x + 6). Dirmed kan vi forkorta bort x — 1 och fér till slut

x+1
x+6’
vilket inte kan forkortas mer.

Observera att det urspungliga och det forkortade uttrycket ar lika for alla x utom x =0
och x = 1. For dessa tva virden ir ju inte det ursprungliga uttrycket definierat. U

Vi sdg i ett exempel ovan att om man visste ett nollstille till ett andragradspolynom sa
kunde man med hjilp av faktorisering fa det andra nollstéllet. Fér andragradspolynom
har vi ju redan en allmén metod for att hitta nollstillen, men for polynom av hogre grad
kan man ha stor nytta av denna observation. Antag att vi har ett tredjegradspolynom
p(x) som vi vill hitta alla nollstéllen till och att vi kinner till att a dr ett nollstélle. Da
ar p(x) = (x—a) - g(x) ddr g(x) dr ett andragradspolynom. Ett nollstille till p(x) &r nu
ett nollstille till antingen x — a eller till g(x). Alltsa for att hitta 6vriga nollstillen till
p(x) sé hittar vi nollstillena till andragradspolynomet ¢(x) vilket vi vet hur man gor.

Exempel. Vi 16ser ekvationen x> —9x+ 10 = 0. Vi sdg i ett tidigare exempel att
X —9x+ 10 = (x —2)(x*> +2x —5), sd att x; = 2 ir en 16sning och eventuellt and-
ra 16sningar 4r nollstillen till x*> 4+ 2x — 5. Dessa hittar vi med formeln for 16sningar till
andragradsekvationer:

X3 = —%i (%)2—(—5) =—1£V6

Rotterna dr alltsa x; =2, xp = —1+ V6 ochx; = —1—6. O

Foljande resultat kan man ha nytta av om man ska forsoka hitta ett nollstélle till ett
polynom av grad 3 eller hogre med heltalskoefficienter.

Antag att vi har ett polynom x> + cx? + bx + a dir alla koefficienter ér heltal.
Om x; 4r ett heltal som &r ett nollstélle till polynomet sa géller att konstant-
termen a ir en multipel av x;.

Med andra ord sa &r varje heltalsnollstille en delare till konstanttermen a. Samma sak
giller for polynom x" 4 ...+ bx+a av vilken grad n som helst.

Exempel. Vi tittar pa polynomet x* + x> — 7x> — x 4 6. Det har endast heltalskoef-
ficienter sa om det har nagot heltal som nollstille sa maste det vara en delare till 6.
Mojliga nollstillen blir alltsa {1, —1,2, —2, 3, —3, 6, —6}. Om man testar dessa tal sa
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finner man att 4 av dem idr nollstillen namligen {1, —1,2, —3}. Vi kan alltsa faktori-
sera polynomet som

A =T —x4+6=(x—1)(x+1)(x—2)(x+3). 0
Om ett polynom p(x) har samma faktor (x —a) tva ganger sa sdger man att a ér en dub-

belrot till ekvationen p(x) = 0 (om den forekommer tre ganger sa kallas den trippelrot
osV).

Exempel. Los ekvationen (x> —2x —7)? = 0.

Losning: Forst 16ses ekvationen x> —2x —7 = 0, som har rétterna xjp=1=% 2V2.
Polynomet kan faktoriseras som

(P —2x—7)% = (x— (14+2v2))*(x— (1 -2V2))*,
s& 14 2v/2 och 1+ 2+/2 ir dubbelrotter. O

2.5.1 Ovningar Efter dessa ir det limpligt att gora prov 2c

2.5.1 Forenkla foljande kvoter mellan polynom sa langt det gar.

. x> —2x+1 b) x> —4x
x2+3x—4 x4 —7Tx? +6x
2.5.2 Los foljande ekvationer. Tips: De har minst en rot som ir ett heltal.
a) X*+3x>+x=0 b) ¥ —2x*—5x+6=0
©) 200+ 14x* +22x+4 =0 d) 6+3x>—5x—x'=0

2.5.3 Los foljande ekvationer. Ange om nagon av rotterna &r dubbelrot eller trippelrot.
a) (x—1)>=0 b) ¥*—-1=0 ) (¥*—17°=0

2.5.4 Faktoruppdela foljande polynom.
a) X —2x2=5x+6 b) X*+7%+11lx+2 ¢) 6+3x*—5x—x°

3 Geometri

Detta kapitel handlar om analytisk geometri, speciellt réta linjens och cirkelns ekva-
tioner, samt trigonometri.

Grunden till den analytiska geometri som behandlas hir &r euklidisk geometri, vi inle-
der darfor med att paminna om vissa begrepp och formulera nagra viktiga satser inom
den euklidiska geometrin.
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3.1 Euklidisk geometri

Att diskutera geometri pa ett sitt som dr logiskt oantastligt r inte helt enkelt och kréver
en axiomatisk grund som vi inte ska berora. Vi ndjer oss med en intuitiv uppfattning
och utgar fran att alla har en gemensam inre bild av ett plan som har sin utbredning i tva
dimensioner och saknar begrinsningar, rita linjer i detta plan vilka har sin utbredning
i en dimension och dr obegrinsade samt punkter som fyller planet men inte har nagon
utbredning alls.

Det dr praktiskt att ha vissa konventioner/overenskommelser om hur olika begrepp
betecknas.

I detta kapitel betecknas punkter med stora bokstidver A, B, C osv.
Med

e [injen AB menas linjen genom punkterna A och B.

e stralen AB menas den del av linjen AB som borjar 8 P g
i A, genomloper B och fortsitter obegrinsat at det
hallet.
A C E

e strickan AB menas den del av linjen som ligger
mellan A och B.

Om inget annat sdgs sa avses med AB strickan AB. Figur 1: Linjen AB, strilen CD
Léngden av strickan AB betecknas |[AB|. Om vi behdver o striickan EF.

enklare beteckningar for ldngder sa betecknas dessa med

sma bokstiver, a, b, c os V.

Tva stralar eller strickor AB och AC bildar en vinkel / ¢

med spets vid A. Denna betecknas ZA eller ZBAC. A a B
Stralarna kallas vinkelns ben. Egentligen ger de tva
stralarna upphov till tva vinklar, oftast en som dr mind-

re dn ett halvt varv och en som &r stérre. Om inget
sarskilt papekas sa avses den mindre av de tva.

Figur 2: Vinkeln ZA eller ZBAC.

Storleken, mitetalet, for ZA betecknas oftast ocksa med ZA eller, om detta &r oprak-
tiskt, med sma bokstiver, u, v, &, B, osv. Vi aterkommer till vinkelmétning senare.

Da tva linjer skér varandra i en punkt bildas fyra vinklar. Tva vinklar som da har ett
vinkelben gemensamt kallas supplementvinklar eller sidovinklar, och tva som inte har
ett gemensamt ben kallas vertikalvinklar. Vi far supplementvinklar ocksa om vi later en
strale utga fran en punkt pa en linje. Om en vinkel &r lika stor som sin supplementvinkel
sa sdger vi att vinkeln &r rdt. En rit vinkel dr en fjiardedels varv. Beroende pa hur man
anger vinklars storlek &dr den rita vinkeln % radianer eller 90° (90 grader). En vinkel
som tillsammans med en given vinkel bildar en rét vinkel kallas komplementvinkel till
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den givna. En vinkel som dr mindre &n en rit dr spetsig. En vinkel som dr mindre in
ett halvt varv men storre dn en rit dr trubbig.

(a) Supplementvinklar (b) Vertikalvinklar (c) Komplementvinklar

Figur 3: Olika typer av par av vinklar. Vinkeln ¢ ir spetsig, medan f3 &r trubbig.

En av de forsta geometrisatser man far lédra sig i skolan &r foljande sats.

Sats: Vinkelsumman i en triangel dr alltid 180°.

3.1.1 Kongruens och likformighet

For alla resonemang om geometri dr kongruens- och likformighetsbegreppen viktiga.

Tva figurer i planet dr kongruenta om man genom att flytta, vrida och eventuellt vinda
(spegla) den ena figuren kan fa den att sammanfalla med den andra.

Tvé vinklar, ZBAC och Z/B'A’C’, iir lika stora, Z/BAC = Z/B'A’C’, om de ir kongruenta.
T.ex. dr vertikalvinklar lika stora. Tvé strickor AB och A’B’ ir lika langa precis nir de
ar kongruenta.

En triangel med horn A, B och C betecknar vi med AABC. Tva trianglar AABC och
AA'B'C’ ir kongruenta precis nir

|AB| = |A’B'|, |BC| = |B'C'|, |AC| = |A'C/|
och
/A=/A' /B= /B, /C=/C

Notera att ordningen pa hornen 4r visentlig ndr man anvinder detta beteckningssitt
for trianglar 1 kombination med begreppet kongruens. Det dr vil ingen Overraskning
att om vissa av de sex villkoren ovan giller, sa kommer de andra ocksa att gora det.
Nirmare bestamt géller de tre sa kallade kongruensfallen:
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Kongruensfallen

1. Sida - vinkel - sida: Om |AB| = |[A'B'|, /B = /B’ och |BC| = |B'C/|
sd dr trianglarna NABC och NA'B'C’ kongruenta.

2. Sida - sida — sida: Om |AB| = |A’B'|, |BC| = |B'C’| och |AC| = |A'C/|
sd dr trianglarna NABC och NA'B'C' kongruenta.

3. Vinkel - sida — vinkel: Om /A = /A, |AB| = |A’B'| och /B = /B’ sd
trianglarna NABC och NA'B'C’ kongruenta.

' A
A AC
B
~ C o 5
B’ CA

(a) 1:a fallet (b) 2:a fallet

B

(c) 3:e fallet

Figur 4: De olika kongruensfallen.

Det finns faktiskt ett fjarde kongruensfall, men man far se

upp med formuleringen av det. Fallet Vinkel — Sida — Sida A
ger inte alltid kongruenta trianglar. For att se detta kan

man dra en stricka AB och sla en cirkel med medelpunkt

i B och radie mindre dn |AB|. Drag sedan en linje genom

A som skér cirkeln i tva nya punkter, forst i C sedan i Figur 5: Ett “falskt” fall.
D. For trianglarna AABC och AABD giller da att ZA =

ZA, |AB| = |AB| och |BC| = |BD| (= cirkelns radie), men trianglarna ar uppenbarligen
inte kongruenta. Men om man kréver att den vinkel som &r lika i de tva trianglarna ska
sta mot den ldngsta sidan géller kongruens:

4. Om /A = /A', |AB| = |A’B'|,|BC| = |B'C’| och sidorna AC och A’C’ &r ldngst i
trianglarna AABC respektive AA’B'C’, sa ir de bada trianglarna kongruenta.
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Lost talat betyder begreppet kongruens mellan trianglar att de har samma form och
samma storlek. Tva trianglar som har samma form men inte nodvindigtvis samma
storlek sigs vara likformiga. Mer precist dr tva trianglar AABC och AA’B'C’ likformi-
ga om

|AB|  |AC|  |BC|

/A=/A", /B= /B, /C=/C" och = = .
? ’ oc ‘AIB/’ ‘AIC/| ]B’C’|

c A

B~
C B’
Figur 6: Exempel pa tva likformiga (men inte kongruenta) trianglar.

Den viktigaste satsen om likformiga trianglar &r topptriangelsatsen. 1 figur 7 ir DE
parallell med BC. Triangeln AADE ir da en topptriangel i den storre triangeln AABC.
Topptriangelsatsen siger da att de tva trianglarna AADE och AABC ir likformiga.

A

C
Figur 7: Triangeln AADE ér en topptriangel i den storre triangeln AABC

De olika kongruensfallen har sina motsvarande likformighetsfall som bevisas genom
att man visar att den mindre av de tva trianglarna &r kongruent med en topptriangel i
den storre.

Likformighetsfallen

1. Sida - vinkel - sida: Om det for trianglarna NABC och NA'B'C’ giiller

C O ee . . .
att /A = /A" och — = — sd dr trianglarna likformiga.
cd b

2. Sida - sida — sida: Om det for trianglarna NABC och NA'B'C’ giiller
a b ¢ . . . .
att Ty o sa dar trianglarna likformiga..
3. Vinkel — (sida) — vinkel: Om det for trianglarna NABC och NA'B'C’
gdller att /A = ZA' och /B = /B’ sd dr trianglarna likformiga.
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AC

— A ,
B
,"'-'C C . . C A/
(a) 1:a fallet (b) 2:a fallet
A
o AT
B - - N |
/9 I| o C,
- . '1 “
Ir\
B "
(c) 3:e fallet
Figur 8: De olika likformighetsfallen.
C
Exempel. 1 figur 9 dr ZABC och ZADB rita
vinklar. Eftersom ZA dr gemensam for trianglarna D
AABC och ANADB ir dessa tva trianglar likformi-
ga enligt tredje likformighetsfallet. Pa samma sitt
visas att trianglarna AABC och ABDC ir likfor-
miga. U A B

Figur 9: Tre ritvinkliga trianglar.
3.1.2 Lingd, area och vinkelméitning

Att ge mitetal at strackors langd och figurers area &r inte sa okomplicerat som man kan
tro.

Nir det giller strickors ldngd dr idén att man utgar fran en faststilld enhetsstricka och
ger den mitetalet 1. Tanken &r sedan att man ger en annan given strickas langd ett
mitetal genom att se hur manga ganger den fastlagda enhetsstrackan gar i denna. Pro-
blemet dr forstas att detta i allménhet inte gar jamnt ut. For att 16sa det kan man dela
in enhetsstriackan i ett visst antal lika stora delar och se hur manga av dessa som yt-
terligare krivs for att méta den givna strickan. Samma svarighet dyker emellertid upp
igen: inte heller detta gar i allmédnhet jamnt ut, oavsett hur man indelar enhetsstrackan
i lika stora delar. Detta insag enligt en legend Hippasos, en av Pythagoras ldrjungar,
for i runda svéngar 2500 ar sedan.

Vi ska naturligtvis inte gora en stor affar av detta utan utgér fran att man med hjilp
av de reella talen kan mita strackors langd, pa ett sadant sitt att tva strackors langd
har samma matetal precis nir de dr kongruenta. Det reella tal som miter lingden av
strickan AB betecknas |AB|. Detta tal kallas ocksa avstdndet mellan punkterna A och
B.
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For att méta andra kurvor 4n strackor maste vi approximera kurvan med ett antal korta
strackor mellan punkter pa kurvan. Ju fler punkter dess bittre approximation. Kurvans
langd &r grinsvirdet for dessa approximationer.

En cirkel bestar av alla punkter som har samma avstand till en viss given punkt. Av-
stadet i fraga kallas cirkelns radie och den givna punkten kallas cirkelns medelpunkt.

Da det giller att berdkna cirkelns ldngd &r det enklast att
utga fran regelbundna n-horningar med horn pa cirkeln. RN
Sé gjorde redan Arkimedes. Man delar in n-horningen i / R
trianglar med spets i cirkelns medelpunkt och berdknar

basens lingd. Om man borjar med en regelbunden 6- ‘

horning, som har basen R och sedan fordubblar antalet \

horn gang pa gang, sa kan man berikna basens lingd med -~
Pythagoras sats (se 3.1.3 nedan). Detaljerna i detta lamnas
till ldsaren.

\
/

Figur 10: Cirkelskiva delad i
Av detta sitt att mita cirkelns omkrets foljer det att lika stora sektorer.
forhallandet mellan denna och cirkelns radie, eller for den

delen cirkelns diameter, 4r samma for alla cirklar. Kvoten mellan en cirkels omkrets
ar alltsa en och samma konstant som betecknas med den grekiska bokstaven 7. Det
betyder att en cirkel med radien R har omkretsen 27R.

Om cirkelns radie &r 1 sa har 6-horningen omkretsen 6. Eftersom cirkelns omkretsen
ar 27 sa far man narmevirdet 3 till 7. Inte sa bra, men det behovs inte sa manga
fordubblingar av antalet horn for att man skall fa riktigt bra virde pa z. For att fa de
miljontals decimaler som nu ér bestimda krivs emellertid helt annan teknik.

Ocksa areabegreppet dr som sagt komplicerat, men vi ska inte heller gora nan stor sak
av det.

Arean av en rektangel med bas av lingd a och hojd av
b langd b har arean ab.
a Drar man en diagonal i en rektangel far man tva

R ratvinkliga trianglar med bas a och hojd b. Arena av en
' sadan triangel maste ddrfor vara ab/2. Hirifran #r inte
b svart att Gvertyga sig om att arean av en triangel, vilken
som helst, har en area som ir hélften av produkten av ba-
sen och hojden.

Figur 11: Rektangel har area
ab, triangel ab /2. En intressant observation man kan gora i figur 10 ovan dr
att trianglarna ocksa delar in cirkelskivan i delar vars area vi kan berdkna. Om basen i
varje triangel dr L och hojden & sé &r arean L- h/2. Hojden dr, for stort n, i det ndrmaste
samma som cirkelns radie. Da vi summerar alla triangelareorna far vi ungefir cirkelns
omkrets multiplicerad med R/2. Eftersom omkretsen ér 2 - R - 7t far vi arean till 7 - R2.
En cirkelskiva med radie R har alltsi arean 7R?.
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Det ér alltsa samma forhallande mellan cirkelns omkrets och diameter som det mellan
cirkelskivans area och arean av en kvadrat med radien som sida. Detta upptickte ocksa
Arkimedes.

Vi definierar métetalet for en vinkel ZA som R’ dar s ar S

langden av en cirkelbage BC med medelpunkt i A och ra-
dien R som i figur 12. Eftersom alla cirklar &r likformiga C R
ar denna kvot oberoende av cirkelns radie. R

Man kan alternativt vilja att definiera vinkelns matt som A
langden av cirkelbagen BC da radien R = 1.

Om man vinder pi det hela kan man siga att en cir-  Figur 12: Cirkelbagen BC.
kelbage pa en cirkel med radie R har lingden aR, dir
o dr mattet, i radianer, pa vinkeln vid medelpunkten som bagen ger.

Miter man istédllet denna vinkel i grader, 1at oss sdga den da har mattet a°, sa blir
cirkelbagens ldngd

(o) ao
7R —
360 7 T 180

TR.

I huvudsak anvinder man radianer som enhet vid vinkelmitning i matematiken. Just
inom geometri dr det dock vanligare med grader. I forra avsnittet paminde vi om att

T
vinkelsumman i en triangel dr 7 (radianer) eller 180° och att en rét vinkel &r > eller
T
90°. De spetsiga vinklarna i en likbent ritvinklig triangel &r 1 eller 45°. En liksidig

T
triangel har vinklarna 3 eller 60°. Sambandet mellan de tva sitten att ange en vinkels

storlek ges av

(¢]

1° = —— =~ 0,017 radianer och 1 radian = ~57,3°

~ 180

3.1.3 Pythagoras sats

Geometrins formodligen mest kidnda sats dr Pythagoras sats. Den beskriver ett sam-
band mellan den ldngsta sidan, hypotenusan, i en ritvinklig triangel och det tva kor-
tare, kateterna. Fa resultat om nagot inom matematiken har en ldngre historia. Det dr
dokumenterat att satsen var kind redan av babylonierna fér 3500 ar sedan dven om
den fatt sitt namn efter en grekisk matematiker, Pythagoras, som verkade for ca 2500
ar sedan.

Sats: Om lidngderna av kateterna i en ridtvinklig triangel dr a respektive b och hypote-

nusans lingd #r ¢, s dr a® + b* = ¢,
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Det finns ett otal mer eller mindre olika bevis for denna sats. En del bygger pa area-
begreppet och gar till sa att man pa olika sitt pusslar i hop figurer. Vi ska emellertid
aterge ett som bygger pa likformighet.

Bevis.
Lat den ritvinkliga triangeln vara AABC med ZC rit. A
Drag, som i figur 13, hojden DC. Vi har da fatt tva
mindre trianglar ACBD och AACD som bada ér lik- b
formiga med den ursprungliga triangeln AABC, ef- C1

tersom de har tva vinklar gemensamma med den (/B B
och en rit, respektive ZA och en rit). a

C

Siitter vi ¢; = [BD| och ¢ = |AD| har viatt ¢; +-¢cy = ¢ Figur 13: Tre likformiga
och av likformigheten mellan ACBD och AABC samt  ratvinkliga trianglar.
AACD och AABC foljer att

a ¢ ) b ¢
— = — respektive — = —
¢ a ¢ b

och vi far da

a=c- c1 respektive b =c- c).

Addition ger nu

a+br= clc1+c) = .

3.1.4 Ovningar

3.1.1 Hur manga grader och radianer dr
a) 1/2 varv b) 1/8 varv c) 1/3 varv

d) 1/6 varv e) 3/4 varv f) 7/6 varv

3.1.2 Omvandla till radianer:
a) 90° b) 30° c) 45° d) 270°

e) 18° f) 150° o) 110°
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3.1.3 Omvandla till grader:
a) 3w b) m/2 c) 3m/4 d) 5m/12

3.1.4 Berikna ldngden av cirkelbagen i en cirkelsektor med

a) centrumvinkeln v = 60° och radien R = 2 (langdenheter)

b) v=150°0ochR =5 c) v=300°ochR=4/3.
3.1.5 Bestdm vinklen mellan tva (nérliggande) sidor i en regelbunden

a) 6-horning b) 5-horning ¢) n-horning.

Ledning: Vinkelsumman i en triangel dr 180° = 7 (radianer).

3.2 Trigonometri i ratvinkliga trianglar

I detta avsnitt definierar vi de trigonometrska funktionerna for spetsiga vinklar med
hjdlp av ritvinkliga trianglar.

3.2.1 Trigonometriska funktioner for vinklar < 90°

Betrakta nu tva rdtvinkliga trianglar AABC och B
AAB'C'med /A =v, /C=/C" = nx/2 och /B = B
/B' = m/2 — v. Hypotenusornas lingder ir |AB| = ¢

och |[A'B'| = (/. Kateternas ldngder ér |[BC| = a och c a | @
|B'C'| = d’ samt |AC| = b och |A/C'| =D'. ATV b
Eftersom de tva trianglarna &r likformiga géller det att c C

Figur 14: Tvd likformiga
ritvinkliga trianglar.

a b c
a b

Men da foljer det att
a d b_b’ocha_a'
c ¢ b b

Dessa tre kvoter beror alltsd endast av vinkeln v och vi kan definiera sinus, cosinus,
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tangens och cotangens for en spetsig vinkel v som

) a  motstaende katet
siny = —=
c hypotenusa
b  nirliggande katet
cosy = —=
c hypotenusa
) a  motstaende katet
any = -—= -
b  nirliggande katet’
b  nirliggande katet
coty = — = o .
a  motstaende katet

Av definitionerna foljer det direkt att

sinv 1
= —— och cotv= ——.

a
tany = — =
b cosv tanv

SNIS TSNS

Vi far ocksa genom att multiplicera med ndmnarna i definitionerna att

a=c-sinv, b=c-cosv, a=b-tanv och b=a-cotv.

Det foljer ocksa av definitionerna att sinv och tanv okar om v 6kar, medan cosv och
cotv minskar (sa lange vinkeln v dr spetsig).

Eftersom det for den andra spetsiga vinkeln /B, som dr komplementvinkeln till ZA,
T
giller att /B = 5V sa far vi att

. . (T
cos (——v) = sinv, sin <——v> = CcosV,

Qa8

T
tan (— — v) = cotv, cot (— — v) = tanv.
2 ’ 2

Man kommer ihag detta som att cosinus for en vinkel dr sinus for komplementvinkeln
och vice versa, samt tangens for en vinkel dr cotangens for komplementvinkeln och
vice versa.

Pythagoras sats ger oss foljande anvindbara samband mellan sinus och cosinus av en
vinkel.

Sats: (Trigonometriska ettan) For alla vinklar v i intervallet 0 < v < % giller att

2

sin2v+cos v=1.
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. . . .. v . a o a
Bevis. Med beteckningar som i definitionerna dr sinv = — och cosv = —. Da dr

C

2 b 2 2 b2 2
sin%v -+ cosZy = <c_1> + (—> _4 t = {Pythagoras sats} = C—2 =1,
c c c c

vilket dr precis det vi skulle bevisa. U

Anmairkning: Vi kommer att definiera sinv och cosv for vinklar som inte &r spetsiga
langre fram 1 kapitlet. Trigonometriska ettan och formlerna fér komplementvinklar
(vinklar vars summa dr 7r/2) giller dven dessa vinklar.

Vi hirleder nu virdena for sinv, cosv och tanv da v &r &r en spetsig vinkel i en likbent,
T

T T
ratvinklig triangel eller i en halv liksidig triangel dvs da v ar 2 eller 3

Vi far i figur 15 attuzg,v:gochw:g.
Pythagoras sats ger oss att ¢ = /2 och b = /3.

Definitionerna ger oss da foljande vérden:

T T T
v 6 4 3
v 1
i 1 1 V3
smmvy ) ﬁ ) ( u
V3 1 1 1
COsv 5 % 3
tanv L 1 V3 Figur 15: En likbent ritvinklig triangel
V3 samt en halv liksidig triangel.
3.2.2 Ovningar
3.2.1 Bestam exakta vérdet av
) 26 T T ¢ T
a SIn — -COS — - Cotl—
6 6 3
SIN— -COS — — COS — - S1n —
3 6 3 6

¢) (sin60°+sin45°)(cos30° —cos45°)
d) (tan60°—tan45°)/(1+tan60°-tan45°).
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3.2.2 Solvera (bestim alla sidor och vinklar 1)
foljande rétvinkliga trianglar med beteckningar
enligt figuren bredvid:

a) ¢c=4,0ochA=35°
b) a:3,00chA:§

C ¢) a=2,0ochc=23,0
d) a=2,0 ochb=3,0
e) b=5,00chB=>55°.

3.2.3 Bestam for v i intervallet 0 < v < g)

a) cosv och tanv, om sinv = 3/5, [Ledning: Rita en triangel med a = 3 och
c=175]

b) cosvochtanv, omsinv=2/3  c¢) sinvochtanv, om cosv=1/3
d) sinvochtanv, om cosv =0,4 e) sinv och cosv, omtanv=1/2

f) sinvoch cosv, omtanv=24/7 g) sinv och cosv, om cotv =0,7

3.3 Analytisk geometri

Analytisk geometri handlar om att ange punkter med hjélp av koordinater och sedan,
med hjilp av dessa, beskriva geometriska objekt genom ekvationer. Hér skall vi enbart
studera rita linjens ekvation och cirkelns ekvation samt grunderna till trigonometrin.
Grunden till det hela dr koordinatsystem.

3.3.1 Koordinatsystem

Ett ratvinkligt koordinatsystem bestar av tva lin-
jer som skér varandra under rit vinkel i en punkt.
Oftast ritar man ena linjen horisontellt, den kal-
las x-axeln, och den andra linjen y-axeln ritas
vertikalt. Deras skédrningspunkt kallas origo. Gi- ' -
vetvis kan koordinatsystem vridas om man sa %
onskar, men i detta kapitel héller vi oss till ho- !
risontell x-axel.

De tva koordinataxlarna ér fallinjer. Origo mot-

svarar talet 0 pi bade x- och y-axeln, punkterna Figur 16: Ritvinkligt koordinatsystem.
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till hoger pa x-axeln och uppat pa y-axeln motsvarar positiva tal, de till vinster och
nedat motsvarar negativa tal. Om punkten P ligger pa en av axlarna och motsvarar
talet a sa dr |a| = avstandet mellan origo och punkten P.

Varje punkt i planet kan nu tilldelas koordinater (a,b) pa foljande sitt. Vi drar forst
genom punkten en linje parallell med y-axeln. Denna linje skir x-axeln i en punkt som
motsvarat ett tal a. Drag ocksa en linje parallell med x-axeln. Denna skér y-axeln i en
punkt som motsvarar ett tal b.

Punkter i planet och ordnade par av reella tal svarar pa sa vis precis mot varandra. Vi
sager darfor att planet ar

R? = {(x,y) :x € Rochy € R}.

De tva koordinataxlarna delar in planet i fyra delar, kvadranter. Dessa numreras moturs
med borjan i forsta kvadranten dér bade x- och y-koordinaten dr positiva. I andra kva-
dranten dr x < 0 och y > 0. I tredje dr bada negativa och i fjarde drx > 0 och y < 0.

31 (X9 Betrakta nu tva punkter i planet (xj,y;) och

T (x2,y2). Dessa dr horn i en rétvinklig triangel
med (x1,y;) som det tredje hornet. De tva kate-
: ternas langder dr da |x; — x| och |y; — y2|. Pyt-
(XgYp) +o e (X Y) hagoras sats ger oss nu att hypotenusans ldngd
» X ar

Vi =2+ [y — P

Flgur 17: Avsténdet d mellan punktema EfteI'SOIIl aVSténdet frén cn punkt tlll €n annan
ar lingden av striackan mellan punkterna kan av-
standet, d, mellan (x1,y;) och (x;,y;) berdknas med avstindsformeln:

d= \/(xz—X1)2+(y2—y1)2

3.3.2 Riita linjer

Betrakta forst en linje parallell med x-axeln 1 y
ett koordinatsystem i R?. Eftersom alla punkter
pa denna linje har samma y-koordinat och alla
punkter med denna y-koordinat ligger pa linjen, y=b b
kan vi beskriva linjen som

{(x7y):y:b}7 ! a

X=a

79 Figur 18: Axelparallella linjer.



dvs som médngden av punkter i planet vars andra koordinat dr b. Vi sdger att ekvationen
y = b ir ekvationen for en rit linje parallell med y-axeln. P4 samma sitt dr x = a
ekvationen for en rit linje parallell med x-axeln.

Vi skall nu bestimma ekvationer for linjer som inte dr parallella med nidgon av koor-
dinataxlarna och borjar med en linje L som gar genom origo och nagon punkt (a,b) i
forsta kvadranten.

y Lat (x,y) vara en godtycklig punkt pa L med
A x> 0 (och y > 0). Vi har da tva ritvinkliga tri-

(xy) . anglar med ett horn i origo och ett pa L. Dessa
(ab) tva trianglar dr likformiga eftersom de har lika

b
: . vinklar. Da foljer det att — = Y Vilket ger
v : E a X

b
y=kx dir k= —.
a

Figur 19: Sned linje.

Konstanten k kallas riktningskoefficient for linjen.

Det &r ocksa viktigt att 1dgga marke till att
k = tanv,

dér v #r vinkeln mellan linjen och positiva x-axeln. An si linge har vi bara diskuterat
tangens av vinklar mellan O och 7 /2, men nir vi sedan kommer till godtyckliga vinklar
blir det uppenbart att det giller generellt.

b -
Om punkten (x,y) ligger pa linjen men x < 0 och y < 0, sa giller som ovan att — = -

a —x
vilket ocksa ger y = kx. Med ett liknande resonemang ser man att linjer genom origo

och en punkt 1 andra och fjdrde kvadranten har en ekvation y = kx, dédr k < 0.

y _ Betrakta nu en rit linje som skér y-axeln dir
(X1y) - . . ..

y = m. Denna ir parallell med en linje genom

origo och riktningskoefficient k. For punkten

(x,y —m) giller da att y — m = kx. Linjen ge-

nom (0,m) har alltsé ekvationen

- X y=kx+m.

Figur 20: Linje som inte gar genom origo.

ENPUNKTSFORMELN. Vi skall visa den sk enpunktsformeln. Denna séiger att ekva-
tionen for en rit linje, som &r parallell med linjen y = kx och gar genom en given punkt
(x0,0) dr

y—yo =k(x—xo).
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Bevis. Ekvationen y —yo = k(x — xo) kan skrivas om till y = kx + m dér m = yy — kx.
Alltsa dr det ekvationen for en rét linje parallell med linjen y = kx. Dessutom géller det
att inséttning av x = xg och y = yg ger 0 i bade vinster och hoger led av ekvationen.
Dirfor dr y — yo = k(x — xp) ocksa ekvationen for en linje genom (xo, o). O

TVAPUNKTSFORMELN. En riit linje, som gér genom tvd givna punkter (x1,y1) och
(x2,y2) med x| # xp, har ekvationen

2=
X2 — X1

y—yi '(X—xl)-

Detta dr den s k tvapunktsformeln for rita linjen.
Bevis.

Eftersom linjen gar genom (xj,y;) och y
(x2,¥2), dér x; # xp, sa kan riktningskoeffi- | (X2.¥2
cienten beridknas: '
_2=nNn
X2 — X1

k

Tillimpa nu enpunktsformeln med (xq,yo) =
(x1,y1) sé erhalls den sokta ekvationen. [J

Vi har hirlett tre typer av ekvationer for
rita linjer. Lodrita linjer har ekvationen x =
a, vagrita linjer har ekvationen y = b och
ovriga linjer y = kx +m med k # 0. Alla des-
sa kan skrivas pa formen

Figur 21: Linje med tva punkter.

Ax+By+C =0,

dédr minst en av A eller B dr # 0. Detta dr den allmdnna formen for rita linjens ekvation.
Om A = 0, men B # 0 sa fas en vagrit linje y = —C/B, om B =0, A # 0 far en lodrit
linje x = —C/A och om A # 0 och B # 0 en riit linje

A C

y:_E'x—E?

som skir bada axlarna.

Till skillnad fran de andra skrivsitten dr inte ekvationen Ax + By + C = 0 entydigt
bestimd av linjen, dvs en och samma linje kan beskrivas av flera ekvationer. Bade
x+2y+3=0o0ch2x+4y+6 =0 idr ekvationer for samma linje. Du ser detta genom att
skriva om ekvationerna pa formen y = kx + m. Man talar dirfor hellre om en ekvation
(obestdmd form) for den rita linjen i stillet for ekvationen (bestimd form) for linjen.

Tva linjer Ajx+ B1y+C; = 0 och Ayx + Boy + C, = 0 ér parallella om och endast om
riktningskoefficienterna #r lika dvs om k; = —A|/B) och ky = —A, /B, ir lika eller
om B; =B, =0.
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Exempel. Bestim en ekvation for rita linjen genom punkterna (2,4) och (—1,3).
Losning. Riktningskoefficienten blir som i hdarledningen av tvapunktsformeln

2=y 3—4 _—1_1

k = =—=_.
x—-x3 —-1-2 -3 3

Med enpunktsformeln far vi att linjens ekvation blir

1 10
y—4:5(x—2)<:>y:§—|—?<:>x—3y+10=0-

1
Alternativt kan man forstés ta den andra punkten y — 3 = 3 (x+1).

Svar: x—3y+10=0.

Observera att det dr en god vana att kontrollera rikningarna genom att visa att de givna
punkterna satisfierar den erhallna ekvationen. I detta fallet kontrollerar vi och far

2—3-4+10=0 respektive —1—-3-3+4+10=0,

som bada stammer. O

Exempel. Sok skdrningspunkten mellan linjerna 3x4+4y—6 =0och2x+y—5=0.

Losning. Rita forst en figur som atminstone ger en approximation till skarningspunkten.
En punkt ligger pa en linje om punktens koordinater satisfierar linjens ekvation. Punk-
ten ligger pa bada linjerna om punktens koordinater satisfierar bada ekvationerna, alltsd
om koordinaterna ir en 16sning till ekvationssystemet med de tva linjernas ekvationer.

Vi har ekvationssystemet

3x+4y=26 — 3x+4y=6 3x+4y=6
2x+y =35 8x+4y =20 Sx =14
som ger
14 6-3x 6-3.14 3042 3
= — h = = b = h) = —
S T A 4 4 5

Alternativt kan man 16sa ut y ur den andra ekvationen vilket ger y = 5 — 2x, som insatt
i den forsta ekvationen ger 3x+4(5—2x) =6 0sv.

Svar: Skidrningspunkten dr (14/5,—3/5). O

En rit linje, som skir en annan given rét linje vinkelritt, kallas normal till den givna
linjen.
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Figuren bredvid illustrerar att om man vrider lin-
jen y = kx en rit vinkel moturs, sa kommer punk-
ten (a,b) att hamna pa (—b,a). Av detta foljer att
normalen genom origo till linjen y = kx har rikt-

. . a . - X
ningskoefficienten > Eftersom k = — har vi att
— a
a -1
—b k- Figur 22: Linje med tvd punkter.

Normalens riktningskoefficient ar alltsa _7, om den givna linjens riktningskoefficient
ar k. Om vi Oversitter detta till en ekvation pa den allminna formeln, sa far vi att en rét

linje Ax + By + C; = 0 har normalerna Bx — Ay + C; = 0. Hir dr konstanterna C; och
C, godtyckliga eftersom villkoret att vara normal bara beror pa linjens riktning.

Exempel. Bestim en ekvation for linjen, som gar genom (2,—1) och dr normal till
3x+2y+2 = 0 Observera att punkten (2, —1) ligger utanfor den givna linjen.

Losning. Den givna linjen, vars ekvation kan skrivas y = —3x/2 — 1, har riktnings-

koefficienten k; = —3/2. Normalens riktningskoefficient ar darfor k, = —1/k; = 2/3
och normalens ekvation

2
y+1 :g(x—2) = 2x—3y—-7=0

beroende pa vilken form man foredrar. 0J

3.3.3 Cirkelns ekvation

En cirkel bestar av alla punkter i ett plan som har ett bestimt avstand, cirkelns radie,
till en bestamd punkt, cirkelns medelpunkt eller centrum.

Ekvationen for en cirkel med radien R och medel-

y punkten (xg,yo) dr

A
(x—x0)*+ (y—y0)* =R~

(*o.¥0 Detta foljer av avstandsformeln: Punkten (x,y) lig-

R (X,y) ger pa cirkeln precis nir dess avstand till (xg, o),

=X /(x—x0)2+(y—y0)?, dr R, eller (bittre) nir
kvadraten pa detta avstand ér R2.

Figur 23: Cirkel med radie R kring
X0,Y0-

Speciellt dr
24y =R
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ekvationen for en cirkel med radien R och medelpunkten i origo.
Exempel. Ge den geometriska betydelsen av ekvationen
x2—|—2x+y2 —3y=3.
Losning. Ekvationen kan (genom kvadratkomplettering) skrivas om som
3 3\? 3\’
2 2
2x+1 -2 — ] =3+1 =
a2l (3 ane (2)

som om man skriver som kvadrater blir

(Y-

5
vilket betyder en cirkel med medelpunkt (—1, %) och radie 7 Rita en figur. U

3.3.4 Cirklar och linjer

En linje som skér cirkeln kan gora det i en eller tva punkter. Om det ar tva skir-
ningspunkter, A och B sa bildar strickan AB en korda till cirkeln. Om linjen bara har
en punkt, A, gemensam med cirkeln, sa sédger vi att linjen tangerar cirkeln och att A
ar tangeringspunkten. Av symmetriskil dr linjen genom cirkelns medelpunkt och en
punkt A pa periferin normal till cirkelns tangent i A.

Exempel. Vi bestimmer ekvationen for tangenten i punkten (1,2) till cirkeln med
medelpunkt (2, —1) och radie v/10.

Losning. Cirkelns ekvation ir (x —2)% + (y+ 1)? = 10. Insiittning av (x,y) = (1,2) ger
VL=(1-2+2+1)2=(-1%+3*=14+9=10

vilket visar att (1,2) ligger pa cirkeln. Normalen till cirkeln genom (1,2) gar ocksa
genom medelpunkten (2, —1). Riktningskoefficient for normalen &r

2—(-1) 3 3
1-2 -1 7
" . . VO 1 . o
Riktningskoefficient for tangenten dr da 33 Tangentens ekvation erhalls med
enpunktsformeln: y —2 = %(x —1). Detta skrivs om till y = %x—i— % ellerx—3y+5=0
beroende pa vilken form man 6nskar. U

Exempel. Vi bestimmer skirningspunkterna mellan cirklarna

X’ +4x+y> —2y =8 och x> +9x+y*>—3y=10.
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Losning. Skirningspunkter dr 10sningar till ekvationssystemet

x> 4-4x +y* -2y =8
x*+9x +y*> =3y = 10

Subtrahera forsta ekvationen fran den andra. D4 erhalls:

X2 4dx +y* -2y =8
S5x —y=2

Los ut y och sitt in 1 forsta ekvationen:

X +dx+ (5x—2)2—2(5x—2) =8
y=>5x-2

Den forsta ekvationen forenklas till 26x> — 26x = 0 med 16sningarna x; = 0 som ger
y1 = —2 respektive x; = 1 som ger y, = 3. Insittning av punkternas koordinater 1
cirklarnas ekvationer visar att bada punkterna ligger pa bada cirklarna. Det dr en god
vana att gora en sadan kontroll.

Svar: Skidrningspunkterna dr (0,—2) och (1,3). O

En cirkels ekvation &r bestdmd om vi kidnner medelpunkt och radie, alltsa om vi kidnner
de tre storheterna xy, yg och R. Detta betyder att tre av varandra oberoende villkor helt
bestammer en cirkel. T ex géller det att genom tre givna punkter, som ej ligger i rit
linje, gar det en och endast en cirkel.

Exempel. Vi bestimmer ekvationen for cirkeln som gér genom de tre punkterna (2,2),
(2,—4) och (—2,0).

Losning. Kalla medelpunkten (a,b) och radien R. Cirkelns ekvation &r (x —a)? + (y —
b)2 — R? dir vi ska bestimma a, b och R. De tre punkterna ger tre ekvationerna

(2—a)>+ (2—b)>=FR?
(2—a)’+ (—4—-b)?*=R?
(—2—a)*+ (0-b)> =R

Utveckla kvadraterna och subtrahera forsta ekvationen fran de dvriga.

a’>—4da+4+b*—4b+4 = R?
12b+12=0
8a-+ 4b—4 = 0.

Den andra ekvationen ger nu b = —1 som insatt i tredje ger a = 1. Dessa virden ger i
forsta ekvationen R = /10.
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Svar: Cirkelns ekvation ir (x — 1)? + (y+1)% = 10.

Som tidigare kontrollerar man att de givna punkterna satisfierar den erhallna ekvatio-
nen. 0J

3.3.5 Ovningar Efter dessa ir det limpligt att gora prov 3a

3.3.1 Bestidm avstandet mellan
a) (—6,0)ochorigo b) origo och (2,3) ¢) (2,2)och (-3,2)
d) (2,-2)och(—4,6) e) (—2,5)och (—4,8)

3.3.2 Bestidm en punkt pa y-axeln, som ligger lika langt fran punkterna
a) (—3,2)och (4,1) b) (—2,1)och (4,5)

3.3.3 Bestiam ldget for en liksidig triangels tredje horn da tva av hornen ligger i
a) (—1,—1)och (3,1) b) (2,3) och (—1,0)

3.3.4 Bestdm en ekvation for rita linjen genom

a) origo med riktningskoefficienten 2 /3
b) (2,1) med riktningskoefficienten —2/3

¢) (—2,3) parallell med x-axeln d) (—2,3) parallell med y-axeln.

3.3.5 Bestdm en ekvation for réta linjen genom punkterna:
a) (1,1)och (2,3) b) (—2,3)ochorigo ¢) (—1,0) och origo
d) (=2,1)och (2/3,1/3) e) (4/3,—1/5)och (3/7,2/9)

f) (=2/7,—3/23) och (—2/7,8/69).
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3.3.6 Sok skdrningspunkterna mellan linjerna

a) 2x+3y—6=0ochx+y—1=0
b) 2x+3y=0o0chx—2y+2=0
¢) 2x—3y—6=0o0ch4x—6y=236
d) 3x+2y—4=0o0ch6x+4y=38

3.3.7 Visa att om a # 0 och b # 0 sa har den rita linjen genom punkterna (a,0) och
(0,b) ekvationen o —1—% =1
a

3.3.8 Bestdm en ekvation for linjen genom punkterna:
a) (2,0)och (0,—4) b) (0,3)och (1,0) ¢) (0,1)och (0,0).
3.3.9 Bestdm en ekvation for normalen till linjen
a) 2x-+5y=01iorigo b) 3y—x=41ipunkten (—1,1)
¢) 5x+9y =0 fran punkten (2,3) d) x=4y+ 1 fran origo.
3.3.10 Bestdm en ekvation for cirkeln med foljande medelpunkt och radie:
a) origo; R=9 b) (2,-3);R=7 ¢) (—6,0);R=2,5
3.3.11 Ge en ekvation for en cirkel, som har medelpunkten (—1,3) och gar genom
a) origo b) (1,1) c) (7,0)
3.3.12 Ange den geometriska betydelsen av ekvationen
a) x¥>*+y?—3=0 b) x> +y?—4y=5
c) 2x*>+2y*—4x+3y=0 d) X*+y*+4x—y+4=0
e) 36x>+36y> —36x+48y = 39.
3.3.13 Sok skirningspunkterna mellan cirkeln x> 4 4x 4+ y? — 2y = 8 och riita linjen

a) Sx—y—2=0 b) 2x—3y—6=0 c) dx—y—6=0
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3.3.14 Ge en ekvation for en cirkel, som gar genom
a) (17_3)7 (_37 1) och (_Sa _1) b) (677)5 (_374) och (_187_1)

¢) (1,6) och (—3,—2) och har medelpunkt pa y-axeln.

3.4 Trigonometri
3.4.1 De trigonometriska funktionerna for godtyckliga vinklar

I avsnitt 3.1.2 beskrev vi hur man miter en vinkel med lingden av en cirkelbage. Detta
skall vi utnyttja nu for att definiera sinv, cosv, tanv och cotv for godtyckliga vinklar.

I ett xy-plan ir origo, O, medelpunkt i enhetscirkeln x> +y> = 1. Punkten P = (1,0) ir
cirkelns skidrningspunkt med positiva x-axeln. Tink dig nu strackan OP likt en visare
pa en klocka vrids moturs runt origo sa att P:s fiard ldngs enhetscirkeln har langd v och
att den hamnar i Q. Vinkeln mellan stralens utgangslage OP och dess slutlige OQ ges
da mattet v radianer. Observera att om man vrider v + 27 radianer sa hamnar punkten
P ocksa i Q eftersom 27 radianer motsvarar vridning ett varv moturs.

y y
A /
Q
. P ! P
DV - v -
o - X {-V =X
(a) Vinkeln u ar 27w+ v. (b) En vinkel och dess negativa mot-
svarighet.

Figur 24: Allménna vinklar.

Om visaren i stillet vrids medurs ges vinkeln mattet —v radianer.

Det finns en stor fordel med detta synsitt. Vi kan tdnka oss att visaren vrids mer in
ett varv och lata vinkeln vara lingden av den genomlopta cirkelbagen. Vinklar kan da
vara storre dn 2. Dessa har inte ldngre nagon geometrisk motsvarighet. Den punkt

som motsvarar vinkeln 57” ar (0,1) eftersom 57” = 27+ %. Visaren vrids ett och ett

kvarts varv. Vinklarna 57” och T motsvaras av samma punkt men ir olika vinklar. Om

visaren vrids medurs dr vinkeln negativ. Vinkeln —37” motsvaras ocksa av (0, 1).
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En forsta observation vi kan gora dr att om

: T
(cosv, sinv) 0<v<§
= X sa dr Q = (cosv,sinv), eftersom vi har en

ratvinklig triangel med en hypotenusa av
langd 1. Denna observation ligger till grund
for den allménna definitionen av de trigono-
metriska funktionernas virden for godtyckli-
Figur 25: Enhetscirkeln. ga vinklar.

Definition: Lat Q = (x,y) motsvara vinkeln v enligt ovan. D4 dr
: y X
cosv=ux, sinv=y, tanv== om x# 0 och cotv=—- om y#0.
X y

For vinklar v sddana att x = O dr tanv odefinierat. For vinklar v sddana att
y =0 dr cotv odefinierat.

Eftersom en okning eller minskning av v med 27 motsvarar en vridning av “visa-
ren” OP ett helt varv mot- eller medurs foljer det att sinus och cosinus &r periodiska.
Nirmare bestamt sa har vi foljande:

sinv = sin(v+2n) =sin(v+n-2x), foralla ne€Z
cosv = cos(v+2m)=cos(v+n-2x), foralla n€Z

7
Exempel. Vi bestimmer sin <—TE> .

. . I =«
Losning. Vi har att Bl 27m. Detta ger att

r /4 /4 1
sin <_T) = sin (Z — 277:> = sinZ =sin45° = ﬁ,
eftersom en dndring av vinkeln med —27 ger samma virde for sinus. U

Fran definitionerna gor vi direkt foljande grundliaggande och viktiga observationer:
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1 = sin>v+4cos?y (trigonometriska ettan)
sinvy 1
tany = =—
COSsV cotv
cosvV 1
coty = —=——
sy tanv
—1<sinv<1, dvs |[sinv| <1 foralla vinklar v
—1<cosv<1, dvs |cosv|<1 forallavinklar v

Genom att bestimma den punkt som motsvarar en viss vinkel sa far man enkelt foljande
tabell med virdena for vinklarna som svarar mot jamna kvartsvarv.

v 0 g T 37” 2
sinv 0 1 0 —1 0
cosV 1 0 —1 0 1
tanv 0 odefinierat 0 odefinierat 0
cotv | odefinierat 0 odefinierat 0 odefinierat

Eftersom sinv =y dr sinv positiv for vinklar i forsta och andra kvadranten och negativ

i tredje och fjarde. Liknande scheman fas for cosv, tanv och cotv:

Figur 26: Tecknet pa de trigonometriska funktionerna i de fyra kvadranterna.

+ + - + - + - +
_ _ - + + — + -
sinv cosv tanv cotv

Exempel. Vi bestimmer sinv, om cosv = 1/4 och 37/2 <v < 2m.

Lésning. Fran trigonometriska ettan sinv -+ cos?v = 1 far vi att

sinv =1/1—cos?v eller sinv=—1/1—cos?v,
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dér tecknet beror pa vilken kvadrant v ligger i. I fjarde kvadranten dr sinv negativt, sa

2 =
siny=—+/1—cos?2v=— 1—(1> :_j

4

i detta fallet. U

3.4.2 Nagra enkla formler, som hiinger samman med speglingar

Antag att punkten (a,b) pa enhetscirkeln svarar mot vinkeln v, d vs att a = cosv och
b = sinv. Vi ritar (a,b) for enkelhets skull i forsta kvadranten, men ténk pa att (a,b)
ar en godtycklig punkt pa cirkeln, och att man behover tinka igenom att argumenten
duger dven i de andra tre kvadranterna.

y Speglar man (a,b) i x-axeln hamnar man i
1 punkten (a, —b) med vinkeln (—v). Alltsa
ar
(a,b)=(cos v,sin v)
cos(—v)= a =cosy,
sin(—v) = —b = —sinv,
tan(—v) = — =—t
an(—v) p anv,
cot(—v) = ib = —cotv.
Figur 27: Spegling i x-axeln. B
Spegelpunkten till (a,b) med avseende y
pa y-axeln dr (—a, b) med vinkeln (7 — _
V). Alltsd ir (-ab) _—T— _(@,b)=(cos v,sinv)
N v/
cos(m—v)= —a = —cosv, : v
sin(t—v)= b =siny, - X
tan(mr—v) = — =—t
an(mw —v) — anv,
—a
cot(m—v) = 5 = —cotv.

Figur 28: Spegling i y-axeln.
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(b,a)=(sin v,cos V) Spegelpunkten till (a,b) med avseende
pa linjen linjen y = x ér (b,a) med vin-

" n O e
i2-v \ (a,b)=(cos v,sin v) keln <§ — V>. Alltsa ar

Vv

= X T
cos (5 —v) = b =sinv,
sin (ﬂ — ) = = Cos
5 ~Vv)= a =cosy,
T a
tan (— — v) = — =coty,
Figur 29: Spegling i linjen x = y. 2 z
T
cot (— —v) = — =tanvw.
2 a
y Spegling av (a,b) i origo ger (—a,—D)
1 med vinkeln (v+ 7). Man far da
o ‘ cos(v+m) = —a = —cosv,
VHTT 1 (@p)=(cos v.sinv) sin(v+7m) = —b = —siny,
A} \Y - X _b
tan(v+7m) = — =tany,
—a
(a,-b) _a
cot(v+m) = —, =cotv.

Figur 30: Spegling i origo.

Kommentar: Det ir virdefullt att sjdlv kunna hérleda formlerna med hjilp av figurer
i stillet for att sla upp dem. Det dr ocksa virdefullt att kunna dem utantill.

Sz
Exempel. Bestdm sin <

Lésning. Vinkeln 57/6 = 150° = 180° — 30° = = — /6 ligger i andra kvadranten.
(Rita figur!).

Sambandet sin(w — v) = sinv ger

sin o7 sin (n ﬁ) sin 2~ = sin30° !
m|— | =sit —— ) =sin— =si ==
6 6 6 2’
eftersom 30° dr den minsta vinkeln i en halv liksidig triangel. U

Exempel. Bestim sinv och cosv, om tanv = —3/2 och —7/2 <v < 0.

Lisning. Metod 1: Rita en hjdlptriangel med tanu = 3/2 och 0 < u < 7/2, sa kateterna
ska ha ldngderna 2 respektive 3. Triangeln behover inte vara skalenlig, den &dr endast
ett stod for kalkylerna.
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Pythagoras sats ger ¢ = v/13. DA #r sinu = 3/4/13 och ¢ 3
cosu=2/ Vv/13. Av formlerna ovan foljer att sinv = £ sinu
och cosv = *cosu. I fjirde kvadranten &dr sinv < 0 och
cosv > 0. Alltsa ar

sinv=—3/v13 och cosv=2/v13.

2
Figur 31: Hjilptriangel.

Metod 2: Anvind formeln tanv = sinv/ cosv samt trigonometriska ettan:
tanv:si)%:—% N sinv = —3 cosv N cosv==42//13
i 02 2. _ 9 2 2., ; —
sin“v+cos“v =1 7C0s“v+cosTv=1 sinv = F3//13.
Eftersom cosv > 0 och sinv < 0 i fjarde kvadranten, far vi féljande

Svar: sinv =—-3//13  och cosv=2/+/13. O

3.4.3 Snedvinkliga trianglar. Areasatsen. Sinus- och cosinusteoremen.

En triangel har antingen tre spetsiga vinklar, den kallas da spetsvinklig, eller en trubbig
och tva spetsiga da den kallas trubbvinklig, eller en rit vinkel och tva spetsiga da den
som bekant kallas rdtvinklig.

Ganska ofta beror kalkyler eller resonemang pa om triangeln &r spets-, rit-, eller trubb-
vinklig. Det dr darfor viktigt att Overtyga sig om att pastaenden etc dr allméngiltiga och
inte bara giller tex spetsvinkliga trianglar.

For att illustrera detta inleder vi med foljande sats for att berdkna arean av en triangel.

Areasatsen: For en triangel med sidorna a, b och ¢ och motstaende vinklar
A, B och C sa giller for triangelns area T att

_b~c-sinA_a-c~sinB_a-b~sinC
n 2 B 2 B 2

Med andra ord sa &r arean halva produkten av tva sidors ldngder och sinus for deras
mellanliggande vinkel.

For att bevisa areasatsen konstaterar vi att arean av en triangel dr basen ganger hdjden
genom 2. I bada trianglarna i figur 32 #r basen |AC| = b. Punkten F é&r fotpunkt till
hojden som kan beriknas pa tva sitt. Dels dr 4 = ¢-sinA, men & kan dven berdknas med
hjdlp av a och C. I den trubbvinkliga triangeln dr 4 = a - sin(w — C), i den spetsvinkliga
ar h=a-sinC. Men sin(w —C) = sinC. Alltsa giller 1 = a-sinC i bada trianglarna. Vi
har da att

_b-c-sinA_b-a-sinC
N 2 N 2

T
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A

(a) Trubbvinklig triangel. (b) Spetsvinklig tiangel.

Figur 32: Tva fall i areasatsen.

Givetvis kan man lata de tva triangelhdrnen A och B byta roll vilket innebir att det
a-c-sinB )
dven giller att 7 = — s och satsen &r bevisad.

Om arean T multipliceras med 2 och divideras med abc erhalls foljande sats.

Sinusteoremet: For en triangel med sidorna a, b och ¢ och motstaende vinklar
A, B och C sa giller att

sinA sinB  sinC

a b

Anmirkning: Vi bevisade inte Areasatsen (och ddrmed inte heller Sinusteoremet) for
ratvinkliga trianglar. De géller naturligtvis dven for ritvinkliga trianglar och det &dr en
bra 6vning att visa dem ocksa i detta (det enklaste) fallet. Prova att gora det!

Exempel. Solvera en triangel, d v s beridkna alla sidor och vinklar, med a = 7,0, b =
5,5 och B =40°.

Losning: Sinusteoremet ger

a 7,0 7,0
i = — .3l = .gj O%’—- 3 ~0,818.
sinA b sinB 55 sin40 55 0,64 ,

Ekvationen sinA ~ 0,818 har 16sningar
A ~54,9° (spetsig vinkel) och Ay = 180° —A; &~ 125, 1° (trubbig vinkel),

ty sinA; = sin(180° —A;) = sinA;.

Fall 1: A} =~ 54,9° ger vinkeln C; = 180° — B — A ~ 85,1°. Med sinusteoremet fas

sidan o .85 10
b_sm 1 5‘sm ,

0,996
sinB 7’ sin40°

~5,5 - ~8,5.
55 0,643 "

Ccl1 =
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Fall 2: A; =~ 125, 1° ger vinkeln C, = 180° — B — Ay ~ 14,9°, och sidan

¢y =>b-sinCy/sinB~5,5-sin14,9°/sin40° ~ 5,5-0,257/0,643 ~ 2,2.

Svar: De tva fallen A =~ 54,9°,C; =~ 85,1°, c; = 8,5 respektive Ay ~ 125,1°,C, ~
14,9°, ¢p =~ 2,2. O

Vi skall nu hérleda cosinusteoremet for en triangel. Vi anvédnder beteckningarna i
figur 32. Lat |AC| = b och |CF| = p. Dé ér

p=a-cos(m—C)=—a-cosC
om C ér trubbig och p = a-cosC om C ir spetsig. I bada fallen &r
|AF|=b—a-cosC.

Pythagoras sats (pa de tva deltrianglarna) ger, bade da C dr trubbig och da C ir spetsig
att
a? =h?+p? =h* 4 (£a-cosC)? = h* + (a-cosC)?

och
A =h+(b—a-cosC)?> =h*+ (a-cosC)* +b> —2ab-cosC = a* + b* —2ab - cosC.

Vi har alltsa visat

Cosinusteoremet: For en triangel med sidorna a, b och ¢ och motstaende
vinklar A, B och C sa giller att

2 =a*+b*—2ab-cosC.

Anmirkning: I specialfallet C = 90° fis ¢> = a®> + b?, d v s Pythagoras sats.
3.4.4 Ovningar Efter dessa ir det Limpligt att gora prov 3b

3.4.1 I vilken kvadrant ligger vinkeln

a) Sm/4 b) 500° c) —200° d) 1000°
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3.4.2

343

344

3.4.5

3.4.6

34.7

3.4.8

349

e) 27n/4 ) —1007/3 g) —10000°

Bestim

a) cosl3m b) sin(—137/2) c) sin(137/3)
d) cos(137/6) e) tan(137m) f) tan(1377/4)
Visa att

a) 1/cos’v=1-+tan’y b) 1/sin?v =14 cot?>v
Bestdm cosv, om

a) sinv=1/3, med v i forsta kvadranten
b) sinv= —2/5, med v i fjirde kvadranten
¢) sinv=2/3

Bestdm sinv, om
a) cosv=-0,6,1/2<v<T b) cosv=0,4

Bestim tanv om
a) sinv=1/4, vi2:akvadranten b) cosv=0,3,vi4:e kvadranten
¢) sinv=-0,5 d) cosv=2/9

Bestdm sinv och cosv, om

a) tanv:2,7z:<v<377r b) tanv=-1/3, F<v<nm
¢c) tanv= -5 d) cotv=-2
Bestam

0 (-5 b (20 n(-2) 0 w(-T) o

2m . (n AN AN 117z
f) cos? g) sin (?) h) tan (?) 1) sin (T) J) cot (T)

Solvera en triangel, med beteckningar som 1 figur 32, dér

a) a=7,2,b=4,50chA=158,3°
b) b=41,6,c=63,50ch B=28,5°
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¢) a=15,6,c=11,6 ochC =31,2°
d) a=20,4,b=5,10chB=40,1°

3.4.10 Solvera en triangel, med beteckningar som i figur 32, dir

a) a=17,0,b=38,0samt C =39,5°
b) b=3,9,c=8,1samtA=117,1°
c) a=57,2,c=16,4samt B=122,7°

3.4.11 Berikna arean av en triangel med beteckningar som 1 figur 32, dir
a) a=5,0,b=7,0samtC=60° b) a=4,0,c=06,0samt B=40°

¢c) b=c=3,0samtA =110°

4 Funktioner

Begreppet funktion har du sikert stott pa i gymnasiets kurser i matematik, fysik och
kemi. Dir ldar man sig (formodligen) att en funktion 4r en regel for att till ett eller flera
tal ordna exakt ett tal. Exempelvis dr funktionen f(x) = x+2 den regel som till varje tal
x ordnar talet x+2 sd att t ex f(4) =442 =6 och f(v/2) = v/2+ 2. Ett annat exempel
dr funktionen h(a,b) = a+ b+ 4 som till varje talpar (a,b) ordnar talet a + b+ 4, sa
att tex 1(0,0) =4 och h(4.3,7.2) = 15.5 (vi ansdnder hir decimalkomma istéllet for
decimalkomma, vilket skulle bli férvirrande). Notera att de specifika bokstdverna x, a
och b dr oviktiga, d vs funktionen f i exemplet ovan kan precis lika girna anges via
f(c)=c+2ellervia f(r) = r+2 etc och h kan lika gédrna anges via h(j,q) = j+q+4.

Vi ska hir inte dndra pa gymnasiets tolkning av funktionsbegreppet, men vi ska gora
det en aning mer allmént.

4.1 Funktionsbegreppet, grafbegreppet, inverser
4.1.1 Funktionsbegreppet

Den allminna definitionen av funktionsbegreppet ér:

En funktion f fran mangden A till mdngden B dr en regel som till varje element
a € A ordnar ett entydigt element f(a) € B.
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Lite 16st sagt: Man stoppar in ett element fran A i f och far ut ett element i B. Att f dr
en funktion fran A till B skrivs pa symbolisk form som

f:A—B.
Om man vill beteckna vad som hidnder med ett element ¢ kan man skriva

ar f(a)
vilket utldses som att “a avbildas pa f(a)”. En illustration till funktionsbegreppet finns
i figur 33.

A f B

N

Figur 33: En illustration av funktionsbegreppet: Punkterna a, ¢, x och z i A avbildas pa
punkterna f(a), f(z), f(x) respektive f(z) i B.

Mingden A kallas for f’s definitionsmdingd eller definitionsomrade, medan méangden
B kallas for f’s malmdngd. Om C dr en delmingd av A sitter man

f(C)={f(x):xeC},
dvs f(C) dr méingden av alla mojliga virden av f(x) om x far viljas fritt i C. Man

kallar f(C) for bilden av C. Méngden f(A), dvs bilden av hela definitionsmingden,
kallas for f’s vardemdngd.

Exempel. Lat A vara miangden av alla Sveriges 349 riksdagsledaméoter och B vara
méngden av Sveriges 290 kommuner. En tinkbar funktion g : A — B dr da att lata
g(x) vara den kommun dir riksdagledamoten x ér (alternativt senast var) folkbokford.
Detta dr en OK definition da varje ledamot dr folkbokford (eller har varit folkbokford
senast) i exakt en svensk kommun. Vi har tex (i skrivande stund) att g(‘“Maud Olofs-
son”)="Robertsfors”. Virdeméangden blir alla de kommuner i vilken det finns (eller
senast var) en riksdagsledamot folkbokford.

Déremot dr tex h: A — B med h(x) den kommun dér riksdagledamoten x #dger en
fastighet inte ndgon funktion, eftersom det inte dr sa att varje ledamot dger fastighet i
exakt 1 kommun (vissa dger ingen och vissa dger 1 fler &n 1 kommun). U
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4.1.2 Grafen till en funktion

Ett sitt att illustrera en funktion &r att rita dess graf. Formellt definieras grafen till en
funktion f : A — B som mingden {(x, f(x)) : x € A}. Man bildar alltsa alla mojliga par
av virden i definitionsméngden och dess funktionsvirde.

Exempel. Lit A = {Lena, Arne, Jamal} och lat funktionen f: A — R ges av att
f(Lena) = 164, f(Arne) = 176 och f(Jamal) = 179 (de tre personernas ldngd i centi-

meter). Dd dr f(A) = {164,176,179}. I figur 34 finns f’s graf utritad. O
)
A
180+ ®
176+ o
172+
168+
164+ o
160+
Lena Moa Jama —

Figur 34: Grafen till funktionen given av Lenas, Arnes och Jamals ldngd.

Exempel. Lit f : R — Roch g: R — R ges av f(x) =x+5 och g(x) =x*> — 1. Dd ir
f(R) = R medan g(R) = [—1,0). Delar av de bada funktionernas grafer finns i figur
35 U

Figur 35: Delar av graferna till funktionerna f(x) = x+5 och g(x) = x> — 1.
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4.1.3 Invers funktion

En viktig egenskap som en funktion kan ha &r att olika element alltid avbildas pa olika
element. Mer precist, om f : A — B sa ska det gilla attom a; € A, a, € A och a; # ay
sa dr f(a) # f(az). En funktion med denna egenskap séges vara injektiv.

Exempel. Funktionen & : R — R med h(x) = x°

h(1)=h(—1)=1.

Funktionen g : R — R med g(x) = x + 2 ir injektiv, ty funktionens virde vixer hela
tiden da x okar sa den antar inte samma virde tva ganger.

ar inte injektiv, ty tex har vi att

Betrakta funktionen vi hade tidigare i ett exempel ddr A var méingden av alla Sveriges
349 riksdagsledamoter och B var mingden av Sveriges 290 kommuner med g: A — B
ddr g(x) dr den kommun dér riksdagledamoten x ir (alternativt senast var) folkbokford.
Denna &r garanterat inte injektiv, ty det finns fler ledaméter dn kommuner sa minst en
av kommunerna maste ha mer #n 1 representant i riksdagen. U

Antag att funktionen i : A — B ér injektiv och vi vet att h(x) = b for nagot b € B.
Eftersom funktionen &r injektiv sa vet vi att det finns bara ett x som &r sadant att
h(x) = b. Detta kan vi gora for alla b som ligger i virdeméngden, /2(A). Vi kan alltsa
definiera en funktion

h=':h(A) = Amed h~!(y) = xom h(x) = y.

Denna funktion kallas for inversen till funktionen 4 och betecknas som ovan med 4.
Med ord kan man siga att inversen 4! tar funktionsvirdena till / tillbaka till deras
ursprung (figur 36 illustrerar).

Figur 36: Inversen till en funktion.

Observera att det bara &r injektiva funktioner som kan ha invers. Om f(x;) = f(xz) =y
med x| # x, sa kan man ju inte avgora om en eventuell invers skulle ta y till x; eller x;.
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Exempel. Funktionen g: R — R med g(x) = x+ 2 &r injektiv sa den har en invers.
For att hitta denna sétter vi y = g(x) = x+ 2 och 16ser sedan ut x och vi far x =y —
2 = g_l(y) enligt definitionen ovan. Virdemingden av g ir alla reella tal si g~ ! &r

definierad for alla reella tal sa

¢g'R-R med g ly)=y-2.

Funktionen f : R — R med f(x) = x? ir inte injektiv s& den saknar invers.

Diremot ir & : [0,00) — R med h(x) = x? injektiv, ty denna vixer hela tiden och kom-
mer inte att anta samma virde mer 4n 1 gang. Likheten y = h(x) = x* ger x = VY =
h! (). Detta kan vi gora eftersom x > 0, s vi kan utesluta 16sningen x = — /5.

Lika sd ér k : (—oo,0] — R med k(x) = x? injektiv, ty denna avtar hela tiden och kommer
inte att anta samma virde mer #n 1 gang. Likheten y = k(x) = x> ger nu x = -y =
k! (). Detta kan vi gora eftersom x < 0, s vi kan utesluta 16sningen x = /.

U

4.1.4 Sammansittning av funktioner

Antag att f 4r en funktion fran A till B och att g dr en funktion fran B till nagon tredje
méngd C, dvs det som “kommer ut” fran f gar att “stoppa in” i g. Man kan da bilda
en ny funktion 4 fran A till C genom att for varje x € A sitta

Funktionen # kallas for sammansdttningen av f och g och man skriver h = go f,dvs
man har go f : A — C, se figur 37.

A B C

h(2)=9(f(a))

Figur 37: Den sammansatta funktionen h = go f.

Exempel. Betrakta funktionen vi hade tidigare i ett exempel dir A var mdangden av
alla Sveriges 349 riksdagsledamoter och B var méngden av Sveriges 290 kommuner
med f : A — B dir f(x) dr den kommun dér riksdagledaméten x dr (alternativt senast
var) folkbokford. Lat g : B—— N vara funktionen som definieras av att g(y) 4r antalet
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invanare i kommunen y vid arsskiftet 2008/2009. Vi tittar pa sammanséttningen 7 =
go f.Om man startar med en riksdagsledamot x sa dr f(x) dennes kommun och g(f(x))
denna kommuns invanarantal. Ddrmed ir h(x) = go f(x) = g(f(x)) inget annat dn
antalet invanare i riksdagsledamoten x:s kommun. U

Det dr viktigt att observera att go f och f o g i regel 4r olika saker. Det 4r ju inte sékert
att f o g ens existerar bara for att g o f existerar; det hinger pa om utgangen till g passar
ihop med ingangen till f, dvs om A = C. I det allminna fallet giller inte detta sa det
ska snarare betraktas som undantag #n regel att dven f o g existerar. Aven om bade
fogoch go f existerar sa 4r de i allmédnhet olika.

Exempel. Iexemplet ovan med kommuner och riksdagsledaméter ér inte f o g defini-
erat, ty ut fran g kommer det naturliga tal och dessa kan man inte stoppa in i f for f
vill ju ha riksdagsledamoter.

Betrakta funktionerna f : R — R med f(x) =x? och g : R — R med g(x) = x+ 2. Hir
bade fog och go f definierade da det hela tiden &r reella tal som aker in och ut (och
funktionerna tillater vilka reella tal som helst som invirde). Daremot ér de inte lika for

fogx)=fg(x) = f(x+2) = (x+2)* =x* +4x+4

men
gof(x) =g(f(x) = g(*) =x* +2,
satex fog(0) =4 medan go f(0) = 2. O

Lét f vara en funktion med invers f~! och 14t x och y vara sidana att y = f(x) (och
dirmed #r x = f~1(y)). D4 giller att

fof ') =ff ') =f(x)=y och flof(x)=F'(fx)=r"0)=x

Alltsd giller att sammansittningarna fo f~! och f~! o f bada returnerar precis det
man stoppar in. En funktion 4 som bara returnerar det man stoppar in,dvsh:A — A
med h(x) = x, kallas for identitetsfunktionen pa A. Med andra ord sa &r alltsa sam-
mansittningarna av en funktion med dess invers alltid identitetsfunktioner for respek-
tive definitionsmingd.

Exempel. Betrakta funktionen f : [0,00) — [0,00) med f(x) = x*. Denna har som vi
sett tidigare inversen f~!: [0,00) — [0,00) med f~!(x) = /x. Om vi siitter samman
dem sa far vi precis som vintat

Flof) =1 (f@) =1 = Va2 = x| =x

(ty x > 0) och
fof™' () =f(Vx) = (Vx)* =x

d v s bdda sammansittningarna &r identitetsfunktionen. U
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4.1.5 Reella virda funktioner av en reell variabel

De funktioner som dr viktigast i den hér kursen &r funktioner som har definitions- och
virdemingd som &r (delméngd till) de reella talen. I resten av avsnitten 1 det hir ka-
pitlet kommer vi att systematiskt ga igenom ett antal olika typer av sadana funktioner,
d v s reellviirda funktioner av en reell variabel.

Det finns nagra egenskaper som &r intressanta och specifika for desssa funktioner. De
vi ska titta pa hér dr vixande/avtagande och udda/jamn.

Begreppen vixande/avtagande avser hur funktionsvirdena varierar da variabelns virde
Okar. Vi har foljande definitioner:

Lat A och B vara tva delmingder till de reella talen. En funktion f: A — B
sdges vara

e vixande om f(y) > f(x) day > x.
e stringt viixande om f(y) > f(x) day > x.

) >
e avtagande om f(y) < f(x)day > x.

e stringt avtagande om f(y) < f(x) day > x.

En funktion som ir stringt vixande (avtagande) dr per definition automatiskt ocksa
vixande (avtagande). En funktion som é&r stringt vixande eller stringt avtagande &r
alltid injektiv, eftersom den hela tiden for vixande argument antar nya storre (mindre)
vérden.

Exempel. Vi hade i ett exempel tidigare funktionen g : R — R med g(x) = x + 2.
Denna ir stringt vixande, ty om x < y sa dr g(x) =x+2 <y+2=g(y).

Funktionen f: R — R med f(x) = x? dr varken vixande eller avtagande, ty tex har vi
—1 > —2och f(—1) < f(—2), men 2 > 1 och f(2) > f(1). Ddremot ir den striangt
avtagande pa intervallet (—oo,0] och sedan stringt vixande pa intervallet [0,c0). Om
vi alltsa siitter fj : (—o0,0] — R och f5 : [0,00) — R med fi(x) = x> och f>(x) = x? s&
ar f striangt avtagande och f; stringt vixande. Det enda vi gjorde var alltsa att dndra
definitionsméngden. 0

Hérnist ska vi infora begreppen udda och jimn funktion som handlar om relationen
mellan f(a) och f(—a). Vi har f6ljande definitioner:
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Lat A och B vara tva delméngder till de reella talen, dir A har egenskapen att
om a € A sa maste ocksd (—a) € A. En funktion f(x) : A — B séges vara

e jimn om f(x) = f(—x) for alla x € A.
e udda om f(x) = —f(—x) for alla x € A.

Observera att villkoret pa A dr synonymt med att A dr symmetrisk kring 0.

Bakgrunden till betckningarna jimn och udda ir att funktionen f(x) = x"* dr jaimn om
n dr ett jimnt heltal, men udda om # &r ett udda heltal:

Exempel. I figur 38 finns grafen till funktionerna som ges av fi (x) = x> och f>(x) = x2.

Funktionen f(x) dr udda eftersom
fi(=x) = (=2)’ = () = —fi (%),
och funktionen f>(x) &r jamn eftersom
fx) = (=02 =x" = fo(x).

Geometriskt for grafen sa betyder jamn att grafen ser likadan ut om den speglas i y-
axeln och udda betyder att grafen ser likadan ut om den speglas i origo. U

Figur 38: Centrala delen av grafen av f;(x) = x> (heldragen) och f>(x) = x* (streckad).

4.1.6 Ovningar Efter dessa ir det limpligt att gora prov 4a

4.1.1 Lat A vara mingden av frukthandlare Lisas vattenmeloner. Vi definierar en funk-
tion f: A — Z, genom att lata f(x) vara melonen x vikt i (hela) gram. Vi defi-
nierar ocksa en funktion g : Z; — Q4 som g(x) = px/1000 dér p ir kilopriset
(i kronor) pa vattenmelonerna.
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a) Ar funktionen g injektiv?

b) Ar funktionen f injektiv?

c) Beskriv funktionen go f. Ange definitionsméngd och malméangd samt vad
go f(x) dr.

d) Ar funktionen go f injektiv?

e) Vadiar fog?

4.1.2 Avgor om foljande reella funktioner dr (stringt) avtagande, (strdngt) vidxande,
injektiva, respektive udda eller jamna. Om funktionen &r injektiv sa bestim in-
versen. Bestdm slutligen ocksa funktionernas viardeméngd.

a) a:R—-R,alx)=x

b) b:R\{0} - R, b(x) =%

¢) c:R—R,c(x)=x>+2x

d) d:{xeR: x>0} >R, d(x) =x>+1

e) e:R—R e(x)=x>+1

o

4.1.3 Lit f: R — R och g : R — R vara tva reella funktioner givna av f(x) = x> — 1

1
och g(x) = e Bestidm sammansittningarna fo f, fog, go foch gog.

4.2 Polynom

Ett viktigt exempel pa funktioner dr polynom(funktioner). Vi har tidigare tittat pa po-
lynom och ett polynom
fx)=ax"+...4+ax+agp

kan man se som en funktion f : R — R. Med andra ord sa kan man alltid sitta in
vilket reellt tal som helst och ut kommer ett reellt tal.

Exempel. Andragradspolynomet f(x) = x> 4 4x — 10 kan vi kvadratkomplettera och
vi far f(x) = (x+2)? — 14. Frén en kvadratkomplettering kan man sedan lisa ut det
mesta man kan tdnkas vilja veta om polynomet som funktion. Nollstillena blir x; =
—2+ /14 och x; = —2 — /14. Det minsta virdet som funktionen antar dr dd x+2 = 0
dvsx= —2 (eftersom (x+2)? > 0) och virdet ir di f(—2) = —14. Nir x ligger 1angt
till vinster eller hoger pa tallinjen sa véxer funktionen obegrinsat och kommer dirmed
att anta alla virden som ir storre dn eller lika med —14. Virdemingden till funktionen
ar alltsa alla reella tal ifran — 14 och uppat, d v s intervallet [—14, ). Centrala delen av
grafen finns i figur 39. Man ser de tva nollstéllena, minimumet och att nér x blir stort
eller litet sa tycks den forsvinna uppat. O
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Figur 39: Centrala delen av grafen av andragradspolynomet f(x) = x> +4x — 10.

Exempel. Vi tar en titt pa polynomet
fx)=(x=3)(x+3)(x—1)(x+2) =x"+x — 118" —9x+ 18

som dr av grad 4 och har fyra stycken olika (reella) nollstédllen. Centrala delen av grafen
finns i figur 40. Man ser de fyra nollstillena och nér x blir stort eller litet sa tycks den
forsvinna uppat. For virden pa variabeln x som é&r ligger langt till vénster eller hoger
pa tallinjen &r det alltid den term med hogst potens som dominerar. I det hir fallet dr
det x* som dominerar och denna har positiv koefficient (1) och jéimn grad vilket gor att
funktionen gar mot oidndligheten i bada dndarna. Virdemingden till funktionen ir alla
reella tal ifran ca —21 (minimumet néra x = 2) och uppat. OJ

Figur 40: Centrala delen av grafen av fjirdegradspolynomet
f)=(x=3)(x+3)(x—1)(x+2) =x*+x° — 11x* —9x +18.

Exempel. Vi tittar nu pa polynomet
FE) =2 +3) =12 =2) =6—6x -2 +x° —x* 14
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som dr av grad 5 och har tre stycken olika (reella) nollstillen (vilka?). Centrala delen
av grafen finns i figur 41. Man ser de tre nollstillena och nér x gar at hoger pa tallinjen
forsvinner den uppat och nir x gar &t vinster forsvinner den nedét. Det dr x> som
dominerar och denna har positiv koefficient (1) och udda grad vilket gor att funktionen
gar mot oédndligheten respektive minus odndligheten. Viardemangden till funktionen dr

alla reella tal. U

Figur 41: Centrala delen av grafen av femtegradspolynomet
f()C) - (X2—|—3)(x— 1)()C2 _2) = 6—6x—x2+x3 —X4 +X5.

4.2.1 Ovningar

4.2.1 Skissa grafen till foljande polynomfunktioner av grad tva samt ange rétter och
virdemingd. Tips: Bestidm forst eventuellt maximum eller minimum samt rétter
med hjélp av kvadratkomplettering.

a) p(x)=x>+2x—7 b) p(x)=x>—-3x+6

¢) px)=5—4x—x°

4.2.2 Skissa grafen till foljande polynomfunktioner. Ange nollstillen och bestim vad
som hinder nér x gar mot (plus eller minus) odndligheten.

a) p(x)=(x*=5)(x—1)=5-5x—x*+x°
b) p(x) = +5)(x—1)=—-5+5x—x>+x°
) p(x)=(2=5)F—-1)=5—-6x>+x*
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4.3 Rationella funktioner

Lat f(x) och g(x) vara tva polynom. Vi kan da bilda det rationella uttrycket h(x) =
f(x)/g(x). Da far man vad som kallas for en rationell funktion h : A — R. Hér maste
man vara lite forsiktig, ty kvoten h(x) = f(x)/g(x) &r bara definierad for alla x sadana
att g(x) # 0. Maximal definitionsméngd blir alltsa A = {x : g(x) # 0}.

Observera att en rationell funktion (x) = f(x)/g(x) har ett nollstille i x = a om och
endast om f(a) = 0 och g(a) # 0.

Exempel. Den rationella funktionen 4 : A — R med

(x—2)(x+1)
h(x) = ———
(x) xz . 9
har nollstéllen i 2 och —1 och som maximal definitionsméngd
A={xeR:(x*-9)#0} =R\ {-3,3},

dv s alla reella tal utom —3 och 3. Centrala delen av grafen finns i figur 42. Observera
att funktionen brakar ivdg mot —eo respektive « pa de tva sidorna om de tva stillen
dér den inte &r definierad. Nér x ndrmar sig —eo och oo sd ndarmar sig funktionen 1, men
mer om detta nir vi kommer till U

(x—2)(x+ 1).

Figur 42: Delar av grafen av den rationella funktionen A(x) = 7o
x p—

Exempel. Den rationella funktionen 7 : A — R med

(x—3)(x+1)

hix) = x2—9

dr inte definierad i x = 3, men genom att forkorta med faktorn (x — 3) s far vi en
rationell funktion

_x—|—1

r(x) 3
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Denna ir lika med A(x) 6verallt dir i(x) dr definierad men ocksa definierad i x = 3.
Denna rationella funktion har som maximal definitionsmédngd R \ {—3} och som enda
nollstille x = —1. Centrala delen av grafen finns i figur 43. 0

x+1
x+3

Figur 43: Centrala delen av grafen av den rationella funktionen r(x) =

4.3.1 Ovningar

4.3.1 Bestdam storsta mojliga definitionsméngd och alla nollstéllen till féljande ratio-
nella funktioner. Forsok gérna ocksa gora en skiss av hur grafen ser ut.
x—1 x—3 23 244

b
x+2 . X242 © x+2 9 x2—2

a)

4.4 Absolutbeloppet

Absolutbeloppet har vi definierat tidigare och man kan se det som en funktion fran R

till R déar
X omux >0,
x| =

—x omx<0.

Observera hir att det &r tva olika “formler” for absolutbeloppet beroende pa om argu-
mentet x dr positivt eller negativt. Detta betyder att man nir man arbetar med absolut-
beloppet i regel delar upp i olika fall for tva eller flera intervall.

Exempel. Den centrala delen av grafen till absolutbeloppsfunktionen finns i figur 44.
Grafen bestar av tva olika halvlinjer som mots i origo. Funktionen har ett enda nollstille
ndamligen x = 0 och gir mot e nér x gar mot —eo och oo, O
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Figur 44: Centrala delen av grafen av absolutbeloppsfunktionen f(x) = |x|.

Nir man sitter samman absolutbeloppsfunktionen med andra funktioner sa blir det
som vintat en aning mer komplicerat. Men det finns en allmén strategi att folja. Det
giller att dela upp i olika intervall beroende pa nir det som man tar absolutbeloppet
av dr positivt eller negativt. Vi illustrerar strategin med ett par exempel nir man sétter
samman absolutbeloppet med polynom.

Exempel. Vi tar en titt pd den sammansatta funktionen f(x) = |2x — 3|. Polynomet
2x — 3 har ett enda nollstille i x = % och ir positivt for alla x > % och negativt for alla

x < % Det ger att
2x—3 om x > 3,
flx)= { v 3 :
—(2x—3) omx< 3.
Grafen, som finns i figur 45, bestar alltsa av tva olika halvlinjer som méts i punkten

(3,0). O

Exempel. Vi testar nu att sdtta samman absolutbeloppet med ett andragradspolynom:
f(x) = |x* = 3x+2|. Polynomet x* — 3x+ 2 har tva nollstillen i x; = 1 och x, = 2. Det
ar positivt for alla x > 2 och alla x < 1 samt negativt for alla x mellan nollstéllena, d v s
1 < x < 2. Det ger att

) X2 —3x+2 omux < 1ellerx > 2,
X)) =
—(x*=3x+2) oml<x<2.

Grafen, som finns i figur 46, bestar alltsa av tre olika segment av andragradskurvor.
Den streckade kurvan &r vad man fatt om man tagit bort absolutbeloppet. Det blir helt
enkelt en spegling av kurvan i x-axeln i intervallet (1,2). 0

Exempel. I det hiar exemplet ska vi se hur man angriper en funktion som innehaller
fler 4n ett absolutbelopp. Lat

fx)=13x+2|—|x—1].
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Figur 45: Centrala delen av grafen av f(x) = [2x— 3.

3.0

25

5 .20

S

|
.

1

‘1\0‘\:

‘x2—3x+2|.

Figur 46: Centrala delen av grafen av f(x)
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Polynomet 3x + 2 har ett enda nollstélle i x = —% och dr positivt for alla x > —% och
negativt for alla x < —%. Polynomet x — 1 har ett enda nollstélle 1 x = 1 och &r positivt
for allax > 1 och negativt for alla x < 1. Det betyder att vi far tva brytpunkter. Nar x > 1
sa dr bada argumenten for absolutbeloppet positiva, nér x < —% sa dr bada negativa och
mellan dessa brytpunkter dr 3x + 2 positivt och x — 1 negativt.

Det ger att
(Bx+2)—(x—1)=2x+3 omx > 1,
fxX) =14 Bx+2)—(—(x—1)) =4x+1 om —2 <x<|I,
—(3x+2)—(—(x—1))=—2x—3 omx< —3.
Grafen, som finns i figur 47, bestar alltsa av tre olika delar av linjer som mots i punk-

terna (—3,—3) och (1,5). O

Figur 47: Centrala delen av grafen av f(x) = [3x+2|—|x—1].

4.4.1 Ovningar
4.4.1 Dela upp 1 lampliga intevall och ange funktionerna i vart och ett av dessa inter-
vall utan absolutbelopp. Skissa funktionernas grafer.
a) |x+2] b) [5x—2|
) |¥*—4| d) [2x—2|+[2x+ 1]

4.5 Potensfunktioner

Vi har i avsnitt 1.8 definierat potens med rationell exponent b forb e Ry={xeR:
x > 0}. Detta ger att vi for ett rationellt tal 2 kan definiera en potensfunktion

m
n

f:Ry — Ry genom f(x) =xn.
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En forsta sak att notera ér att f(1) = 1% =1 foralla potensfunktioner.

Exempel. Vi tittar forst pa tre exempel da exponenten &r positiv. I figur 48 finns grafen
till funktionerna som ges av fj(x) = X3, f2(x) = x och f3(x) = x. Vi observerar som
vi redan papekat att kurvorna skér varandra i punkten (1,1). Alla ndrmar sig 0 da x
ndrmar sig 0 och alla kommer ga mot co nir x gar mot co. Vi ser att ndr x > 1 sa &r
f3(x) = x3 storst och nir x < 1 s ir fi(x) = x3 storst. I allménhet 4r det sa att en
potensfunktion med storre exponent &r storre da x > 1 och en med mindre exponent &r

storre da x < 1 O
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Figur 48: Borjan av grafen av fj(x) = X3 (heldragen), f>(x) = x (streckad) och f3(x) =
x> (prickad).

1
Exempel. Vad hinder nir vi tar en negativ exponent? Tink pa att x " = —. Ifigur 49
X

finns grafen till funktionerna som ges av fi(x) = X3, fr(x) =x"1=1/xoch f3(x) =
x~3. Vi noterar aterigen att kurvorna skir varandra i punkten (1,1). Alla nirmar sig o
da x gar mot 0 och alla kommer ga mot 0 nir x gar mot co. Vi ser att ndr x > 1 sd &r
fa(x) = X3 storst och nir x < 1 si dr f3(x) = x73 storst. T allménhet #r det precis som
for positiva exponenter s att en potensfunktion med storre exponent dr storre da x > 1
och en mindre exponent &r storre da x < 1. U

Anmairkning. Nir vi har en positiv heltalsexponent, som 1 respektive 3 i det forsta
exemplet, sd dr ju potensfunktionen i sjdlva verket ocksa ett polynom. Da kan man
forstas definiera funktionen for alla tal, inte bara de positiva. Om exponenten &r positiv
sa kan man alltid definiera funktionen ocksa for x = 0. Dessutom om exponenten 4r
1/n dédr n dr udda heltal sa existerar xn ocks for negativa tal x, sa man kan ocksa
definiera potensfunktionen f(x) = xi for alla reella tal. Déremot finns tex inte x2 for
negativa virden pa x.

Observera till slut att alla potensfunktioner dr antingen stridngt vixande (om expo-
nenten dr positiv) eller stringt avtagande (om exponenten dr negativ) pa R och att

106



Figur 49: Borjan av grafen av fj(x) = x5 (heldragen), f>(x) = x~! (streckad) och
f3(x) = x3(prickad).

viardeméangden ocksa dr R i samtliga fall . Darmed har en potensfunktion f: R, —
R, eninvers f~!: R, — R,. Potensreglerna ger att om f(x) = x”" och g(x) = X7 si
giller att

(fog)x) = Fg(®)) = fx7) = (x7) =x7" =x
och

(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(¥') = (') =X = x.

Alltsa dr g(x) = x7 invers till flx)=x".

4.5.1 Ovningar Efter dessa ir det limpligt att gora prov 4b

1
5
s

4.5.1 1 figur 50 finns delar av grafen till de fyra potensfunktionerna fj(x) = x
fr(x) = x°, f3(x) = x> och fy(x) = X3, Ange vilken som &r vilken, inversen
till respektive funktion samt ange maximal definitionsméngd for de fyra funk-
tionerna.

4.6 Exponentialfunktioner, logaritmer

4.6.1 Exponentialfunktioner

Istdllet for att som for potensfunktioner lata basen b variera i en potens, b”, sa kan man
lata exponenten r variera. Man far da en exponentialfunktion, f(x) = b*, dir b dr en
positiv konstant. En exponentialfunktion dr definierad for alla reella tal och véirdena

ar alltid positiva tal. Vi observerar att f(0) = b° = 1 oavsett vad b ir, s grafen till en
exponentialfunktion gar alltid genom punkten (0, 1).
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Figur 50: Borjan av grafen av fj(x) = X5, fr(x) =22, f3(x) = x> och f4(x) = X5,

Det finns en exponentialfunktion som &r viktigare dn alla andra namligen den da basen
ges av det tal som betecknas med bokstaven e. Detta tal har (precis som tex ) en
odndlig decimalutveckling som inte dr periodisk och borjan av denna ser ut sa har:

(e ~)2.71828182845904523536028747135.

Exempel. I figur 51 finns grafen till funktionerna som ges av fj(x) = 2%, fo(x) =
1* =1 och f3(x) = ¢*. Vi observerar som vi redan papekat att kurvorna skér varandra
i punkten (0,1). Nir basen dr 1 sa blir (forstas) funktionen konstant hela tiden. Med
basen 2 eller e s vixer funktionen mot co nér x giar mot oo och gér mot 0 nér x gar mot
—oo, Detta giller allmént nér basen &r storre 4n 1. (Om man multiplicerar tva tal bada
storre dn 1 sa far man en produkt som ir storre dn bada faktorerna.) I detta fall blir
alltsa funktionen stringt vixande. U

Figur 51: Centrala delen av graferna av fj(x) = 2* (streckad), f>(x) = 1* = 1 (heldra-
gen) och f3(x) = €* (prickad).

Exempel. I figur 52 finns grafen till funktionerna som ges av fi(x) = (1/2)*, fo(x) =
1 = 1 och f3(x) = (1/e)*. Aterigen observerar vi att kurvorna skiir varandra i punkten
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(0,1). Med basen 1/2 eller 1/e sa avtar funktionen mot O nédr x gar mot o och gar
mot co néir x gar mot —oo, Detta giller allmént nér basen dr mindre dn 1. (Om man
multiplicerar tva tal bada mindre @n 1 sa far man en produkt som dr mindre &n bada

faktorerna.) I detta fall blir alltsa funktionen stringt avtagande. U
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Figur 52: Centrala delen av graferna av fj(x) = (1/2)* =27" (streckad), fo(x) =1 =1
(heldragen) och f3(x) = (1/e)* = e~ (prickad).

Observera att graferna i figur 52 dr spegelbilder i y-axeln till de i figur 51. Detta
1\* "
forklaras av att % =271 (respektive % =e 1), 54 (§> = 27" (respektive (—) =e "
e
for alla reella tal x.

Anmirkning. Vi har tidigare bara definierat potensen " om x &r ett rationellt tal, men
det gar bra att utvidga denna ocksa till alla reella tal. Man gor detta genom att betrakta
b, dir r, dr rationella tal som bittre och bittre approximerar ett reellt tal x. Om man
tex later r, vara approximationen av x med n decimaler (detta ar rationella tal) sa dr b*
gransvirdet av b da n gar mot odndligheten. Mer om detta kommer i del 2 av kursen.

Vi sammanfattar vara

109



observationer angaende exponentialfunktionen f(x) = b*:
e Basen b maste vara positiv
e Definitionsméngd ir R
e Virdemdngd dr {x e R:x >0} (om b # 1)
e f(0)=1
e f(x)>0forallaxecR

e Om b > 1sair f(x) stringt vixande

Om 0 < b < 1sadr f(x) stringt avtagande

e Omb=1saidr f(x) =1, forallax € R.

4.6.2 Logaritmfunktioner

Eftersom en exponentialfunktion f(x) = b* (med b # 1 och b > 0) antingen &r strangt
vixande (b > 1) eller stringt avtagande (0 < b < 1) sa betyder det att dessa har en
invers funktion (se avsnitt 4.1.5). Inversen till en exponentialfunktion kallas for en
logaritmfunktion. Virdemingden for en exponetialfunktion (med b # 1) &r alla positiva
reella tal, sa definitionsméngden for en logaritmfunktion blir alltsa alla positiva reella
tal.

Lat y = f(x) = b*. Fran definitionen av invers funktion fir vi att f~!(y) = x dir y =
f(x) = b*. For en allmin bas b betecknar man denna funktion med f~! = log,. Vi far
alltsa att

log;, : (0,00) — R, log,(y) = x, ddr x dr det tal som uppfyller y = b".

I allménhet finns det inget enkelt sétt att for hand ridkna ut virdet av en logaritmfunk-
tion. Det finns dock ett virde som alltid &r enkelt att rikna ut:

log, (1) =log, (b°) = 0.

I figur 53 finns borjan av graferna av log, och log.

Exempel. Vi testar att rikna ut logaritmen med bas 2 i nagra enkla exempel da det gar
att rakna ut den exakt. I det fallet har vi att log,(y) = x om y = 2*. Det giller alltsa att
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Figur 53: Borjan av graferna av log;(x) (heldragen) och log, (x) (streckad).

skriva argumentet som en potens av 2.

log, (1) logy(2) =0
log,(2) = log,(2") =1
log,(1024) = log,(2!%) =10
1 1
log;(vV2) = log,(2?) = 5

Diéremot finns det inget enkelt sitt att tex ridkna ut log,(3) eftersom 3 inte &r nagon
enkel potens av 2. U

Det finns tva logaritmfunktioner som &r sa vanliga att de fatt egna beteckningar. Det
ar dels den naturliga logaritmen som har basen e och dels 10-logaritmen som har
10 som bas. Dessa betecknas i regel med (det finns exempel 1 litteraturen med andra
beteckningar)

log,(x) = In(x) respektive log;o(x) =1g(x).
Exempel. For dessa speciella logaritmfunktioner har vi tex

lg(10) = Ig(10") =
1g(0.01) = 1g(1072

In(e) = In(e) =

Hir bestdmde vi aterigen logaritmfunktionens viarde genom att skriva argumentet som
en potens av basen. U

=-2

~—
—_—

Anmiérkning. Det ir en allmént vedertagen konvention att inte skriva ut parentesen for
argumentet for en logaritmfunktion. Man skriver alltsa bara Inx istillet for In(x) etc och
hédanefter kommer vi att gora sa 6verallt dir det inte kan leda till missforstand.
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Det finns ju som bekant ett antal anvindbara regler for potenser. Dessa leder i sin tur
till ndgra nyttiga riikneregler for logaritmer. Vi vet ju att *™Y = b* - 1. Detta kan vi
utnyttja for att visa en rikneregel for log;, xy. Om vi antar att x > 0 och y > 0 sa fér vi

plogpxtlogyy _ plogyx plogyy _ . y= plogs Xy

Eftersom b* dr injektiv (den dr antingen striangt vixande eller stringt avtagande) sa ar
b* = b' bara om s = r. Ddrmed maste det gélla att

log, xy = log, x+log, y.
Pa samma sitt far vi genom att utnyttja att b*> = (b*)” att
b—loghx _ b(log,,x)(—l) _ (bloghx)—l — = 1 _ blogh%‘
X
Precis som ovan far vi att .
log, — = —log;, x.
& &rX

Genom att sitta samman respektive upprepa dessa tva regler sa kan man fa regler for
logaritmen av kvot respektive potens. Vi sammanfattar de regler for logaritmfunktioner
som vi kommit fram till.

log, 1 =0

log, xy = log,x+log,y omx,y > 0

log, y = —log,y

logb)y—‘ =log,x —log,y omx,y >0

log, x" = nlog,x omx >0

Observera att det inte finns nagra regler for log, (x+ ) eller log, (x — ).
Exempel. Forenkla uttrycket 1g700 —1g 17—0 sa langt det gar.
Losning. Vi utnyttjar reglerna for logaritm av produkt och kvot och far

7
1g700 — 1gm = 1g(7-100)— (1g7 —1g10)

= 1g7+I1g100—1g7+1g10=1g10*>+1g10' =241 =3.

Ingen av de tva termerna kan berdknas exakt, men som synes kunde vi beridkna diffe-
rensen. u
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4.6.3 Ovningar

4.6.1 Vilka av foljande rikneregler giller for en exponentialfunktion f(x) = b*?

I de fall som det inte &r en giltig regel sa ge ett exempel da det inte stimmer.

a) flx+y)=[f(x)-f(y) b) flx+y)=f(x)+f()

) flxy)=fx)-f(y) d) flx—y)=rf(x)—f)

e) fx—y)=/fx)/fy) ) f(x/y)=rFx)/f)
4.6.2 Forenkla foljande uttryck si langt det gér.

a) 1g1000 b) 1g0,01 c) 104

d) 10'¢97 e) 1012 f) 10-1€03

4.6.3 Forenkla foljande uttryck sa langt det gar.
a) Ine? b) Iny/e c) ln%
d) ln(é)z e) e’ f) ¢~In3
4.6.4 Los ekvationerna.
a) Inx=0 b) lgx=1 c) Inx=2
d) lgx=—4 e) 2-lgx=3
4.6.5 Forenkla foljande uttryck sa langt det gar.
a) 1g30—1g0.3 b) 2In8—3In4+20Inl

¢) 3In2+2In3—4Inv6

4.7 Trigonometriska funktioner

4.7.1 Trigonometriska funktioner

Vi har redan definierat de trigonometriska funktionerna sinus, cosinus etc med hjilp
av trianglar och enhetscirkeln. Trigonometriska funktioner anviinds dock till flera olika

saker och kopplingen till geometri &r inte alltid helt uppenbar. T ex kommer de till stor
anvindning vid modellering av vagrorelser som ljusvagor och ljudvéagor. Det &dr darfor
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viktigt att kdnna till de grundldggande egenskaperna som dessa har om man ser dem
som reella funktioner.

Vi paminner om att vi definierade funktionerna for alla reella tal med hjdlp av en-
hetscirkeln. Undantag var att tangens och cotangens inte var definierade da cosinus
respektive sinus var 0. Sinus och cosinus ger virden vars belopp dr hogst 1 medan
tangens och cotangens kan ge alla mojliga reella tal. Vi har alltsa foljande reella funk-
tioner:

sin : R—[—1,1]

cos : R—[—1,1]

tan R\{g+k7r :k ett heltal} — R
cot : R\ {km:kettheltal} - R

Hir betyder R\ {k7 : k ett heltal} alla reella tal utom de som &r pa formen k7w med k
ett heltal. Observera att vi angivit respektive funktions virdeméangd som malmingd.
Man skulle lika girna kunnat ange alla de reella talen som malméngd ocksa for sinus
och cosinus.

Nir vi utgick ifran enhetscirkeln sa ténkte vi oss att en punkt pa cirkeln kan represen-
teras av (odndligt manga) olika vinklar som skiljer sig at av ett helt antal varv, dvs en
multipel av 27 radianer. T ex sa representerar vinklarna /2, £/2+ 27 och /2 — 27
alla punkten (0, 1). Detta betyder att funktionerna blir periodiska med perioden 27,
dvsatt f(x+2m) = f(x). I figur 54 finns grafen till sinus- och cosinusfunktionen och
man ser tydligt det periodiska beteendet. Vi sag ocksé i enhetscirkeln att det fanns and-
ra likheter for olika virden pa vinkeln. For sinus hade vi t ex att sin(7 — x) = sinx och
att sin(—x) = —sinx, d vs att sinus dr en udda funktion.

Figur 54: Delar av grafen till sinx (heldragen) och cosx (streckad).
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Vi sammanfattar nagra av de viktigaste egenskaperna for de trigonometriska funktio-
nerna i foljande tabell.

sin(x+2x) = sinx | sin(—x) = —sinx (udda) | sin(mw —x) = sinx
cos(x+27m) = cosx | cos(—x) =cosx (jamn) cos(m—x) = —cosx
tan(x+ ) =tanx | tan(—x) = —tanx (udda) | cosx =sin(x+%)=sin(J —x)
1
cot(x+m) =cotx | cot(—x) = —cotx (udda) |cotx=-——
tanx

Du ska kunna tolka dessa likheter geometriskt, dels i enhetscirkeln och dels pa funk-
tionsgrafen. Observera speciellt att perioden for tangens och cotangens ér 7 vilket man
kan skonja i figur 55.

Figur 55: Delar av grafen till tanx.

En viktig sak att tanka pa dr att ndr man sitter samman en trigonometrisk funktion med
en annan funktion sa dndras bl a perioden.

Exempel. I figur 56 finns grafen till funktionerna som ges av f](x) = sinx och f,(x) =
sin(5x). Vi observerar att f; svinger mycket snabbare. Vi far att

f2(x) = sin(5x) = sin(5x + 27) = sin(5(x + z?ﬂ)) = fo(x+ 2?7[),

sa perioden for denna blir %’r Allmint sa kan vi pd samma sitt visa att sinkx har

: 2
perioden <-. 0
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Figur 56: Delar av grafen av fj(x) = sinx (heldragen) och f>(x) = sin5x (streckad).

4.7.2 Inversa trigonometriska funktioner

De trigonometriska funktionerna &r ju praktexempel pa funktioner som inte ar injekti-
va, da de ju antar samma virden odndligt manga ganger (se avsnitt 4.1). Ddarmed har
de ju inga inverser. Vad man kan gora dr samma trick som vi anvénde tex da vi obser-
verade att kvadratroten var invers till funktionen f : [0,c0) — [0,00) med f(x) = x°. Vi
minskar definitionsméngden sa att funktionen blir injektiv pa detta mindre intervall.

Exempel. I figur 54 ser vi att sinusfunktionen har ett minimum i —7/2 (sin(—7%) =
—1) och ér striangt vixande till 7/2 (sin% = 1). (Detta inser man ocksa om man tit-
tar pa definitionen av sinus i enhetscirkeln.) Eftersom sinusfunktionen dr kontinuerlig
betyder det att den antar varje virde mellan —1 och 1 precis en gang nér x ligger i
intervallet [—7/2,7/2]. Om man alltsé definierar en funktion

T T
fil==.,=]—[-1,1], med f(x) = sinx,
2°2
sd kommer den att vara stringt vixande med [—1, 1] som viardemingd. Alltsa har den
en invers

] [—g,g], med £~ (y) = x diir y = sinx.

Med andra ord si svarar denna inversa funktion f~! (y) pa fragan: Vilken vinkel x i
intervallet [—%, 2] har sinx = y?

Vi har tex att f~! (%) = 7, eftersom sin 7 = % (och 7 ligger i riitt intervall). O

Motsvarande konstruktion som vi gjorde for sinusfunktionen i exemplet kan man gora
for samtliga trigonometriska funktioner genom att vilja ldmpliga intervall. Funktioner-
na man far kallas for de inversa trigonometriska funktionerna och heter arcus sinus,
arcus cosinus etc. Ordet arcus betyder bage, och funktionerna anger baglangden (dvs
vinkeln matt i radianer) som motsvarar virdet av sinusfunktionen (respektive cosinus
etc). Vi sammanfattar i foljande tabell:
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e Sinus pa [—

ol

, 7] har invers arcsin : [-1,1] — [, 7]

=

Cosinus pa [0, 7] har invers arccos : [—1,1] — [0, 7]

Tangens pa (—7%, %) har invers arctan: R — (=7, %)

Cotangens pa (0, ) har invers arccot : R — (0, 1)

Observera att det pi minriknare ofta star sin~! istillet for arcsin etc.

I figur 57 finns grafen till arcus sinus och i figur 58 finns centrala delen av grafen till
arcus tangens.

Figur 58: Centrala delen av grafen av arctanx.
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4.7.3 Ovningar Efter dessa ir det limpligt att gora prov 4c

4.7.1 Vilka av foljande funktioner &r jimna, udda eller inget av dem.
a) f(x) = sin(2x) b) f(x) =sin(x?) ¢) f(x)= (sinx)?
d) f(x)=sin(x+7) e) f(x)=sinx-cosx f) f(x)=sinx+cosx

4.7.2 Antag att vi vet att sin7 = c. Ange foljande trigonometriska funktionsvirden
uttryckta med hjélp av c.

. 6 - .29

a) sin=F b) sin=" c) sin=t
8

d) cos% e) tan% f) tan<t

4.7.3 Berikna foljande virden for de inversa trigonometriska funktionerna. Var noga
med att vilja vinkel i ritt intervall for de olika funktionerna.

a) arcsinl b) arccosl ¢) arctanl

d) arcsinj e) arccosy f) arcsin(—3)
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Facit

1.1.1 (a) 378 rest 18 (b) 357 (c) 7497 ar delbart med 21
1.1.2 (a) 319
(b) ~564

1.13 (a) a+2-a-b
(®) 2-a-a-b+2-a-b-b—2-a-a—2-a-b=2a*b+2ab*>—2a*—2ab

1 281 196 17 251 344
1.2.1 (a) 3 (b) 8 (c) ) (d) 20 (e) e ) 55
13 1 11
122 (a) o= IE (b) 0
1 3 39
1 kA 39 (d) 24
123 (a) n (b) 24 (c) 23
38 10 273 11011
(e) B (f) ﬁ (g) ﬁ (h) —1536
124 (a) 2 253 1349
® 320 © 1963
1.3.1 (a) 25 (b) 32 (c) 81 (d) ~64
(e) 1 (f) 100 (@1 (h) 1
1 1
! -2 (c) 1
132 (a) 1 (b) 7
133 (a) 27° (b) 22 (c) 274
4 _
il (b) ~72
134 (a) o
1.4.1 (a) Ja.
(b) Ja. Motsatsen 2 > 3 ir ju falskt.
(c) Nej.
142 1l.c—a=(c—b)+(b—a)>0

1
2. Exemplet

3. (b+d)—(a+c)=(d—c)+(b—a)>0

4. b-c—a-c=(b—a)-c>0
5.a-c=b-c=(a—b)-c="(b—a)-c=(b—a)-"¢c>0

1.4.3 T.ex. 3 <4 och2 <6men (3—2) < (4—06) giller inte.
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1.5.1

1.5.2

1.5.3

1.6.1

1.6.2

1.6.3

1.7.1

1.7.2

1.7.3

1.8.1

1.8.2

(a 7

(@) 720ch0

(b) 7

© 0

(b) “4.50ch 10.5 (¢) 74

(e) Inget tal satisfierar ekvationen

(a) —1 <x<3

(c) "1 <x<Oeller4<x<5

(@) 0.7
(e) V3

(@) +5

€ 0

(a)

() ~(2+V5)
(@ V3

(e V2

(@) +v2

() Ingen reell rot
() 3a

) Va’

(@) 3

(e 9

(a) 33

(e) 211*0

(b) 300
) 10—v2
(b) /5

(b) Y2

(f) 3-2v2
(b) V2

) V3

(b) 3

(b) V/x

(b) 8<x<2
(d) x=72

(c) 15v2

(c) +3

© V3-V2

© ~2V3
(g) V4
() £33

© V7
(c) 2
(8 5

(c) ~2-33

(g) 23

120

(d) "1och4

d) v2/5
(d) +246
(d) V1143
@ V3
(h) 2v/3

d 2

(d) /lal

=

(d)

Sl

d 3

(h) 2-33



183 (a) 3a (b) x (©) xT5 ) a?

(e) at> ) x?
1.9.1 () 9tr—u—9v (b) 2a+12¢+73x
192 (a) p+r (b) 3b+2c (c) 4a—2c
193 (a) 20x%78 (b) ~27a*pc* (c) 14p3¢°rts?
1.9.4 (a) 27x%?3 (b) ~128a8b’c" (c) a*Pb’p

1.9.5 (a) 2x% 4 3xy —2y? (b) 2x° +x2y — 5xy? +2y°
) @ +x° d) ~2x* + X + 2> — 13x+6
1.9.6 (a) 94> —24ab+16b> (b) a®+4a*b> +4b*  (c) 2mB+32
1.9.7 (a) 36 —x? (b) a*—y? (c) x'?2—81
1.9.8 (a) y3+9y’x+27yx? 4+ 27x° (b) 27x3 4 54x%y? 4 36xy* + 8y°

(c) x'2—18x7 +108x° —216x°

199 (a) (x—a®)(x+d?) (b) x*(3x+5)(3x—5)
© (x+9)° (d) ¥y(x—2y)?
) x(x—1)(x* +x+1) () 3(a+3b)(a* —3ab+9b?)
(2 F+D)E+DxE—1) (h) 2x2y(3y? — 2x)(9y* + 6y%x + 4x?)

1.9.10 (a) x> —5x*+10x° — 10x* +5x — 1
(b) 1—=Ty+21y> —35y3 +35y* —21y° +7y0 —y’
(c) 32x° +80x*a® + 80x3a* 4+ 40x2ab + 10xa® + a'°
(d) x0y12—18xy1074135x%y8 7% — 54053023 + 1215x2y*7* — 1458xy%2> +7292°

3a® 8y 2a+y (d) 3xy+5y—2x
1.9.11 (a) 32 (b) o (c) P
2 x?(1+2x) ~1
1.9.12 YTy
@ — (b) 120 (c) )
b*+3 b*+3
@ +3 _ +

b*=3  (b—V3)(b+V3)(1?+V3)
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a4 ab+b* ) a+l x*+4

© —— a ® 2t
1.9.13 (a) a®> —ab+b? (b) @ +a*b+ab*+ b3
(c) Kan inte forkortas (d) ~(a*+a’b+ a*b? 4 ab’ 4 b*)
19.14 (2) x—y° ) (K +1)(x—1)
x(x2—x+1)
X 1
(c) - :
y ) 2
18 252 —Tx—2
1.9.15 (a) py S <
*(x+3)(x—3) ® -9
-1 ) 2 .3
©) @ 8 X —X

x(x+1)(x—1) 4(x—2)(x+2)(x2+2x+4)

1.9.16 (a) |c+2|, giller for alla reella ¢

X 1 ome>0 ..
(b) m —{ “1 omec<0 géller for alla reella ¢ # 0

(c) 1, giller for ¢ >0
(d) “cv9 —c, giller for c <9

1
e S
(e) =
) lc|vVe+2 ve+2 ome>0
c |l "Ve+2 om 2<c<0

21.1 (@) x=7 (b) x= —% (c) Alla tal. (d) Inga.

, giller for ¢ > 2

, giller forc > ~2,¢#0

212 (@ y=3x—-7 (b) y=23

22.1 (a) 1och—4 (b) —1 och 3 (c) —1och3

(d) 0och —3 © 3 () —3E¥2 och —3=¥20
222 (a) (x+2)>-3 (b) (2x—9)>+19 (c) 39— (x+6)?
223 (a) (x—2)(x—3) (b) —2(x—1)(x+4)

© (r—L—Y)(x—14+3) (d) 2 +x+1
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224 (a) x*+3x—10=0
(c) ¥* —2x—4=0
23.1 (a) 1och—4

(c) Ingen reell rot

(b) 6x*2—x—2=0

(b) 6+43v/3 0och 6—33

232 (a) 9 (b) 2 (c) Ingenrot (d) 2 (e) 4
) 12 @ 3 ) =B ()6

233 (a) 2,-2,v3o0ch —/3 (b) 5,-5,70ch—7  (c) 2och —2
(d) V6 och —v/6 (€) ¥ och —¥0

234 (a) 9 (b) 19—6v/10 (c) 1och4

24.1 (a) x=3,5y=1 (b) x=4,y=1 € x=-2,y=2

(d) saknar 16sning

(e) odndligt manga l6sningar, av formen: x =1, y =3 — 5t for alla reella ¢

f) s=3,t=1

(i) x=10, y=—0,04, z= 0,06

(k) leay:_za Z:3
2.4.2 Han var 48 ar.

251 (a)

252 (a) {0,=25¥3, 315y

(C) {_27 7572\/2715 75+2\/ﬁ}

2.5.3 (a) 1 dr en trippelrot

(c) 1och —1 ér trippelrotter

(g) x=2,y=3

(h)y x=3,y=5,z=2

() a=—1,b=1,c=2

(b) x2f5573
(b) {_27 lv 3}
(@ {2}

(b) 1 (enkelrot)



254 (a) (x+2)(x—1)(x—3) (b) (x+2)(x+ T5Y20) (x4 3420

(©) (x—2)(=3+x—x?)
3.1.1 (a) 180°, & (b) 45°, /4 (c) 120°, 2m/3 (d) 60°, m/3

(e) 270°, 3x/2  (f) 420°, Tm/3

312 (a) /2 (b) 7/6 (c) m/4 d) 37/2
(e) 7/10 (f) 57/6 (2) 117/18

3.13 (a) 540° (b) 90° (c) 135° d) 75°

3.14 (a) 271/3 (b) 257/6 (c) 207/9

3.15 (a) 120° (b) 108° (©) (1—2)-180°

321 (a) 1/2 (b) 1/2 ) 1/4 d 2—3

322 (a) B=55%,a~2,3,b~3,3
(b) B=3m/10=54°, b=4,1, c~5,1
(c) b~2,2, A~41,8°, B~48,2°
(d) c~3,6, A~33,7°, B~56,3°
(e) A=35°a~3,5 c~6,1
3.2.3 (a) cosv=4/5, tanv=3/4
(b) cosv = \/3/3, tany = 2/\/5
(c) sinv =2+/2/3, tany = 2v/2
(d) sinv =+/21/5, tanv = v/21/2
(e) sinv=1/v/5, cosv=2/v/5
(f) sinv =24/25, cosv="7/25
(g) siny = 10/\/@, cosv:7/\/m

33.1 (a) 6 () V13 ) 5 (d) 10 (e) V13
332 (a) (0,—2) (b) (0,9/2)
333 (a) (1++/3,-2v3)eller (1 —+/3,2V/3)

o) (H35, 59 eler (135, 234%)
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334

335

3.3.6

3.3.7

3.3.8

3.39

3.3.10

3.3.11

3.3.12

3.3.13

3.3.14

34.1

(a) 3y=2x
(@) 2x—y—1=0

() y=0

(b) 2x+3y=7

(e) 21x+45y —19=0

(a) (_354)

() y=3

d) x+2=0

(b) 3x+2y=0

d) x+4y—2=0

() 7x+2=0

(b) (=6/7,4/7)

(c) saknar skidrningspunkt (parallella linjer)

(d) sammanfallande linjer

Bevis

(@) 2x—y—4=0
(a) 5x—2y=0
(d) 4x+y=0

(a) x*+y* =38l

(b) 3x+y—3=0

(b) 3x+y+2=0

(©) (x+6)>+y*>=25/4

(@) X*+2x+y>—6y=0

(c) ¥*+2x+y>—6y =63

Cirkeln med medelpunkt och radie

(a) origo, R = V3

(c) x=0

(©) 9x—5y—3=0

() (x—2)+(y+3)*?=49

(b) X2 4+2x+y>*—6y+2=0

) (-2,1/2), R=1/2

(a) (1,3) och (0,—2)

(c) ingen skédrningspunkt

(@) ¥>+y?*+4x+4y=2

(c) x¥*+y*—3y—19=0

(a) tredje

(b) andra
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(c) (1,-3/4),R=5/4

() (1/2,—2/3), R=4/3

(b) (0,—2), tangering

(b) punkterna ligger i rit linje

(c) andra

(d) fjarde



34.2

343

344

345

34.6

3.4.7

348

349

3.4.10

(e) andra (f) andra (g) forsta

(@ —1 (b) —1 (©) v3/2 d) V3/2
(e) 0 ® 1

Bevis

(a) 2v2/3 (b) v21/5

(¢) V/5/3 (forsta kvadranten) eller —v/5/3 (andra kvadranten)

(a) 0,8

(b) v/21/5 (forsta kvadranten) eller —+/21/5 (fjirde kvadranten)
(@ —1/V15 (b) —V91/3

(c) 1/+/3 (tredje kvadranten) eller —1/+/3 (fjirde kvadranten)
(d) v/77/2 (forsta kvadranten) eller —/77/2 (fjarde kvadranten)

(a) sinv=—2/v/5, cosv=—1//5
(b) sinv=1/1/10, cosv = —3/4/10

(c) sinv=15/ V26, cosv = —1 / v/26 (andra kvadranten) eller
siny = —5//26, cosv = 1//26 (fjirde kvadranten)

(d) sinv =1/+/5, cosv = —2/+/5 (andra kvadranten) eller
sinv = —1/+/5, cosv = 2/+/5 (fjirde kvadranten)

@ —1/2 () V3/2 () —V3/2 (@ —1 © 1/v2
) —-1/2 (@ —-1/2  ® 1/V3 () -1/v2 () —V3

(a) c~8,5; B~ 32,1°, C~89,6°

(b) a; =~ 84,3; A1 = 104,8°; C| =~ 46,7° eller
ay ~27,3; Ay ~ 18,2°;, C, ~ 133,3°

(¢c) by =21,7; Ay = 44,8°;, B; =~ 104,0° eller
by ~5,25; Ay =~ 135,2°; B, ~ 13,6°

(d) orimligt

(a) c~12,0; A=~ 115,3°, B~ 25,2°
(b) a~10,5; B~ 19,4°;, C ~43,5°
(c) b~42,5; A~ 148,8°;, C~ 8,5°
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34.11 (a) 15,2 (b) 7,7 () 4,2

1. (a) Den idrinjektiv for den &r en linje med riktningkoefficient p /1000 och alltsa
strangt vixande.

(b) Den ér injektiv om och endast om alla Lisas vattenmeloner har olika vikt.
Troligen dr den det (om inte Lisa har vildigt manga vattenmeloner i sitt
fruktstand) men vi vet inte sdkert.

(c) Viharatt gof:A — Q4 och go f(x) dr melonen x pris i kronor, tex om
v dr en melon som véger exakt 1 kilo sd ar

p-1000

g0 /() = §(/(v)) = g(1000) = 22 —

(d) Det hdanger pa om f idr injektiv, d vs om alla melonerna har olika vikt. Om
sa dr fallet sa ar ocksa g o f injektiv, annars inte.

(e) Den ir inte definierad, eftersom g ger rationella tal som inte gar att stoppa
ini f som vill ha vattenmeloner.
2. (a) Strangt viaxande och ddrmed injektiv, udda samt har sig sjilv som invers.
Virdemingd: R.

(b) Varken vixande eller avtagande, ej injektiv men jamn ty b(—x) = 1/(—x)%> =
1/x? = b(x) och saknar dirfor invers. Virdemingd: R, .

> 4
(c) Varken vixande eller avtagande, ej injektiv ty tex ¢(—2) = ¢(0) = 0 s sak-

nar invers, ej udda eller jamn (t ex ¢(—2) = 0 och ¢(2) = 8. Virdeméngd:
[_ 1, °°>'

(d) Strangt vixande och diarmed injektiv, varken udda eller jamn da bara de-
finierad for icke-negativa tal. Inversen ges av d~! : [1,00) — [0,00) med
d~!(x) = v/x— 1. Virdemingd: [1,o0).
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(e) Stringt vixande och ddrmed injektiv, varken udda eller jimndatex e(—1) =
Ooche(1)=2.Inversengesave ! :R— Rmede ! (x) = v/x — 1. Virdemiingd:

_ 2 _
ng(X)—(1+x2) —1 (11 22)2
1 1
o) = e T ae g
() (14x%)? 1+ 2x% +x*
o X) = =
£o8 (1+x2)24+1  242x2+x4

421 (a) p(x) =x*+2x—7= (x+1)*>—8 ger rotterna —1 + /8 = —1 £+2/2, mi-
nimum p(—1) = —8 sa virdeméngden &r [—8, o).
(b) p(x) =x*—3x+6= (x — %)2 + % ger att det saknas (reella) rotter, mini-
mum p(3) = 1 s3 virdemingden dr [12, o).

(¢) p(x)=5—4x—x*= —(x+2)>+9 gerrotterna —5 och 1, maximum p(—2) =
9 sa vardemingden dr (—eo,9].

422 (a) Nollstillen i {—+/5,1,/5}. Funktionen gr mot —oo respektive co d x gar
mot —oo respektive co.
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(b) Nollstille i 1. Funktionen gar mot —eo respektive oo da x gar mot —eo re-
spektive oo,

(c) Nollstille i {—+/5,—1,1,4/5}. Funktionen gir mot oo di x gir mot —oo
eller oo.

~
NEA

4.3.1 (a) Nollstidlle i 1 och funktionen 4r definierad for alla tal utom —2.

(b) Nollstille i 3 och funktionen &r definierad for alla tal.
| 1.0¢ , |

e

T HA__|

| | |
| | | | |
R =5 [I—
| | | | |
| | | |
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(d) (Reella) nollstillen saknas och funktionen &r definierad for alla tal utom

xX+2 omx > —2,

441 (a) |x+2|:{_(x+2) om x < —2

Sx—2 om x > Z,
(b) [5x—2|= 3
—(5x—2) omx<s.

ffffffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

77777777777777777777777777

3
—4 omx < —2ochx>2,
(x> ~4) om —2<x<2.
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45.1

4.6.1

4.6.2

4.6.3

4.6.4

4.6.5

4.7.1

N
><
[\.)
~
+

2x+1)=4x—1 omux>1,
+(2x+1)=3 om—%<x<1,

@) |2x—=2|+2x+ 1| = —(2x 2)
—2)—(2x+1)=—4x+1 omx< —3.

D=

filx) = x 5 Heldragen f1 = f3. Maximal definitionsméngd: {x € R : x # 0}
f>(x) = x7: Prickad. f2 = f1. MaXimal definitionsméngd: R
f3(x) = x73: Streckad/prickad. f3 = f1. Maximal definitionsmingd: {x € R :

fa(x) = x3: Streckad. f; ' = f. Maximal definitionsmiingd: R

Det 4r bara bara a) och e) som stimmer.

(a) 3 (b) -2 (c) 4

(d) 0.7 (e) 1 ) 2

(a) 2 ®) 3 © —1
(d) —2 (e) 7 () 3

(a) x=1 (b) x=10 () x=é?
(d) x=0.0001 (e) x= 1010

(a) 2 (b) 0 (c) In2
(a) udda (b) jimn (c) jamn
(d) jimn (e) udda (f) inget
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472 (a) c (b) —c (©) ¢

d) Vi—¢2 S -
d) ¢ @ Ji—a () i
i b) 0 i
473 (a) 5 (b) (©) )
T T T
(d s (e) 3 () s
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