
MATEMATIKChalmers L�osning till tentamen i Inledande matematik f�or E,M,TD,V,Z 2005-10-211. Till denna uppgift ska du endast l�amna in svar, allts�a utan motiveringar.a) Ber�akna f 0(x) d�a f(x) = ln(tan x). (2p)Svar: ot x+ tan xb) Best�am alla reella x s�a att j2x� 5j > 3. (2p)Svar: x < 1 eller 4 < x.) Ge exempel p�a en funktion f , med Df = [0; 1℄, som saknar st�orsta v�arde. (2p)Svar: f(x) = � x om 0 � x < 10 om x = 1d) Best�am alla reella l�osningar till ekvationen os 3x = 12 . (2p)Svar: x = ��=9 + n2�=3e) Avg�or f�or var oh en av f�oljande funktioner om de �ar, 1) begr�ansade, 2) inverterbara. (3p)i. f(x) = x3 + ex,Svar: ej begr�ansad, inverterbar.ii. g(x) = ln jxj,Svar: ej begr�ansad, ej inverterbar.iii. h(x) = artan x.Svar: begr�ansad, inverterbar.f) Rita l�osningsm�angderna i det komplexa talplanet till: (3p)i. jz � 1� 2ij = 1Svar: Cirkel med radie 1, medelpunkt: 1 + 2i.ii. jz � 5j = jz � 1j.Svar: Linjen x = 3Till uppgifterna 2-5 ska du l�amna in fullst�andiga l�osningar.2. a) Best�am f�or vilket v�arde p�a a som de tv�a planen x � y + 2z = 3 oh ax + y + z = 0�ar vinkelr�ata mot varandra. (ON-koordinater i rummet.) (6p)L�osning: Planens normaler �ar (1;�1; 2) respektive (a; 1; 1). Planen �ar vinkelr�atamot varandra om oh endast om planens normaler �ar ortogonala vilket g�aller om ohendast om skal�arprodukten (1;�1; 2) � (a; 1; 1) = 0. Allts�a: 1 � a + (�1) � 1 + 2 � 1 =a+ 1 = 0.Svar: Planen �ar vinkelr�ata mot varandra om oh endast om a = �1.b) Best�am, f�or detta v�arde p�a a, en parameterframst�allning av sk�arningslinjen mellanplanen.L�osning: Sk�arningslinjen �ar l�osningarna till ekvationssystemet



MATEMATIKChalmers� x� y + 2z = 3�x + y + z = 0 .Eliminering ger � x� y + 2z = 33z = 3 , 8<: x = 1 + ty = tz = 1Svar: 8<: x = 1 + ty = tz = 13. Ber�akna f�oljande gr�ansv�arden: (6p)a) limx!0 esinx � 1tanx .L�osning: limx!0 esinx � 1tanx = limx!0 esinx � 1sinxos x = limx!0 esinx � 1sinx � limx!0 os x =ft = sin x; t! 0 d�a x! 0g = limt!0 et � 1t � os 0 = 1 � 1 = 1 (standardgr�ansv�arde) .Svar: limx!0 esinx � 1tanx = 1b) limx!1x ln x + 2x .L�osning: limx!1x ln x+ 2x = limx!1x ln�1 + 2x� = �2x = t; t! 0+ d�a x!1� =limt!0+ 2t ln(1 + t) = 2 (standardgr�ansv�arde).Svar: limx!1x ln x+ 2x = 24. Rita grafen till funktionen f(x) = 2x+ 3x + 1 ex. Ange alla lokala extremv�arden oh eventu-ella asymptoter. (6p)L�osning: Df =℄�1;�1[ [ ℄� 1;1[.f 0(x) = �2 � (x+ 1)� (2x+ 3) � 1(x + 1)2 + 2x + 3x+ 1 � ex = 2x2 + 5x + 2(x + 1)2 ex = 2(x+ 12)(x + 2)(x+ 1)2 exDf 0 = Dflimx!�1� f(x) = (�2 + 3)e�1 limx!�1� 1x+ 1 = �1,limx!�1+ f(x) =1, Lodr�at asymptot x = �1.limx!1 f(x) = limx!1 2x+ 3x + 1 limx!1 ex = 2 limx!1 ex =1.
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limx!1 f(x)x = limx!1 2x+ 3x+ 1 limx!1 exx = 2 limx!1 exx = 1 (standardgr�ansv�arde). Ingen asymp-tot d�a x!1limx!�1 f(x) = limx!�1 2x + 3x+ 1 limx!�1 ex = 2 limx!�1 ex = 0, v�agr�at asymptot y = 0 d�a x !�1.x �1 �2 �1� �1+ �12 1f 0(x) + 0 - - 0 +f(x) 0 % e�2 & �1 1 & 4e� 12 % 1f(x) = 0, x = �32Svar: Lokalt str�angt maximum i punkten (�2; e�2), lokalt str�angt minimum i punkten(�12 ; 4e� 12 ).V�agr�at asymptot y = 0 d�a x! �1, lodr�at asymptot x = �1.
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5. En talf�oljd ges rekursivt genom att x0 = 5=2 oh xn+1 = x2n�4xn+6. Visa att talf�ojden (6p)�ar konvergent samt best�am gr�ansv�ardet d�a n!1.L�osning: Talf�oljden ges av xn+1 = f(xn) d�ar f(x) = x2 � 4x + 6. Om f�oljden �arkonvergent med gr�ansv�ardet a s�a �ar a en rot till ekvationen x = f(x). Vi har ju att omxn ! a d�a n ! 1 s�a g�aller, eftersom f �ar kontinuerlig, att f(xn) ! f(a) d�a n ! 1.Vi ritar d�arf�or grafen till f oh linjen y = x i samma �gur.Grafen till f �ar enklast att rita om vi kvadratkompletterar: f(x) = x2 � 4x + 6 =(x� 2)2 + 2. Minimum f�or x = 2 d�ar f(x) = 2.De x-v�arden d�ar y = x sk�ar grafen till f �ar r�otterna till x = f(x).Vi har: x = f(x), x = x2 � 4x+ 6, x2 � 5x + 6 = 0, x = 2 eller x = 3.
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f �ar v�axande p�a intervallet 2 � x � 3. D�a f�oljer att om 2 � xn � 3 s�a g�aller attf(2) � f(xn) � f(3). Men f(2) = 2, f(xn) = xn+1 oh f(3) = 3. Allts�a har vi att om2 � xn � 3 s�a g�aller att 2 � xn+1 � 3.Eftersom x1 = 32 uppfyller att 2 � x1 � 3 oh vi nu vet att om 2 � xn � 3 s�a g�alleratt 2 � xn+1 � 3. s�a kan vi, genom induktion, dra slutsatsen att alla xn uppfyller2 � xn � 3.f �ar en konvex funktion. Sekanten genom tv�a punkter p�a grafen till en konvex funktionligger alltid �over grafen. Linjen y = x sk�ar grafen i punkterna (2; 2) oh (3; 3) oh liggers�aledes �over grafen om 2 � x � 3. D�a vet vi att f(x) � x om 2 � x � 3. Detta kan oks�ainses av kalkylen f(x)� x = x2 � 5x+ 6 = (x� 2)(x� 3) vilket visar att f(x)� x � 0om 2 � x � 3.Eftersom vi vet att 2 � xn � 3 har vi att xn � f(xn) = xn+1. F�oljden �ar s�aledesavtagande.Eftersom f�oljden �ar avtagande oh ned�at begr�ansad �ar den konvergent med ett gr�ans-v�arde a som enligt ovan �ar 2 eller 3. Vi vet oks�a att a � 52 . Allts�a �ar f�oljden konvergentmed gr�ansv�ardet 2.Svar: Talf�oljden �ar konvergent med gr�ansv�ardet 2.6. Avg�or vilka av f�oljande p�ast�aenden som �ar sanna respektive falska. Du beh�over inte (6p)motivera dig. R�att svar ger 1p, inget svar 0p oh fel svar -1p. Dok ej mindre �an 0ptotalt.a) Varje linj�art ekvationssystem med er ekvationer �an obekanta saknar l�osning.Svar: Falskt. (Motex: Ett system best�aende av tre identiska ekvationer med tv�aobekanta har alltid o�andligt m�anga l�osningar.)b) Varje linj�art ekvationssystem med er obekanta �an ekvationer har o�andligt m�angal�osningar.



MATEMATIKChalmers
Svar: Falskt. (Motex: � x+ y + z = 0x+ y + z = 1 saknar l�osning.)) Om f �ar deriverbar oh begr�ansad p�a ett intervall I s�a �ar �aven f 0 begr�ansad p�a I.Svar: Falskt (Motex: f(x) = sin( 1x) �ar deriverbar oh begr�ansad p�a ℄0; �[ menderivatan f 0(x) = � 1x2 os( 1x) �ar obegr�ansad.)d) Om f �ar deriverbar oh f 0 �ar begr�ansad p�a ett intervall I s�a �ar f begr�ansad p�a I.Svar: Falskt (Motex: f(x) = x p�a R.)e) Om u 6= 0 oh u � v = u � w s�a �ar v = w. (u, v oh w �ar vektorer i rummet.)Svar: Falskt. (Motex: L�at u, v oh w vara en ON-bas f�or rummet.)f) Negationen till utsagan \f�or varje x 2 [a; b[ �nns y 2 [a; b[ s�a att f(x) < f(y)" �arutsagan \det �nns x 2 [a; b[ s�a att f�or varje y 2 [a; b[ �ar f(y) � f(x)".Svar: Sant.7. a) Formulera medelv�ardessatsen. (2p)Svar: Se boken.b) Bevisa med hj�alp av medelv�ardessatsen att om f �ar deriverbar med f 0(x) > 0 p�a ett (4p)intervall I s�a �ar f str�angt v�axande p�a I.Svar: Se boken.


