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Till dig somsoker till hogre teknisk utbildning

Somdu vet forutsatter studieri tekniskaamnengodakunskaper matematik.En stor del av

detforstaaretagnasdarfor at grundhggandenatematiskaamnen. Godaresultati de teoretiska
amnenaunderforstastudiearetokar dinamojlighetertill framgangi de fortsattastudiernaDet

forstalasaretvid enhogslolainnekar alltid enstoromstllining frangymnasiestudiern&larman
daluckori gymnasiematematin, kandetbli rattarbetsamtOmdu inte ar saker pa attdu redan
har mycket godakunskapeii matematik,gor du klokt i att forberedadig ordentligtgenomatt

repeterggymnasiekurseachlasain avsnittsomdukansle tidigareforsummat.

Hur gor jag da?

Till hjalp far du dettakompendium‘Matematik — kort forberedand&urs for blivandeteknolo-
ger”. Arbetaigenomdetsagrundligt,attduberarskardeolika avsnitten. De mangadvningseemplen
gerdig mojlighettill nyttig rakneténing.l borjanav kompendiefinnsdessutonett diagnostiskt
prov ochi sluteten provrakningmedblandadeuppgifter

Kompendietar avsett for c:a 50 timmars studier Ta avsnitteni den ordning du sjalv finner
lamplig.Enmetodarattforstraknaalla[1] och[2]-uppgifternakompendietaktigenom).Sedan
alla[3]-uppgifternaosv. Har du brabetygi matematikfrangymnasiebchtror dig kunnagymna-
siekursermganskabra, kandu forsokadig pa sistauppgifteni varje ovningsuppgift(Uppgifterna
ari stortsettordnadeeftervaxandesvarighetsgrad.)

Ar det nagoteller ndgraomradendu specielltbetbver repeterat.ex. logaritmer trigonometri
eller derivering med hjalp av kedjergeln, kan du i forstahandkoncentreradig pa dessaDet
vasentligaar att du raknar (mindre vasentligtar vad du raknar).Skulle du kora fastpa nagra
uppgifterkandu eventuelltfa hjalp pertelefon(sebilaga“Upplysningarinfor terminsstarten).

Ett syfte medkompendiet‘Matematik— kort forberedand&ursfor blivandeteknologer”ar att
notain vissaformler, somdu kansle varit vanatt hittai enformelsamlingPa tentamenvid de
tekniskahodgslolorna kommerdu inte att ha formelsamlingntill hands Forsok darfor att klara
dig utan,nar duloserovningseemplen.

Kunskapslontroll?

Du kommerinte att avkravasredovisningav de har repetition®vningarnaDaremotkommerdu
snartatt marka, att du har stor nytta av forberedelsearbeteiyen om hogslolestudiernanleds
medenrepetitionskurs matematik.

Lyckatill
Med Halsningarfrande TekniskaHogslolorna



Tillaggav forfattar en

| dettakompendiunbehandlashuvudsaldemomentsommatematikhrarevid tekniskahogslolor
ansetivarade mestgrundhggandelelarnaav gymnasiematematg.

Den nuvarandegymnasiekursemn matematikar gemensanior alla skolor i landet,menolika
skolor ochlararebetonarkansle vissadelarmer eller mindrestarkt. Darfor kan nagradelarav
kompendievvaramer (eller mindre)valbekantdor dig.

Tips: Hoppadver avsnittet3.4 om ellipserm.m., ifall dessebegreppinte behandlats din gym-
nasiekurs.

Obsenreraocksa att kompendietar avsett att vasentligervaraen repetitionav matematilen i
delarnaA, B, C ochD, sombrukargenomg@sdetvaforstaarenpagymnasietDaremotrepeteras
vanligendel E (medbl.a.till ampningav integralerochdifferentialekationer) samteneventuell,
frivillig delF, i sambandnedde ordinariematematikkursernpa detekniskahdgslolorna.

Lyckatill!
Rolf Pettersson

Arets utgava av “Matematik— kort forberedand&ursfor blivandeteknologer”ar engrafisktbe-
arbetadupplagaav ettaldre,i huvudsakmaskinsknvet,original. Jaghari samadmedforfattaren
forsokt ge haftetensalattoverskadlig och pedagogiskitformningsommojligt, utanatt forandra
desssakinnelll namrvart. Eftersomjag sjalv ar teknologvid F-sektionenpa Chalmersoch
darmedkonfronteratsen del med teknisk kurslitteratur har jag stravat efter att ge haftet en
utformning somi sa hog grad som mojligt liknar teknologens‘vardagslitteratur~ dettafor
att ge Dig en sa smidig overgang som mojligt mellan gymansielitteraturemmch de Tekniska
Hogslolornas.

Ett gott rad ar dessutomatt verkligen forsoka laggaundanminiraknarenda Du raknardig i
igenomhaftet. Enligt min egenerfarenhetyar dettaenav deverkligt givandepoangernanedatt
repeteragymnasietsnatematik Forstaelsenfor de grundiggandeekniskamattekursern@kar
enormtom mangaav dettahaftesformler ochsambanditteri “ryggmargen”.

Lyckatill!
LennartJorelid
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A. DIAGNOSTISKT PROV
(Lamplig tid: cirka 2 timmar)
(Svar finns pa sistasidani kompendiet)
[1] Forenkla7a —3 — [(3 — a) — 2(a — 3b)] — 4b

[2] Losekvationen

z 1
t+1 =z

[3] Forenklasalangtsommojligt:
y- (3~ 3)

1 1
z—3)
[4] Forkorta(ommojligt) i uttrycket (23 — 8)/(z? — 4)
[5] Dividera(medpolynomdvision)salangtsommojligt (2z® + 1)/(z* — 2z + 3)

[6] Losek\atlonssysteme{ 3z +2y = —5
[7] Bestimexakt/(—6)2 + 21/9

[8] Bestmrotternatill ekvationen 3-2%2+4x —4=0

[9] Forvilka = gallerolikheten

" [a] 1/2-1n9+1n(1/6)
[10] Forenkla B In(z*)/In(1/z)

[11] Angiv exaktavardetav sin(7/3) 4 tan(7/6) (samtforenkla).

[a] cosv=1/2

[12] Bestimallavinklar v mellan0° och360° somsatisfiera .
[b] sinv =-1/2

[13] [a] | enratvinklig triangelar sinusfor envinkel lika med2/3 och denmot dennavinkel
staendesidanar 3 langdenheteBestimhypotenusankingdexakt.

[b] Sammauppgiftsomovan,omi stallettangensfor vinkelnar 2/3.
[14] Besiimtan2z exakt,omtanz = 1/4.

[15] Angiv paformenaz + by + ¢ = 0 enekvationfor ratalinjen genompunkterng2, —3) och
(—1,1).



[16] Ekvationemz?+y? = 6x betydergeometriskencirkel (i ettortonormerasystem)Bestim
medelpunkbchradie.

[17] Besiimderivatanf’(x) (ochforenkladen),om
S5x? + 2x
[18] Bestm f'(0), om f(z) = e*" /e*

[19] Bestimpaformenaz + by + ¢ = 0 enekvationfor tangentertill kurvany = (z — 222)3 i
denpunktpakurvan,darz = 1.

[20] Besimdetstorstavardesom f(x) = 3sinx + 2 cos x kanantafor reellaz.



1 Algebraiskarakningar

1.1 Addition, subtraktion och multiplikation av reellatal

For reellatal galler bl.a.foljandeenklaraknergler:

—(a+b)=—-a—-1b
—(a—b=—a+b=b—a
(—a) - (=b) = +ab=ab, ty

(-1)-(-1)=+1

Man definierarpotensemedheltals&ponenteisom:

a® = 1(fora # 0)
a' =a,a’=a-ao0sv
a=a-a...a, dvs.produkterav n styckenfaktorera

Vara foljer Potenslagana

a™ - q = am—|—n
(am)n — am-n

(ab)™ = a™b"

Eftersom(—1)? = 1 ocha—b = —(b—a), sagalleratt (a—b)?> = (b—a)?, (a—b)® = —(b—a)?,
ovs. For attfortydligagesnedamagraexempel:

Exempel 4a —2b—[(3a — ¢) — (2b — 3¢)] = 4a — 2b — (3a — c — 2b+ 3c) =
4a—2b—3a+c+2b—3c=a—2c
Exempel (zy22%)* . (—22%y) = 2*y®2'2 - (=8) - 28y = —8x10y11 212

Ovningsuppgifter



O-1 Forenkla O-2 Berakna

[1]9y — 6z —2z4+2 — 2y — 9z + 42—y [1] 3*

[21a—3b— (2a—b—c) [2] 43

[8] ¢ — [(7a — ¢) — (b —2¢)] — 2b [3] (—3)?
[4] (-2)°

.. 5] (—4)°

O-3 Forenkla 0O-4 Omforma(genomatt multipliceraihop pa-
renteserna)

[1] 3ab?® - 8ab? [1] (a — b)(b + 3a)

[2] (5a°b?)* 2] (z+1)(2® -2 +2—1)

[3] 3y* - (—2y°27) - 3yx [3] (322 — 2z +1)(222 — z — 2)

[4] (—22%y%2)? - (322%)% - (—2°y)*

Foljandeviktiga formler bor mankunnautantill:

KVADRERINGSREGLERM  (a +b)? = a® + 2ab + b?
(a — b)? = a® — 2ab + b*

KUBERINGSREGLERM (a+ b)3 = a® + 3a?b + 3ab® + b3
(a —b)® = a® — 3a%b + 3ab? — b?

KONJUGATREGELN @ =1 = (a+b)(a—1b) =
=(a—"b)(a+D)

FAKTORUPPDELNINGARNA  a® — b* = (a — b)(a? + ab + 1?)
a®+ 0 = (a+b)(a* — ab+ b?)

OBS!a? + v?, a® + ab + b? ocha? — ab + b? kanej faktoruppdelasnedreellatal.

Exempel Utveckla(2z + 322)3.
Losning:
(2z + 32?)% = {kuberingsrgelnmeda = 2z ochb = 32?} =
=(22)3 +3-(22)%- 322+ 3- 2z - (32%)? + (32?)% =
81 + 362222 + Hdxw2* + 2728

Exempel Faktoruppdelaittrycket 18a*b°c — 24a%b3c? + 8a’c?.
Losning:
18a*b5¢c — 24a®b3c? + 8a*c® = {allagemensammtaktorerbrytsut} =
2a%c - (9?0 — 12ab3c + 4¢?) = {kankvadreringsrgelnarvandasp =
2a%c - {(3ab®)* — 2 - 3ab® - 2¢ + (2¢)?} = {kvadreringsrgeln} =
2a%c - (3ab® — 2¢)?.



Exempel Faktoruppdelaittrycketz% + 8.
Losning:
25 + 8y® = {Kanfaktoruppdelningefor ¢® + b arvandas?p
= (2*)°+(2y)* = (2* +2y)[(2?)* = 2° - 2y + (29)*)] = (¢* +2y) (2" — 22%y +4y?)

Ovningsuppgifter
O-5 Utveckla O-6 Forenkla
[1] (= + 3y)® [1] (z — 2)(z + 2)
[2] (5 — 2z)? [2] (3a? + 2z)(3a® — 2x)
[3] (2% — 4y?)? [3] (222 + 3)(22? — 3)(4z* + 9)
O-7 Uteckla O-8 Uppdelai faktorer
[1] (z + 2y)° [1] 2 -9
[2] (a — 5b%)? [2] 2° + 4z + 4
[3] (3a + 2b%)3 [3] 4% — 16a?
[4] (422 — 6x)3
0O-9 Uppdelai faktorer O-10Uppdelai faktorer
[1] 322 — 18zy + 2Ty? [1] 23 + 27
[2] 25 — 8122 [2] y2® — y*
[3] 223 + 4aty — 4a3y? [3] 2 + 8z3y°

Polynom; Kvadratkomplettering

Med ett polynom(i ) menasett uttryck av formen
p(z) = apz™ + ...+ @17 + ag

dar a,, ... ,a kallaskoeficienterfor z”, ... ;2°. Oma, # 0 sagesp(z) varaav grad n. Ett
viktigt begreppar kvadatkomplettering andragradspolynorjamfor dettamedldsningav an-
dragradsekationgt.7]). Kvadratiompletteringergesav:

P tprtg=a’+2- 0o+ (0~ (G +a=(+ ) Ha- (5)

Exempel Bestim(genomkvadratlomplettering)minstavardetav
f(z) =42® + 122 + 17
Losning:

f(z) = 4[z* + 3z] + 17 = {kvadratlomplettera =
—af? 202 5+ (3 - (B +1T =4[+ 3 - 2] +1T =4+ ) +8

10



Eftersom(z + %)2 > 0 forallax, medlikhetomochendasomz = —%, insermanatt f,;, = 8,

vilketintraffardaz = —3.

Ovningsuppgifter
O-11Kvadratiomplettera

[1] 22 + 22— 1

[2] 5 + 22 — 22

[3] 2y — 8y + 3

[4] 7 — 10y — 442

[5] 22 + 62 +y?> — 4y + 1

0-13 Besaim (genom kvadratiomplettering)
minstavardetav:

[1] 2% + 4z — 1
[2] 522 — 107 + 21
[B] 22 +z+1

O-12 Kvadratiomplettera

[1] 22 + 3z + 4

2] 1 -2 — a?

[3] 1622 + 9 — 24z

[4] z* — 222 + 2

[5] 22 —y? + 22 — 22 + 3y — 42

O-14 Bestimstorstavardetav
[1] 5 + 22 — 22

[2] 7 — 102 — 22
[3] 7 — 10z — 422

1.2 Division av reellatal. Brakrakning

Enligt definitionenpa brak har forstagradselationenb - = a denentydigalosningen: = i
(kanocksa skrivasa/b) for b # 0. For brakrakninggaller bl.a.foljanderegler:

Forkortningoch % = % - ?
forlangning: € ¢

(for ¢ # 0)
Multiplikation: a- b = ab — % . poch

C C C

@ c_a

b d bd
Division, a_/z %/2 % d
dubbelbék: ¢/ c
Addition, %ig—zgiz;:“d;;bc
subtraktion: ' '

OBS! — arej lika med + ;. (Alltf 6r vanligt fel att tro motsatsen.pmt.ex.a = b = 1, ar

amlli 11 Ly 1 _ 9
namlllgena+b = 3, medan; + ; = 2!

Potensemednegativaexponentedefinierassom

11



Definition
1
a " =—
an
varav foljer
a™ men 1
— = =
an an—m
Exempel Forenklauttryclet: Egjzgi
Losning:
(a—0b)° (=1)°0B—a) -1 -1

Exempel Skriv

1 z+1 1
R(z) = —
(z) 24+ 2z 4—1x2 222
somett brak (pa sa enkel form sommaojligt),
Losning:
1 z+1 1 ..
R(z) = —— = {Faktoruppdelamamnarn
(z) x2+2x+4—x2+2x2 { PP 3
1 r+1 1

z(z + 2) (:c—2)(:v+2)+2$-:c
= {Forlangdeolika braken,sa att de nya brakenfar sammanamnare.
Vi harminstagemensammaamnareM GN = 2z%(z + 2)(z — 2)} =

o 2z(x—-2)-1 2% (z+1) (r=2)(z+2)-1
2z —2)-z(z+2) 222-(z—-2)(z+2) (z—2)(x+2)-222

20(x —2) —22%(x+ 1)+ (x+2)(z —2) 223422 —4x—4

222 (x + 2)(z — 2) B 222(x% — 4)

12



Anmarkning:

Man kan ocksa (i ovanshendesxempel)forstadderatva av braken och sedan

till summaradderadettredjebraket. Genombr dessaakningar!

Ovningsuppgifter
O-15Berakna

O-17 Skriv sompotensav 2

[1] 1/32
[2] 128/28
[3] 8°/4°

O-19forenkla

O-21forenkla

(1 (1/2)/y = (1/y)/=+1/(2y/x) +
2/(z/y)
[2] (a/b+b/a+2)/(1/b— b/a?)

O-23 Skriv somett brak (pa s enkel form som
mojligt):

1] z/(x —1)—1/(z + 1)
2lz+2/(x—1)+ (z+2)/(z* +z + 1)
[311/(1 —2z) —2/(1 + 2z) +

+ (62 +2)/(42* — 1)

O-16 Berakna
[1] 273

[2] (1/3)*
[3] (—5)7°

O-18Forenkla

[1] (302%y")/(122y'°)
[2] (3a®b* + 6ab?)/(3ab?)
[3] (104223 + 52y — 152%y)/(5yz)

O-20 Forkorta(om majligt)

[1] (a* + ab)/(a® — b?)
[2] (4:5 — ) /(2 — 4z + 4)
[3] (3 —1)/(2® + 2% + x)

O-22 Losekvationen
[1] 22/7 + 3/4 = 11/8

2] (bx +7)/(4x —14) = 1/3 =
Bz +11)/(22 = 7)

O-24 Skriv somett brak (pa s enkel form som
mojligt):

[1] 1/(2z —2) —1/(22)
21 z?/(3—x)+ (2—12)/(3 + x)
[3] (z +1)/(22* — 8) — (3z — 1) /(4x? + 8x)

13



Rationella uttryck, Polynomdivision
Ett rationelltuttrydk (i x) kanskrivaspéformensz), darp(z) ochq(z) arpolynomochg(z) #

0, dvsg(z) ejidentisktnoll. Omnugradtalefor p(z) arstorreanellerlika medgradtalefor ¢(z),
kanp(z) dividerasmedgq(z), sa attgradtaleffor restpolynomet(x) blir mindreangradtalefor

q(x). Man far % = k(z) + % , dar k(z) kallas kvotpolynomPolynomenk(z) och r(x)
kanbesimmagnedenpolynomdivisionsalgoritrtsefoljandeexempel)

Exempel Dividera(3z® + 1% + 4z — 3)/(2% — 3z + 1) salangtsommuojligt.
Losning:Skriv upptaljarenp(z) ochnamnarery(x) med“trappan”(eller“liggande
stolen”):

3z +10 (= k(z))

(glz) =) 22 —=3z+1 323+ 22 +42—-3 (=p(z))
—(32% — 922 + 3x)
1022 +z — 3
—(102? — 30z + 10)

3lz — 13 (=r(x))

Metod: Dividerahogstagradstermesw?® i p(z) medhogstagradstermer? i ¢(z),
dvs bilda 3z%/2* = 3z, somblir forstatermeni kvoten k(z). Multiplicera se-
dan hela namnareng(z) med 3z och subtraherdran p(z). Fortsatt med att di-
viderahogstagradstermetz? i restenmed hogstagradstermeing(x), dvs bilda
1022 /2% = 10, somblir nastatermi k(z). Multiplicera och subtraheraomovan.
Fortsatttills gradtalet restpolynomet () ar strangtmindreangradtalefor ¢(x).

Svar:
3z + 22+ 4x -3 31z — 13
22 —3x+1 _3$+10+x2—3x+1
Ovningsuppgifter

O-25 Dividerasa langtsommjligt: O-26 Dividerasalangtsommojligt:
[1] (z2+z+1)/(xz—1) [1] (62% — Tz + 2)/(22 — 1)
2] (2 —1)/(z* + 1) [2] (1 —2°)/(22% + 2 — 1)
[3] (z* — bz +1)/(z +2) [3] (3z® + 222 + 4)/(2® — 32 + 2z — 3)

14



1.3 Lineara ekvationssystem

Vid losningav ekvationermed flera obekantasbker man genomelimination skafa sig en ek-
vation, sominnehaller endasien obekant.Man kan arvandasig av enav tva metoder— substi-
tutionsmetodemller additionsmetoderfor attillustrera,gesnedanett exempel:(Tecknet*<”
betyder‘om ochendasom”)

2v 4+ 5y =4

3r+2y=-5

Losning:Metod1 [Substitutionsmetoden]

Denforstaekvationengerz = (4—5y)/2, sommansatterin i denandraDaerhélles

Exempel Losekvationssystem

3(4—5y)/24+2y= -5 12— 15y +4y = —10 &

& —1ly = —224:»

Alltsdarz = (4 — 5y)/2 = (4 — 10)/2 = —3, ochmanfar ett
Svar: x = -3,y =2

Losning:Metod?2 [Additionsmetoden]
Multiplicera (for att elimineraz) badaledeni de givna ekvationernamed3 resp.
(—2) ochadderadem:

6z + 15y = 12
—6x — 4y =10
11y =22

Haray fés, sominsatti enav degivnaekvationernagerz = —3.

OBS! Kontrolleraalltid svaretgenominsattningi de givhaekvationerna!
Anmarkning: Denlinearaekvationenax + by = ¢ betydergeometriskenratlinje.
Ett systemav sadanaekvationerhar alltsa a) en b) ingeneller c) oandligt manga
l6sningaberoendgpa om deratalinjernaar a) skarandeb) parallella(ocholika) c)
sammardllande.

Ovningsuppgifter

O-27 Losekvationssystemet O-28 Losekvationssystemet
rT+3y=>5 3r+2y=3
[1]{x+5y:7 [1]{6x+4y:4
zT—y=26 2r —y =12
[2]{33:-1-2:1;:1 [2]{6x—3y:6
_ T+2y—2=3
[3]{§if‘;’y:71 [B8]{ 2z+y+32=—6
vy= x+3y—22=5

15



1.4 Absolutbelopp

>
DEFINITION | :{ z om z 20

—x om z<0

Alltsaar |z| > 0 forallaz ochom |z| = a sAarz = +a. Geometriskkan |z — a| uppfattassom
avstandetmellanpunkternar ocha patallinjen.

- afu M

ades i

Ix-al

Exempel Enligt definitionenar| — 2| = —(=2) = +2,ty z = -2 < 0.

Exempel Exvationenjz — 1| = 3 kanskrivasz — 1 = 43, varfor rotternaarz; = 1+ 3 = 4,
ochzy =1-3=-2.

Exempel Olikheten|z + 2| < 5 kanavenskrivas—5 < z + 2 < 5,dvs—7 < z < 3.
Studeraallinjen!

Ovningsuppgifter

O-29Bestim O-30Ldsekvationerna
[1] 5] [1] |z — 1] =2
[2] | — 5 2] |x+3|=5.5
[3] 6 — 8| [8] [2—z| =2
[4] |2 — 3.5 [4] |z+1]=1/3
[5] | —6— 38 [5] |z + 2| = -2

[6] |3z — 5] =1
O-31Angiv utanabsolutbelopple, somsatis- O-32 Skriv f(z) utanabsolutbeloppom f(z)
fiera: ar:
[1] |z| < 4 [1] = + |z|
2]z -2/ <3 [2] 22 — ||
[B][3z+2] <1 [3] |z + 1|+ |z — 2|
[4]1<|z+2/<3 [4] 4|32 — 1| + |62 + 3]

1.5 Kvadratrotenur ett positivt reellt tal

Eftersomz? = z - 2 > 0 for allareellatal z harekvationenz? = b reellalosningarendasiom
b> 0.

DEEINITION Med \/I_) darb > 9,"mena31etick"e-negativa,reellatal vars
kvadratarb. Allts&ar (vb)? = b forb > 0.
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OBS!vb > 0 forb > 0. Exempelvisary/16 = +4 ochinte +4.
(Mycketvanligt fel atttro motsatsen!)
Av definitionenpé /b foljer vissaraknergler:

1. va-vb = Vabochy/a/vb = \/a/bforaochb > 0.

2. Va2 = |a| for allareellaa, varfor va2 - b = |a| - Vb
forb > 0, allaa.

3. 1/vb=vb/bforb > 0.

4 { 1/(vVa+vb) = (vVa—+vb)/(a—0)
1/(va—-vb) = (vVa++vb)/(a—b)
fora ochb > 0 ocha # b.

Reaglerna4 kallasforlangningmedkonjugatuttry&. (seexempelnedan.)

OBS! | allmanhetarv/a + b # \/a + V.

Exempel Forenkla,/(—2)2.
Losning:
Enligtraknergel 2 ovan,ar /(-2)2 = | — 2| = 2.
Enalternatv losningsmetodr /(—2)2 = /4 = 2.

Exempel Skriv medheltalsramnare, -
Losning:
Forlangmedkonjugatetill namnaren:

1 3+5 3+v5  3+v5 3+6

3-V5 (3-VRB+VE) ®-(V5r 9-5 4

Exempel Fijrer_lkla\}%”1 ochangedefinitionsnangd.
Losning:
V& — 1 ardefinieratfor x > 1, menl/y/z — 1 endasforz > 1. Forz > 1 ar:
l-z  —(x-1) (Vo —1)?

V3 V- S S C

Svar: Forz > 1 ar\}% =—r—1

17



Ovningsuppgifter
O-33Forenkla

[1] V9
[2] V3
[381 v(-3)

O-35Forenkla

[1] V/18//96

[2] V2 + V38

[3] (V6 — V3)(V5 + V3)
[4] V12 4+ /3 + /48 — /75

O-37Forenkla

[1] Va? - b,oma > 0 ochb > 0
[2] Va?-b,oma < 0ochb >0
[3] a- \/b/a,oma > 0 ochb > 0
[4] a- \/b/a,oma < 0 ochb < 0

O-34 Forenkla

[1] v/0.16
[2] v/6250000
[3] V8- /18

O-36 Skriv medheltalsiamnare:

[1] 2/V/14

[2]1/(vV3 - V?2)

[3] 1/(1 + V/6)

[4] (4 = V/5)/(T = V/5)

[5] 1/[(1 + v2) — V3]

[6] 1/(v2+ v3+ V6)

0-38 Forenklafoljandeuttryck (ochangiv defi-
nitionsmangd):

1] (z +2)/Vz +2

[2] (5 —x)/vz =5

[3] (2% — 4z)/Vi—x

(4] (1 2)/as 32

[5] (22 + x) /v a3 + 22

6] z/(Vz+1—-1)

7M1 2-z—-2%)/(z+V2—x)

Ekvationenz2 = b harfor b > 0 tvaolika reellarotter z; = v/b, 2o = —v/b. Man skriver

$2:b$$1,2::|:\/5f0rb20

OBS!

Exempel Ekvationer9z? — 2 = 0, dvsz? = 2/9 harrdtternar, , = +v/2/3.
Exempel Ekvationenl + /z = 0, dvs,/z = —1 saknaildsning,ty \/z > 0.
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Ovningsuppgifter

O-39Ldsekvationen O-40 Ldsekvationen
[1] 2% =4 [1] Vz =4
[2] 2% — 27 = 0 [2] VZ+1=2
[3] 4 — 322 = 0 B8] VZ+2=0
[A] Va2 +1=2
Blva?+2=1

[6] V22 + 4z — 9 =2\/x

1.6 Icke-reellatal. Komplexatal

Ekvationenz? = b saknareellarotteromb = —c < 0. Daremothardenicke-reellaimagirara)
rotter:z; = iy/c, zo = —iy/c, dari? = —1. Mankannu (nagotoegentligt) skriva:

2’ =—c=mo=4+V-c=%ive ¢>0

Exempel Ekvationenz? + 3 = 0, dvsz? = —3 harrotternaz, » = +v/—3 = +iv/3, dvs

{ros

Ett komplet tal kan skrivs pa formenu + v, dar w ochv arreellatal ochi ar denimaginara
enhetensomsatisfieraekvationen? = —1.

Exempel
1 2—3 . 2— 31 2—3i
2+3i  (2+30)(2—3i) {Konjugatrgeln; = 4-92 13

Ovningsuppgifter

O-41 Losekvationen O-42 Skriv paformenu + v

[1] 22 = -9 [1] (1 + 34) — (2 — )

[2] 22 +4 =0 [2] (1+3i)(2 — 4)

[3] 1622 + 25 = 0 [3] (1 + 3i)/(2 — i)

[4] ($—1)2=—3 [4] 1/(1+3i)+1/(2—1)

[5] (z+3)2+10=0
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1.7 Andragradsekvationer. Faktoruppdelning av andragradspolynom

Enadragradselationaz? + bz + ¢ = 0 kan,daa # 0, skrivaspanormalform z2 + 2z + £ = 0.
Enandragradselationpanormalformz? + pz + ¢ = 0, kanldsasggenomkvadmtkomplettering

9 oD P\? P\? P\? P\?
20+ (5) —(5) +a=0e(e+5) =(5) -
T+ 2:5-1— 9 9 +q x+2 9 q

Alltsagalleratt:| Ekvationenz? + pz + g = 0 harrotterna

p P\?
na=—5+y/(3) -

Dessadotterz; ochzy ar

[1] Reellaocholika,om(p/2)* — ¢ >0
[2] Reellaochlika, om (p/2)? —q =10

[3] Icke-reellaocholika,om (p/2)? — ¢ < 0

OBS! Omgq = 0, harekvationenz? 4+ px = 0 enrot z; = 0, samtrotenz, = —p.

Exempel Beraknarotternatill ekvationen3 — 522 = 2z.
Losning:
Ekvationenkanskrivaspa normalform:z® + 2z — ¢ = 0, ochharrotterna

2
m:_li\/@) O OV
’ ) ) ) 5 25 25 5 5

1 4 3
xl = —_-—— —_ = —
Alltsa arrotterna ? i o
- - _2__
2T TE TR

Exempel Ekvationenz? — 6z + 13 = 0 harrotterna
T12=3£VI-13=3£v-4=3+L2

OBS! Kontrolleraalltid svaretgenominsattningi dengivnaekvationen!
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Ovningsuppgifter
O-43Bestimrotternatill ekvationerna

[1] 22 +6x+5=0
[2] 22 =2 +6

[3] 222 +3+5x =0
[4] 1122 = 3z

[5] 322 +5x—1=0
[6]922 +1—62x =0
[7]1 6 + 3z — 422 = 0

O-44 L osekvationernadvsbesamallarotter:

[1] 22 — 42 +6 =0

2] 22 +2+1=0

[3] 22% +5 =3z

[4] z* — 2022 + 64 = 0 (Sattharz? = 2)
[5] 3 + 222 = 2*

Faktoruppdelning (av andragradspolynom)

Omekvationenz? + px + ¢ = 0 harrotternaz; ochz,, sakanpolynometr? + px + g faktorupp-

delas:

P +pr+q=(r—2)(z — 29)

Anmarkning:

Om(p/2)? — q < 0, sdarz; ochz, icke-reellaochi safall kanz? + pz + g €j

faktoruppdelasnedreellatal. (Darmotkanz? + px + ¢ alltid faktoruppdelamedkomplexatal.)

Exempel FaktoruppdelgolynometP(z) = 22? — z — 1.

Losning:
20 —x — 1 = 2(2® — {z — 3). Losdarfor forstekvationenz? — ;2 — 2 = 0. Man
far
1 1 n 1 1 n 3
T = — —_ - = — —
P4 V16 T2 44
Rotternaaralitsad “1 =1
T = —1/2
e, 11 1 )
Alltsaarz® — 3t =5 = (x —x1)(r —22) = (. — 1)(z + 5), varfor

P(x):2x2—x—1:2(x—1)(a:+%> = (z—1)(2z + 1)
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Ovningsuppgifter

O-45 Faktoruppdelgmedreellatal): 0-46 Angiv en andragradsekation med
rotterna:

[1] 2® + 3z — 4 [1] 1och—-2

[2] 6 — 2z — 422 [2] 2+ V3 0och2 — /3

[3] 2% + 22 + 2 [B8]1+iochl —i

[4] 82 — 822 — 2

[5] 222 — 6z + 1

1.8 Faktorsatsen.Ekvationer av storr e gradtal antva

Sats

Faktorsatsen

Om p(zx) ar ett polynomi z ochp(z;) = 0, dvsom z; ar
enrot till polynomekationenp(z) = 0, sdar (z — z;) en
faktori p(z), dvs

p(z) = (z = 1) - ¢(2)

darg(z) arettpolynomav enenhetagregradanp(x).

Exempel Losekvationenz® — 1122 + 23z + 35 = 0.

Losning:

Efter provning(av t.ex. 0,+1,+2,...) finnermanattz; = —1 arenrot,ty —1 —
11 — 23 + 35 = 0. Enligt faktorsatserar alltsa polynometz?® — 1122 + 23z + 35
delbartmedz — z; = x — (—1) = z + 1. Division (av polynom,sel1.2)ger

7® — 112 + 232 + 35 = (z + 1)(2? — 122 + 35)

Tredjeggradsekaitonensvrigarotterfasur ekvationenz? — 12z + 35 = 0. Manfar
a"tsoal'g,g =6+t+/36—-35=6+1, dVS.TQ =5 OChxg =T1.
Svar: Ekvationenharfotternaz; = —1, 2z = 5 ochzz = 7.

Tillagg: Vi haralltsa faktoruppdelningen® — 1122 + 23z + 35 = (z + 1)(z —
5)(x — 7).

OBS! Entredjggradsekationharalltid tre rotter (lika eller olika)
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Ovningsuppgifter

O-47 Losekvationerna O-48 Faktoruppdelgmedreellatal):
[1] 2% + 222 — 82 =0 [1] 23 + 222 — 8z

[2] 2% + 222 — 22 —1 =0 [2] 23 + 22 — 22— 1

[3] 23 +42®> + 62 +4=0 [3] 23 + 422 + 62 + 4

[4] 22* — 323 — 22 +32—-1=0 [4] 22* — 32® — 22 + 3z — 1

O-49 Losekvationerna O-50 Faktoruppdela

[1] (z—1)*=0 [1] 2(z® —2* + 2 — 1)

2]zt -1=0 [2] 223 — 172? 4+ 412 — 30

B8] (z2 —1)2=0 [3] 22 + 2? — 62 — 2%y — Yy + 6y
1.9 Olikheter

Exempel Forvilka z arz?® + 23z < 1122 — 35?
Losning:
Olikhetenkanskrivasp(z) = 2 — 112% + 23z + 35 < 0. (Ha alltid for vanaatt
flytta over termer s att enaledetblir noll.) Enligt exempelovanharvi faktorupp-
delningemp(z) = (z 4+ 1)(z — 5)(z — 7). Teckenstudiungernu:

xl 1

p(x)|---

Ode

7
} »
0 +++

Qula

+4+++

Svar: Olikhetengallerforz < —1 ochforb <z < 7.

Exempel Forvilkkazarz+1> 27
Losning:
OlikhetenkanskrivasR(z) = z + 1 — 2 > 0, dar

R(x):x +;—2;(x+2)$(x—1)

| * harvi endasfaktoruppdelatéljaren.Teckenstudiumav R(zx) gernu:
2 0 1

g } J >
R(x)| —== 0 ' sa44  (cjdef) --- 0

Svar: Olikhetengallerfor —2 < z < 0 ochforz > 1.
OBS! Dengivnaolikheten( i senastexemplet)farej skrivasz(z + 1) > 2, dvsolikhetenfar e
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multiplicerasmedz, ty x kanvaranegativt!

a>b & a-c>b-c, om ¢>0

AIImantgaIIeratt{a>b & a-c<b-c, om ¢<0

O-51For vilka z gallerfoljandeolikheter? O-52 For vilka z galler foljandeolikheter?
[1] 2% > (z + 2)? [1] (z+1)/z >3

[2] 322 < 2z 2] 2z —1)/(z —2) <3

[3] 22 + 2 > 2 [B]11/z>2x—1

4]z +1> 2z

[5] 2% + 6 < 222 + 5x
[6] 6 + 32% < bx + 23

1.10 n:terotenur ettreellttal. Allmannapotenser

Med b~ = /b menlasdenreella(och positva,omn = 2m = jamntheltal)rotentill ekvationen
2™ = b. Allts&ar (b=)" = b, dvs (/)" = b.

For denvanligakvadmtrotengaller alltsh att Vb = /b = /2 forb > 0. Omb > 0 definieras
potensuttryket 5™/ (medrationell exponent(m/n)) genomb(™™ = {/bm. Man kan visa att
b(m/™) satisfierade allmanna)potens-ochexponentiallagarna:

Potens-och exponentiallagana

b B = b
(b7 /0) = b
(b)Y = b

{ (ab)® = a® - b*
(a/b)® = a®/b"

Anmarkning: Denandralagengerspecielltl /oY = b7, omz = 0.

Exempel Forenkaly/2v/2.

Losning:

[V][95)

D=
Il
[N}
N
Il
5
[N}
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O-53 Forenkla O-54 Forenkla

18" 1195
214 2] /8
[3] (vV27)*/* 3] v/V/5
[4] 971/6 - 902 [41 /9

[5] (32)~1% /445 [5] v/ VV6

Man kan allmantdefinierauttrycket v* for b > 0 ochallareellaz, sa att b* satisfierapotensla-
garnaovan.b” kallasfor enpotensav b, dar b kallasbasochz exponent Av specielltintressear
den(naturliga)exponentialfunktioner® medbasere = 2, 71828 .. .. For allmantb® gallerbl.a.
att

[1] b* > O forallax.
[2] 8° =1 forallab.

[3] f(z) = b” &rvaxandgfor vaxander) omb > 1, och
avtagandgfor vaxander) om0 < b < 1.

a '

>

—-
>

y=b"dirb>1

————/ 4 =X

OBS! Man skiljer pa a) potensfunktionerf(z) = x° ochb) exponentialfunktionerf(x) = b°.

Exempel Losekvationen3® + 2 - 32+ = 21.
Losning:
Ekvationen3?® + 2 - 37*! = 21 kanskrivas3® - (1 +2-3) = 21, dvs3%-7 = 21 eller

3% = 3, varfor[z = 1],

Exempel Losekvationene?® + 2¢* — 3 = 0.
Losning:
Satte® = 2. Daerhallesandragradselationenz? + 2z — 3 = 0 medrotternaz; = 1
ochz, = —3. Manfarnutvafall:
[1] e = 2; =1 gerx; = 0.
[2] e* = 2o = —3 @renorimlighet,eftersome® > 0 for allareellatal z.
Svar: z =0
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Ovningsuppgifter

O-55Bestimreellaldsningattill O-56 Bestimreellaldsningatill
[1] 3% =81 [1] €% + e — 2 = 0 (Satte® = 2)
[2] 32+ 4 3% = 36 2] e* +e*+1=0

[3] 9% =1/27 [3]3%¢ - 7.3 -18=0

[4] 3.2+ — 27 = 40/2 [4] 42t1 —9.22+2=0

[5] 222 +3-2° =35

1.11 Logaritmer

For tio-logaritmenlgy ochnaturligalogaritmenln y galler

x=lgy < y=10%fory >0

r=lnysy=e¢* fory>0

OBS! For attlgy resp.ny skall varadefinieratkravsalltsa atty > 0. Specielltar

lgl =0,1gl0=1,In1 =0,Ine =1,
tytexy=1=10°=10" & 1gl =lgy =2 = 0.

Av formlernaovanfoljer ocksa direkt att

1g10%” = z ochlne® = z for allareellaz.

10'8Y = y oche™¥ = y forallay > 0.

Exempel 1g1000 = 1g10° = 3
Exempel 1g0.1 =1g10~' = —1
Exempel In\/e=Ine'/? =1/2

Exempel Losekvationerna
[1]2-Inz =3
[2]2-e* =3

Losning:

[1]12-Inz=3 & Inz=15cz=¢" =¢/e
[2]2-e* =3 e =154 2 =1n1.5=0.406

Ovningsuppgifter

26



O-57 Forenkla O-58 Forenkla

[1] 1g 10000 [1] In €3
[2] 1g0.001 [2] In e
3] 10537 (3] In(1/+/)
[4] 1071g0.4 [4] eln5
[5] efln 1.5
O-59 Ldsekvationerna 0O-60Bestimreellaldsningatill:
[1]lgz =0 [1] e* =4
2] Inz =—1 2] 3-10" =4
[3]4-1gz =1 [3] 2- 107 + 10°*! = 36

[4] €% — 5e® +6 = 0
[5] 2- 102 — 10° — 6 =0

Ur potenslagarnkan manharledafoljandelogaritmlagar (for y ochz > 0):

Sats Logaritmlagar na

[A]In(y-2) =Iny+1nz
[2]InZ =Iny—Inz
[B]Iny? =p-Iny

Motsvaranddagargaller ocksa for tio-logaritmen|g.

Av lag 2 foljer specielltatt

In-=—-Inz
z

OBS!In(y + z) arinte lika medln y + In z. (Mycketvanligtfel atttro motsatsen!)

Exempel Losekvationen2-lgz —3-1g2 = —1

Losning:
For attlgz skall varadefinieratkravsattz > 0. For > 0 galler enligtlogaritmla-
garnaatt
$2
2-lga:—3-lg2:—1©lgx2—lg23:—1®1g<§> =-1l¢&
7’ 4 2 25
S =10"'er="r="=""(tyx >0

Svar:  z = 2v/5/5.
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Ovningsuppgifter
O-61 Forenkla

[1] 1g80 —1g 8

2] In48+6-1ln1 —3-1n2

[3]1g8 —6-1g V2

[4] In(1/9) + In~/27

[5]2In24 +3In$ +5In9 —4In27
[6] 210.12 — 1.51g4 — g 1.8 + 10lg 1

0-62 Sok reellaldsningattill ekvationerna

[l Inz+2-In3=1Inb

[2] 2lgx + 1gd = 2

[3]13In(z +1) —Inz®> =61n4

[4] In(z —2) +Inz =31n2

[5] In(x + 1) +In(2 — z) = In(xz — 1)?
[6] 1g (3z) +1g(z + 1) = 2lg(z — 1)

2 Trigonometri

2.1 Vinkelmatning

Vinklar kanmatasi (delarav) vary, graderellerradianerMed 1 radianmenasstorlelenav cent-
rumvinkelni encirkelsektoy dar periferichgenar lika langsomcirkelnsradie.(Ritaenfigur!)

Sambandemellandeolika enheterndr: 1varv = 360° = 2x radianerHarav fas:

1° = 7/180 radianeroch
1 radian=180°/m ~ 57.3°

(Oftaskriver maninte ut enheterradian,utanskrivert.ex. 90° = 7 /2.)

Ovningsuppgifter
0O-63Bestimgraderochradianerfor

[1] 1/4 varv
[2] 2/3 varv

0O-65 Omvandlatill radianer

[1] 45°
[2] 75°
[3] —60°
[4] 210°

0O-64 Bestimgraderochradianerfor

[1] —1/2 varv
[2] —5 varv (Ritafigur!)

O-66 Omvandlatill grader

[1] = /6

2] —7/8
[3] 237 /12
[4] —57
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2.2 Ratvinkliga trianglar

| enratvinklig triangelarenvinkel 90° = 7 /2 (radianer)Omenav dedvrigavinklarnaar v, blir
dentredjevinkeln /2 — v, eftersomvinkelsumman entriangelar 180° = «. Vinkeln7 /2 — v
kallaskomplementvinn till v. Den sidasomstar mot denratavinklen kallashypotenusach
debadaovrigasidornakallaskateter

¢ w2-v
a
v
b
For ratvinkligatrianglargaller Pythagorasats:
Sats Pythagorassats
a+0=c

De trigonometriskdunktionernadefinieraqfor0 < v < /2):

DEFINITION sinv = (a/c) = (motsinendeatel /(hypotenush
cosv = (b/c) = (narliggandekated /(hypotenusa
tanv = (a/b) = (motstiendekatel /(narliggandekated
cotv = (b/a) = (narliggandekated /(motstiendekatel

Harurfas:

a=c-sinv,b=c-cosv
a=b-tanv,b = a- cotv, Samtatt

__sinw __ 1
tanv = cosv ~ cotuv”

For komplementvinklerfr /2 — v) galler:
sin(m/2 — v) = cosw, cos(m/2 — v) = sinwv
tan(m/2 — v) = cot v, cot(m/2 — v) = tanw

Man erhaller ocksa:

Trigonometriska ettan

Sats )
sin?v + cos?v =1

(Fasdirektur Pythagorasats)

OBS!sin? v = (sinv)? = sin v - sin v; (sin v)? arej lika medsin® v2.
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Exempel

b

Solveraenratvinklig traingelmeda = 3.0 och A = 25° (sefigur), dvs.besamde
sidorochvinklar sominte ar givna.

Losning:

Vinklen B = 90° —

A =65°. Nuarsin A = a/c, varfor sidan

30 30 .

T sin25° - 0.423

(sin 25° fasmedraknedosaraknestickaeller ur tabell.)
Vidareéartan A = a/b, varforb = a/ tan A ~ 3.0/0.466 ~ 6.4
Svar: B = 65°, ¢~ 7.1, 0chb = 6.4 (langdenheter).

5

Exempel Bestimsinv ochcoswv, omtanv = 3/5 och0 < v < /2.

Losning:

Rita en ratvinklig triangelmedkateternas = 3 ochb = 5. Da artanv = 3/5.
Enligt Pythagorassatsar hypotenusana

3
= /34 varfor sinv = Ccosv =

i~

V34

Ovningsuppgifter

0-67 Solverafoljanderatvinkligatrianglar(be- O-68 Bestm (for 0 < v < 7/2) exaktavardet

teckningarenligt figur ovan):

[1] ¢ = 3.6 och A = 40°

[2] « = 2.0 ochb = 4.0
[8] a = 4.0 ochB = 35°
[4] b = 3.5 0chB = 30°
[5] b= 2.50chc=4.5
[6] b=2.7T0chA = 27°

av.

[1] cosv ochtan v, omsinv = 1/3. (Ledning:
Ritaenratvinklig triangelmeds = 1 ochc = 3)
[2] sin v ochtan v, omcosv = 2/3

[3] sinv ochcosv, omtanv = 5/2

[4] sinv ochcos v, omcot v = 0.3
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Vi harledemu detrigonometriskdunktionernassardenfor 45°, 60° och 30°. (Om maninte kan
dessavardenutantill, mastemansnabbkunnagoraenharledning.)

i

2b

60°
b

.........

For v = 45° = /4 ardenratvinkligatriangeln(figur 1 ovan)enhalv kvadrat.Da ar kateterna
ochb = a, samthypotenusae = v/a? + b2 = a+/2, varfor:

™ 1
sin45° =sin — = —
4 2
™ 1
cos45° = cos — = —
4 /2
tan 45° = tan% =1

cot 45° = cot% =1

For v = 60° = 7/3 kan denratvinkliga triangelnuppfattassomen halv liksidig triangel (fi-
gur 2 ovan). (I enliksidig triangel ar alla vinklarnalika med 60°, varfor vinklarnai en halv

liksidig triangelar 60°,90° och 30°.) Alltsa ar hypotenusam = 2b och Pythagorassatsger
a = Va2 — b2 = by/3, varfor:

T \/§
in 60° =sin — = —
sin sm3 5
cos 60° = cos T_ 1

3 2
tan 60° = tang =3

™ 1
cot60° = cot — = —

37 V3

Forv = 30° = /6 erhallesunderbetraktandev sammdigur somfor 60°:
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sin 30° = sin ~ =
6

N | =
P

T
30° = cos - =
cos cos &

i
tan 30° = tan 5 =

cot 30° = cot% =3

S‘,_.l\:)‘
w

ty sin 30°=(motsaendekatet)/(hypotenusan)s/2b = 1/2 osv.

Ovningsuppgifter

O-69 Bestimexaktavardetav O-70Forenkla

[1] cos 30° + tan 30° [1] 2o0s(w/6) . gsin(/3)
(Ledning:arnvandpotenslagarna!)

[2] (cos 30° — sin 30°)/(cos 60° + sin 60°) [2] ztan(r/4) . g cos(n/6)

[3] (tan2 60° — C082 300)/(tan 45° + sin 300) [3] $sin(7r/6)+cos(7r/3) /xtan(ﬂ'/4)+cot(7r/4)

2.3 Detrigonometriska funktionerna for godtyckliga vinklar

4 y
andra forsta | T
kvadranten kvadranten
v>0
»
X
v<O
tredje - fjirde
kvadranten - kvadranten

by-planet ir uppdelat i fyra kvadranter:] '

Envinkel raknagpositv om denmatsmoturs, ochnegatv om denmatsmedus, vanligenraknat
franpositiva z-axeln.

Antag,att (x, y) arenpunktpa enhetscirkln, varsekvationar z? + y? = 1. De trigonometriska
funktionernaor godtyckligavinklar definieraggenom:
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DEFINITION

»%

x.y)

L

sinv =y
COSV =T

tanv =y/x forxz #0, (dvs.v#7/2+ nm)
cosv=uzx/y fory+#0, (dvs.v# nr)

Vi ser att definitionernastammerodverensmed de tidigare givnafor 0 < v < 7/2, dvs for
x > 0,y > 0. (Ritafigur!) Eftersomsinv = y, arsin v positivt for vinklar i forstaochandra
kvadraterochnegatit i tredjeochfjarde.Liknanderegler for cos, tan, cot:

4

4 4 4

sin v

coS V. tan v cot v

Av definitionernaovanfoljer direkt att

Sats

[1] tanv =sinv/cosv = 1/ cotv ochcot v = cosv/sinv = 1/tanw

[2] —1 <sinv < 1och—1 < cosv < 1 {foralla vinklar v}

[3] sin0 = 0,sin7/2 = 1,sinm = 0,sin37/2 = —1,sin 27 = 0

[4] cos0=1,cosm/2 =0,cosm = —1,cos83m/2 =0,cos2m =1

[5] sinv = sin(v + n - 27) ochcos v = cos(v + n - 27), for varje heltaln.

[6] sin?v + cos? v = 1 [Trigonometriskaettan]
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Exempel Bestimexakt: cos(377/6)
Losning:
cos(377/6) = cos(m/6 + 3 - 2m) = cos(7/6) = v/3/2
Exempel Bestimsinv ochcoswv, omeotv = —2 och7/2 < v < 7.
Losning:
Med halp av formelncot v = cos v/ sinv samt“triogometriskaettan”far manek-
vationssystemet

Ccosv = i2/\/5
sinv = :Fl/\/g

Eftersomw liggeri andrakvadrantengar cosv < 0 ochsinv > 0, fas.

{ cosv/sinv = —2

) medlosningar
cos?v +sin’v =1 9 {

Svar:  cosv = —2/+/5 ochsinv = 1/+/5.

Ovningsuppgifter
O-71 | vilken kvadrant hamnar foljande O-72Bestimexakt

vinklar?
[1] 47 /3 [1] cos 33w
[2] 700° [2] sin(177/2)
[3] 507/3 [3] sin(337/4)
[4] —177/6 [4] cos(—237/3)
[5] —1000° [5] tan(—397/4)
[6] 1007/3 [6] cot(—1017/3)
O-73Visaatt O-74 Visa(for godtyckligaheltaln) att
[1] 1/ cos?v = 1 + tan? v [1] sinnw = 0
[2] 1/sin?v = 1+ cot?v [2] cosnm = (—1)"
[3] sin[(2n + D)r/2] = (—1)"
[4] cos|[(2n + 1)7/2] =0
O-75Bestimexakt O-76 Beraknaexakt

[1] sinv ochtan v, omcosv = 3/4 0ch37/2 < [1] sinv + cosv, omtanv = 4/3 och0 < 0 <

v <27 /2

[2] cosv ochtanv, omsinv = 0.4 ochv @ri [2] sinv — cosv, omcotv = —3/4 ochw /2 <
andrakvadranten. v

[3] sinw ochcosv, omtanv = 3, och7 < v < [3] tanv + cotv, omsinv = —9/4/145, och
3m/2 3In/2<wv< 2w

[4] sin v ochtan v, omcosv = 2/7
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0.8
06
0.4
0.2

' ']" sin'(X) —4 o8} }s cos'(x)

-0.2

-0.6 |-
08

-1 1

10

v 32

/2

1)

10 '
o2 x w2 0 w2 r

3v/2

m

2.4 Nagra enklatrigonometriska formler

Sats

sin(—v) = —sinw tan(—v) = —tanw
cos(—v) = cosw cot(—v) = —cotw
sin(m —v) =sinv  cos(m —v) = —cosv

{
{

sin(m/2 — v) = coswv tan(w/2 — v) = cotw
cos(m/2 —v) =sinv cot(m/2 —v) = tanwv

sin(v +7) = —sinv tan(v + 7) = tanv
cos(v + ) = —cosv cot(v + ) = cot v

Dessdaormler kanharledasnedhjalp av spaling (selarobokfrangymnasiet.)
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Exempel Bestimcos(57/6).

Losning:
5w /6 liggeri andrakvadrantenAnvandformelncos v = — cos(m — v). Vi faralltsa
5% 5% T V3
COS (F) = — COS (77'—?) = — COS (g) ——7
Exempel
. (357 . ™ . T T -3
sm(7> —Sln(6-271’—§> —Sln(—g) ——Sln(g) =
Ovningsuppgifter
O-77 Bestimexakt O-78 Bestimexakt
[1] sin(—7/4) [1] sin 210°
[2] sin(57/6) [2] cos 120°
[3] tan(—m/3) [3] sin(—150°)
[4] cos(5m/4) [4] tan 300°

[5] cos(—77/6)
[6] tan(27/3)

O-79 Bestimexakt O-80 Visa(utgaenddranformlernaovan)att
[1] sin(177/3) [1] tan(m — v) = — tanwv
[2] tan(757/4) [2] cot(m — v) = —cotw

[3] cos(507/3)
[4] cot(—1007/3)

Av formlernaovan (i dettaochforegaendeavsnitt) erhélles:

Sats (1) sinv =sinu<s v=u+n-27 eller
v=m—u+n-2w

(2)cosv=cosu<= v=u+n-2r eller
v=—-u-+n-2w

3)tanv =tanu s v=u+n-7
| samtligaformlerovanarn ettgodtyckligtheltal.

36



Exempel Losekvationersinv = —0.5, dvsbestimallavinklar v somsatisfieraekvationen.
Losning:
Enlosningarv = —x /6, ty sin(—7/6) = —sinw/6 = —1/2.
Formel[1] ovangersin v = sin(—7/6) < v = —7n/6+2nw ellerv = 71— (—7/6)+
2nm

Svar: v = —7/6+ 2nw ellerv = 77 /6 + 2n, darn arettgodtyckligtheltal.

Ovningsuppgifter

O-81Losekvationerna O-82 Losekvationerna

[1] sinv = 1/2 [1] sinv = —/3/2

[2] cosv =1//2 [2] cos 5v = —1/2 (Sattbv = t)

[3] tanv = V3 [3] tan 3v = —1
O-83Losekvationerna O-84 Losekvationerna

[1] cos4v = cosw [1] 4cos®?v = 3

[2] sindv = sinw [2] 2cos? v + cosv = 1 (Sattcosv = 2)
[3] tan v = tan 4v [3] 2sin?v + 3sinv = 2

[4] cos 4v = sinwv [4] tan? v + tan3v = 3 + 3tanwv

2.5 Additions- och subtraktionsformler

Foljandeformler mastekunnautantill eller kunnaharleda:
Sats

sin(u +v) =sinu - cosv + cosu - sin v
sin(u — v) = sinu - cosv — cosu - sin v

cos(u + v) = cosu - cosv — sinu - sin v
cos(u —v) = cosu - cosv + sinu - sin v

tan(u + v) = (tanu + tanv)/(1 — tan v - tan v)
tan(u — v) = (tanu — tanwv)/(1 + tanu - tanv)

OBS!sin(u + v) arintelika medsin u + sin v. (alltfor vanligtfel atttro motsatsen!)
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Exempel Harledformelnfor cos(u + v) utgaendefranformelnfor sin(u — v).

Losning:
cos(u + v) = sin {g - (u—i—v)} = sin [(g - u) - v] =
#(5n) oo (5 )
=Smj|{ —-——uU)-CoOSU—COS| —-——Uuj)-SInv =
2 2
= COSU-COSV — Sinu - sinwv
Ovningsuppgifter
O-85Harledformelnfor O-86 Bestimtan(u + v), om

[1] sin(u—v) utgaenddranformelnforsin(u+ [1] tanu = 1/4,tanv = 2/3
v).

(Ledning:u — v = u + (—v))

[2] tan(u +v) franformlernafor sin(u+wv) och [2] tanu = 2,tanv = 1
cos(u + v).

[3] tan(u — v) franformelnfor tan(u + v).

O-87 Beraknaexakt O-88 Bestimsin(u + v), om

[1] sin 75° [Ledning:75 = 45 + 30| [1] sinu = 1/3,sinv = 2/3. v ochv befinner
sigi forstakvadranten.

[2] cos 75° [2] sinu = 2/5,sinv = 3/50ch0 < u <
T/2<wv <.

[3] tan 75°

2.6 Formler for dubbla resp.halva vinkeln

Sin2u = 2-sinu - cOSu
cos2u = cos?u —sinu=2-cos?u—1=1—2-sinu

sin?
cos?

(1 — cosv)
(14 cosw)

el
(=
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Ovningsuppgifter
O-89Harled O-90 Antagattcos u = 1/3. Bestmexakt

[1] formlernafor dubblavinkeln franadditions- [1] cos 2u
formlerna
[2] formlernafor halva vinkeln fran lampliga [2] sin 2u
formlerfor cos 2u
[3] sin(u/2)
[4] tan(u/2)

0-91 Bestimexakt 0-92 Antagattsin u = 3/1/13 ochatt0 < u <
7 /2. Besimexakt

[1] sin 15° [1] sin 2u

[2] sin(7/8) [2] cos 2u

[3] tan 22, 5° [3] cos4u

3 Plananalytisk geometri

3.1 Avstandetmellan tva punkter

Avstandetmellantva punkter(zy, y;) och(z,, y0) i ettvanligt (ortonormeratkoordinatplarkan
beiaknasmedavstandsformelr(Rita enfigur!):

Avstandsformeln

d= /(21 — 22)% + (Y1 — y2)?

Avstandsformlerbyggerpa Pythagorasats.

Ovningsuppgifter
0-93 Bestim avstandetmellan (ochrita enfi-  O-94 Bestim en punkt pa z-axeln, somligger

gur) lika langtfranpunkterna
[1] (2,1) och(3,5) [1] (2,3) och(4,1)

[2] (0, —2) ochorigo [2] (4,3) och(1,—2)

[3] (_1a 1) och (4a _3)

[4] (_2a _3) och (17 _7)
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3.2 Ratalinjen

Ekvationenfor enratlinje parallell medy-axelnar[z = a] ochekvationenfor enratlinje paral-
lell medz-axelnar|y = b|, dara ochb arkonstanter

-

X=2a

Betraktai zy-planetenratlinje, somgar genomengivenpunkt, (o, y,) ochsomej ar parallell
medy-axeln (sefigur ovan).For punkterpalinjen gallerattkvoten(y — yo)/(z — xo) arkonstant
langdinjen ochattkonstanterar £ = tan v. Konstantert kallasriktningskoeficientochvinkeln

v kallasriktningsvinlel.
Vi far alltsadens.k. enpunktsformelfor ratalinjen:

Enpunktsformeln

y—yO:k-(x—xO),

dark = tanw.
y y
T v>0
> x - X
K ' I Xv<0
Positiv luming: k > 0, Negativ lutning: k < 0,
O<v<nf2 nf2<v<0(ellerr/2<v<n)

Omenratlinje gar genomtva givnapunkter(z, y1) och (zs, y»), darz; # z,, sakanriktnings-
koefficientenk befaknasmedformeln(rita enfigur dver detta):

Y1 — Y2

1 — T

k=

Sammandittningsvisariax + by +c=0 ‘ denallmannaformlenfor ratalinjensekvation.
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Exempel Bestimenekvationfor ratalinjen genompunkterna3, —1) och(1,4).
Losning:
Riktningsloefiiceintenk = (y1 — y2)/(z1 —22) = (-1 —4)/(3—1) = —5/2. Med
enpunktsformeliidslinjens ekvation:

y—(—1) = —-5/2(x — 3), dvs

e 13
Y=+ &5+ —13=0

[Alternativt: y — 4 = —5/2(x — 1), vilketnaturligtvisgersammasvar]

Svar: 5z +2y—13=0

OBS! Kontrolleraalltid rakningarnayenomattvisaattdegivnapunkternasatisfieradenerhalina
ekvationen!

Ovningsuppgifter
0-95 Besaam pa formenaz + by + ¢ = 0 en O-96 Bestim pa formenaz + by +c¢ = 0 en

ekvationfor ratalinjen genom ekvationfor ratalinjen genom

[1] origo medriktningskoefiicienten—2/5 [1] (—1,2) parallellmedy-axeln.

[2] (1, —3) medriktn.koef. 1/2. [2] (—1,2) medriktningsvinkeln 30°
[3] (—1,2) parallellmedz-axeln. [3] (2, —1) medriktningsvinkeln —45°.

0-97 Bestimenekvationfor ratalinjen genom 0-98 Sok skarningspunktemellanlinjerna(ri-

punkterngrita figur!) tafigur!)

[1] (2,1) och(1, 3) ]z +2y+4=00ch2z +y=0

[2] (1,2) och(-3, 1) [2] 52 —3y+4=00ch3z +2y—9=0
[3] origooch (-3, 2) [B]3z—y+6=00ch2y —6x+3=0
[4] (—1,2) och(—1,—4) [4]2y—x—3=00ch2x —4y+6=0

[51 (5/2,5/3) och(-2,1)
Jamfor avenlinearaekvationssystenmgvsnitt 1.3.

Normal

Om tva ratalinjer medriktningskoeficientrnak; och k, skar varandravinkelratt, sa galler att
ki ky=—1| dvsk; = —1/k, ochk, = —1/k;, omk; ochk, # 0. Denenalinjen kallas
normaltill denandra.
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Exempel Bestimenekvationfor normalertill linjen 4z — 3y + 6 = 0 i punkten(0, 2).

Losning:
Dengivnalinjen, varsekvationkanskrivasy = 4/3-z+2, harriktningskoeficienten
k1 = 4/3. Normalensriktningskoefficient ar darfor k&, = —1/k; = —3/4 och

normalensekvationblir y — 2 = —3(z — 0).

Svar: 3z +4y—-8=0.

Ovningsuppgifter

0-99 Bestim en ekvationfor normalertill lin- O-100 Bestim en ekvation for normalentill

jen linjen

[1] 3z — 2y = 1 i punkten(1, 1) [1] x = 3y — 1 genom(5/2, 0)

[2] 5z + 7Ty + 9 = 01 punkten(1, —2) [2] 5y + 2 = 0 genom(3, 1)
3.3 Cirkeln

En cirkel besar av alla punkter som ligger pa sammaavstand (radien) fran en given punkt
(medelpunkten)Ekvationenfor encirkel medradienR ochmedelpunkteriz,, yo) ar:

(z —x0)* + (y — 0)* = R’

vilketfoljer av avstandsformelnSpecielltar 22 + y? = R? ekvationenfor encirkel medradien
R ochmedelpunktem origo.

3
(x,y)

’X

Exempel Angiv dengeometriskdetydelserav ekvationenz? — 4z + y? + 5y = 2

Losning:
Ekvationenkangenomkvadiatkompletteringskrivas

5 5 5 5 49
T2+ P4y 42yt (G =242 () e @ -2+ () =

vilketarencirkel medmedelpunki2, —5/2) ochradienR = 7/2. {Ritafigur!}
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Ovningsuppgifter
0O-101 Ge en ekvation for cirkeln medmedel- O-102 Angiv den geometriskabetydelsenav

punktochradie: ekvationen

[1] (0,0), R [1] z° +y* = 5=0

[2] (0,2), R 2122+ 4?2 +5=0

[3] (1,-2),R =\f [8] 2° + 4z +y° =0

[4] (—3/2,1/4), R = 0. [4] 2 — 22 + 42 +6y+3=0

5] 22 + 32 + 52 -2y +5=0
[6] 222 +2y* + 62 +2y+1=0
(71322 +3y* + 92—y =0

[8] 622 + 6y%2 — 8z +2y+3 =10

3.4 Ellipsen, hyperbeln och parabeln

Anmarkning:Hoppadver avsnitt 3.4,om dessaegreppinte behandlats din gymnasiekurs.
Ti (x/a)® + (y/b)yr =1 . ﬂl (x/a)? - (y/.l?)? =1 y = x*/(4c)

N

Ellips Hyperbel Parabel

En ellips ar en kurva som beshr av alla punkter (z, ), vilkas avstandtill tva givna punkter
(brannpunkternaharengivenkonstansumma= 2a). Mankanvisa(segymnasiet$arobok)att
ellipsensekvationkanskrivas:

22 2
_+b_2:1

Anmarkning: Langderna ochb kallasellipsenshalvaxlar. Ellipsenskar z-axeln,dvsy = 0,
I punkternar = +a, samty-axeln,z = 0, i punkternay = +b.

OBS!Omb = a erhallermanz? + y% = a?, dvsencirkel

e Oma > b liggerellipsensbrannpunktepa z-axelni (¢, 0), darc = /a2 — b2.

e Omb > a liggerbrannpunktern@ay-axelni (0, +c), varvidc = v/b? — a?.
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Med enenkel koordinattransformatiorfpyt  motz — z, ochy moty — 1), ernallesatt
(z — z0)%/a” + (y — 10)? /0" =1

arekvationenfor enellips medmedelpunkteriz,, y,) och(halv-) axlarnaparallellamedkoordi-
nataxlarnaMan kanvisaatt ellipsytansareaar rab. (Ommanhar satterb = a, fasdenvalkanda
cirkelareanra?.)

En hyperbel ar enkurva sombestr av alla punkter(z, y), vilkas avstandtill tva givnapunkter
(brannpunkterndc, 0) och (—c, 0)), harenkonstantifferens(skillnad +-2a). Hyperbelnsekva-
tion kanskrivas:(jamfor figur)

2 2
X
- =1,
a b?

darv? = 2 — a2,

Hyperbelnskar z-axeln,y = 0, i punkternar = +a, mensaknarskarningmedz = 0. Mankan
visaatthyperbelnz?/a? —y? /b = 1 obegransanarmarsig nagonav deratalinjernay = +bx/a
(vilka kallasasymptotetill hyperbeln)da |z| — oo.

Anmarkning: Hyperbelnz?/a* — 4?/b* = —1, dvsy?/b? — 2?/a® = 1, varsbrannpunkter
ligger pay-axeln, kallaskonjugathyperbeltill z2/a? — y?/b* = 1.

En parabel ar enkurva sombesér av alla punkter(z, ), somhar sammaavstandtill engiven
punkt (brannpunkten(0, ¢)) somtill engivenratlinje (styrlinjen:y = —c). Parabelnsekvation
kanskrivas

y = ka?

dark = 1/(4c). Parabelny = kz? harorigo somvertex (= vandpunkt).

Allmannarey —yo = k(x —xz,)? arenparabemedvertei (o, o) och(symmetri-)ael parallell
medy-axeln,medanz — zy = K (y — y)? arenparabemedvertesi (zo, 1o) ochsymmetriael
parallellmedz-axeln.

Exempel 422 +y? = 8, dvs.2?/2 + y?/8 = 1 betydergeometriskenellips medmedelpunkt
i origoochhalvaxlara = /2 ochb = /8 (parallellamedkoordinataxlarna).
Eftersomb > « ligger brannpunkterngé y-axelni (0, +c), darc = v/8 — 2 = V6.
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Ovningsuppgifter

0O-103 Bestim geometriska betydelsen av
foljandeekvationer (angv i forekommandéall
medelpunkt,halvaxlar, brannpunkteroch ver
tex.)

[1] 22 + 4y2 = 36
[2] 922 + 4y* = 36
[3] 2% — 4y? = 36
[4] 42 — 922 = 36

O-104 Bestim geometriska betydelsen av
foljande ekvationer (angv i forekommande
fall medelpunkt,halvaxlar brannpunkteroch
vertex.)

[1] 22 — 4y = 36
[2] 4z — 42 = 36
[3] z° + 6z + 4y? = 36
[4] 22 + 62 + 4y = 36

4 Funktionslara

4.1 Inledning

En reell funktion, somkan betecknasnedz — y : y = f(x) eller kortarey = f(x), kan
betraktassomen regel, medvilken varje (reellt) z-varde,somtillh r en definitionsnangd Dy,
tillordnasettentydigtbestimtreellty-varde.Mangderav allay-varderkallasvardemangdeny/;.
Enfunktiony = f(z) kanaslkadliggorasmedenkurvai zy-planet.

Exempel y = f(z) =

(z + 1)? harsomnaturlig definitionsnéngd—oc < z < oo ochsom

vardenangdd < y < co. Vifartex. f(—1) = (-1+1)>?=00chf(2) =9

Vidarear f(t) = (¢t + 1)? varfort.ex. f(z?) = (z* + 1)?, (omt = z?).
Dessutorr f(z — 1) = (x — 1+ 1)? = z? samt

f(f(@) = ((z+1)* +1)* = (2" + 22+ 2)°.

Ovningsuppgifter
O-105Antagatty = f(z) = 2% + 1. Besm

[1] Dy ochV}
[2] £(3)

O-106Antagatt f(x) = /= — 2. Besim

[1] Ds ochV;
[2] f(11)

[3] f(t—1)
[4] f(2?)
[5] f(2% + 2z + 3)
[6] f(f(z))

45



4.2 Derivatansdefinition

Med entangenttill enkurvai enpunkt P menasngranslinje till vilkenensekant(dvs.enrat
linje) genomP ochenannarnpunkt@ pakurvan,obegransanarmarsig da @ obegransanarmar
sig P langskurvan.

4.%
o

Antag att punktenP harkoordinaterngz, y), dary = f(z), ochatt denrorliga punkten@ har
koordinaterndz + Ax, y + Ay), dary + Ay = f(z + Az). Daharsekanterfratalinjen) genom
P och@ riktningskoeficienten

Ay _ flz+Az) - f(z)

kse ant — A
kant Ay Ax

tY Ksekans = tan vsek, dar vge, ar sekantensiktningsvinkel.

Riktningsloeficientenfor tangentegenom(z, y) farmangenomattlataAz (ochdarmedocksa
Ay) obegransaiga mot noll:

_ oAy fletAz) - f(z)
k‘tangent = AI:IEIEO A—.T = AILIEIEO Az =f (SE)

Dettagrans\ardekallasderivatanav y = f(x) i punkten(z, y). Vanligabeteckningafor deriva-
tanary’, % f'(z) ochDf(z).

s dx?

Anmarkning: Av definitionenfoljer attderivatanf’(x) existerari enpunktomochendasbm
kurvany = f(z) harentangeni punkten.

OBS! Derivatansvarde f'(z) varierar i allmanhetmedz, ty tangenterna olika punkter(z, i)
paenkurvahari allmanhetolika riktningskoeficienter dvsolika lutning.
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Exempel y = f(z) = 2% harderivatenf’(z) = 2z, ty differenskoten

Ay _ fl@+Az) — f(z) _ (x + Ax)? — 22

Az Ax o Azx

2 9 A A 2 2

v 33A+( 7) v =2z + Az — 2z
T

daAz — 0, dvslima, ,o(Ay/Az) = 2z.

Ovningsuppgifter

O-107Befakna,om f(z) = 22 O-108Beraknaom f(z) = z* — 22
[1] f'(1) [1] f'(1)

[2] f'(0) [2] f'(-2)

[3] f'(=3) [3] f'(4/3)

4.3 Enkla deriveringsregler.
De elementra funktioner nasderivator

Sats
y=u+v—w = y=u+v —u
y=c-u = y =c-u, omckonstant
y=u-v = ¢y =u-v+u-v
, v rv—u-
y=u/v = y=—"5—

v

For deelemenérafunktionernakanmanharledafoljandederivator:

y = f(=) y' = f'(z)
konstant 0
l.a a- xa—l
b* b -Inb
e er
Sats Inz 1/z
sinzx COS X
COS X —sinz
tan 1/cos?x =1+ tan®z
cotx | —1/sin®x = —(1 + cot?z)
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Exempel

Exempel

Exempel

Exempel

Exempel

Exempel

y=Vi=y =1/(2/a),

d d
S (WVa) =

TR SR R
2 = — - 2
(x2) 5 T

enligtformlenfor z* meda = 1/2.
y=1/z =y = —-1/2°ty

d (1\ _d 5 _ T
dx(x)_dx(x J=-1-=z -t TR

y = x* - e® germedu = z* ochv = e® i produktformeln

v =u-v+u-v =42 e + a2t e” = (42 + 1) - €”

y= (3z +2)/(2? + x) ger(day = u/v medu = 3z + 2 ochv = 2% + z)

, uv—u-v 32 +x)—-(Bx+2) - 20+1)  —(3z*+4z+2)
V= v2 B (22 + x)2 (22 +2)2

y =z hary’ = 3z, menu = 3% haru’ = 3% - In 3

OBS! Forvaxlainte potensunktionenz® medexponentialfunktionena®!
Beraknaf’(1), om f(x) = In(1/2z3).

Losning:

Vi omformarforstuttrycketfor f(z) medhjalpav logaritmlagarngseavsnitt1.11).
Vi farda

f(z) =-In(22*) = —(In2+1In2*) = —(In2+3Inz) = —In2 — 3Inx

Alltsaar f'(r) =0—3- (1/x) = —3/z.
Forz = 1farvi f'(1) = -3.

OBS! Med f’(1) menasvardetav f’(z) for punktenz = 1. Man mastealltsa forst beigkna
allmannauttrycketfor f'(x) ochsedansattain detspeciellaz-vardet.

Ovningsuppgifter

O-109Besaim f'(z) om f(x) ar O-110Derivera

[1] 22* — 723 + 2 +5 [1] e - cos z

[2] z + cotx [2] 23 - Inx
Blz?+x+1+1/x+1/2? 8] 3z —1)/(z+1)

[4] z° + 5% [4] (522 — 3z + 1)/(2® + 4z)

[5] In(4z7)

[5] 1/sinx
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[6] In(3e”) [6] 1/ cotx

[7] Vz/(z +1)

[8] =/ (Vx +1)

[9] Vz/(Vz +1)

[10] In(527) - In(z?)

[11] In(527)/ In(x?)
O-111Berakna O-112Beséim f”(z) om f(z) &r
[1] f'3)om f(z) =1/z + Inx [1] z + Vz
[2] f'(=1) om f(z) = (32 — 2x—|— 1)/(5z+1) [2]e®-sinx
[3] £(5) om f(z) = In(22° - €7) [3] (2° +3)/ (2 + 2)
41 7/(2) om f(z) = v -2

Anmarkning: Derivatorav hogreordningdefinierassuccessit:

(@) = (f'(x))' dv sj_f_%@_f)

osv.

4.4 Sammansattafunktioner. Kedjeregeln

Funktionenf(z) = In(z? + 2z — 7) kanbetraktassomensammanéttning f (z) = h(g(z)) av
funktionernag(z) = z* + 2z — 7 och h(z) = Inz (vilken naturligtvisocksa kan skrivassom
h(z) = In 2).

f
g h V
X /—_\‘ |
2=E) ¥ =hiz) = hgx) = ()
Ovningsuppgifter
O-113Bestmh(g(z)) om O-114Bestimg(h(z)) om
[1] g(z) = €®, h(z) = sinz [1] g(z) = €, h(z) = sinz
[2]9(33)=2!13+1 h(z) = Vz [2]9($)=2$+1 hz) =z
[3] g(z) = 223 — z,h(z) = 1/x [3] 9(z) = 22 — x,h(z) = 1/x
[4] 9(z) = (22 — 1)/(z + 1), [4] 9(z) = (22 — 1)/(z + 1),
hz) =(z+1)/(2—1x) h(z) =(z+1)/(2—x)
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For derivatanav ensammansaftnktion gallerkedjelegeln. Omy = h(z), darz = g(z), dvsom
y = h(g(x)), sAar:

Sats Kedjeregeln
dy _ dy dz
dr dz dz dvs.
d
7 (Wlg(@))) = ' (9(2)) - ¢'(z)

Anmarkning: dz/dzx = ¢'(x) kallasinre derivatanav h(g(z)).

(Kedjergelnarnogdenviktigasteraknergelnfor enteknolog Denanvandsstandigti differential-
ochintegralkalkyl!)

Exempel Beraknaderivatanav y = In(z? + 2z — 7)

Losning:
. . d dy d
Vi skrivery = In z medz = 2% + 2x — 7 ocharvanderkedjergeln: 4 _ 4 %z
. de dz dx
Har ar
dy d 1 1
_— = — 1 = — =
dz dz(nz) z x?242r-7
och
dz2  d  ,
— = — 20 —7) =2 2
I = da (" 422 —=T) x+

Alltsafasy’ somdensammansattderivatan:

,_dy _dy dz 2r + 2

Y74z " dz dz 22+25—7

Tillagg: Om f(z) = In(2? + 2z — 7), aralltsa
fl(2)=(4+2)/(4+4-7)=6.

Anmarkning: Medkedjergelnvisasallmantatt

d _d(lnz) dz 1
&= '@—(;)'Z dvs
d _J(=
%(hlg(x))_ g(.T)
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vilketgallerfor z = g(x) > 0. Allmannarekanvisasattfor g(x) # 0 galler att

d g'(z)
1 =
G5 nlote) =4
Exempel
—sinx
%ln(cos x) = p—— —tanz

vilketfasur resonemanga&vangenomatt sattag(x) = cos z.

Exempel

a
dz

In(1+4+x) =

1 1

1
1+vz 2z

2(Vr + )

vilketfasur resonemanaivangenomattsattag(z) = 1 + /.

Ovningsuppgifter

O-115 Visa med hjalp av kedjergeln att O-116Visamedhjalpav kedjergelnatt

= (Vo(z)) = ¢'(2)/(

Ledning:sattg(z) =

2y/9(z))

O-117Beséim f'(z) om f(x) ar

[1] In(3z + 1)

[2] e72% + 3%

[3] cos(6x + 3)

[4] sin(z?® + 1)

[5] In(2 — 3z — z?)

[6] («*

— z)

[7] V722 4+ 3
8] (a* — 32)~°

O-119Berakna
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(V) = L@ IO

2/f(a) _
(Lednlng.Anvandt ex. kedjergeln upprepade
ganger® = & . dv . dz

O-118Besaim f'(z) om f(x) ar

[1] sin?

[2] tan? x

[3] el/:c

4] /z/(x 4+ 1)
[5] In 3=

[6] In | sin z|

[7] In |z 4+ V22 + 3|

O-120Derivera

[1] e~ - sin 6z
[2] V2?2 +1-In(2® + 1)
3] Va2 +z/Va3 + 1




0O-121Bestim O-122Derivera

[1] f(1) om f(z) = €°® - /32 + 1 [1] cos(e®”)

[2] f'(4) om f(z) = tan(7/z) - In(z? — 7) [2] ecos(=?)
[3] ecos?
[4] v

4.5 Tangentochnormal till enkurva

Enligt derivatansdefinition ar riktningskoefiicientenfor tangenten enpunkt (g, ) pakurvan

y = f(z) lika medderivatansvardef'(z,) i punkten Alltsa galler att

Tangentensiktningsloefiicient kyngent = f'(20) OCh
Normalengiktningskoeficient kyorma = —1/f'(x0) om f'(z4) # 0.

tY Ktangent * Knormal = —1 €nligtavsnitt 3.2,

Insattningi enpunktformelrfor denratalinjen (y — yo = & - (x — x)) gernumedy, = f(zo)

ekvationerndor tangentemesp.normalen(Rigafigur!)

Anmarkning: Om f’(z¢) = 0, saartangenterny = y, = f(z,) parallellmedz-axeln och

normalent = z, parallelimedy-axeln. (Ritafigur!)

Exempel Bestim ekvationerfor tangentochnormaltill y = f(z) = 3z — 1)/(2®> + 1) i

punkten(2, 1)
Losning:
Bilda

3-(224+1)—Bz—1)-22 —322+2z+3

y'=fo)= (22 +1)? T (@)

zo = 2 ger f'(2) = —1/5. Tangentengkvationblir y — 1 = —1/5 - (x — 2), dvs.

T+5y—7=0.

Normalenskvationblir y — 1 = 5(z — 2) dvsbz —y — 9 = 0.
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Ovningsuppgifter

0O-123 Bestim ekvationerfor tangentochnor-  O-124 Bestim ekvationerfor tangentoch nor-
mali enpunkt(zg, o) pakurvany = f(x), om mali enpunkt(z,yo) pakurvany = f(z), om

[1] y = 22" + 1 ochzy = 1 11y =2z +1)/(2® — 1) ochzy = —2
[2] Yy = ]n(Zg; — 3) OCh.’EO =92 [2] Yy = In ‘5333 + 3z + 7‘ OChl'() = -1
[3] y = z - tanz ochzy = 7 /4 [B]y = 4’ [3 e 1 ochzy =1

4.6 Maximi- ochminimipr oblem

Lokalamaximi-ochminimipunkter detinre av ettdefinitionsinterall for enderiverbarfunktion
y = f(z) finnsatt sokablandrotternatill ekvationenf’(xz) = 0. Villk oretatt f'(zo) = 0 arett
nodvandigt— menej tillr ackligt — villk or for lokalt extremvardei x, for enderverbarfunktion.

Tillr ackligavillk or for extremvarde(tillsammansmed f'(z,) = 0) kanfasgenom

e teclkenstudiumev forstadenatanf’(x) i enomgivningav z, eller

e berakning(ochteclkenstudium)pv andradesiatanf”(z) i punktenz.

(segymnasietsarobok).

[N ).
/

Sok lokalamaximi- ochminimipunkterfor f(x) = 22% — 322 — 12z + 1 samtrita
kurvany = f(x)

Losning:

Bilda f'(z) = 62% — 6z — 12 = 6(z + 1)(z — 2). Ekvationenf’(z) = 0 harrotterna
r; = —1ochzy, = 2.

Teckenstudium(metodl) ger:

Exempel
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< -1 | < 2 <
+ o =101+
f@ | ] 8 |\ |-19] 7

vax.| max| avt | min | vax

Lokalt maximumfor f(—1) = 8 ochlokalt minimumfor f(2) = —19.
Eller: (Metod 2) f"(x) = 12z — 6 ger f"(—1) = —18 < 0 dvs. maximumfor
z = —1,samtf”(2) = +18 > 0, dvs.minimumfor z = 2.

Svar: Lokaltmaximumyf(—1) =8
Lokalt minimum f(2) = —19.

Anmarkning:  Funktionenf(z) = 2z* — 3z? — 12z + 1 har lokala max och
min, mensaknarsaval storstasomminstavarde,ty f(z) — oo, daz — oo och
f(x) = —o0,daz — —oo.

Ovningsuppgifter
0-12550k lokalamaximaochminimasamtev. O-126 Sok lokalamaximaochminimasamtev.

storstaochminstavarde,om f(z) ar: storstaochminstavarde,om f(z) ar:
[1] 222 + 42 — 1 [1] 32* + 423 — 1222

[2] 5 — 3z — 5x? [2] z* — 22° + 6

[3]3z — 23 +1 [3] e2* — 18z

[4] 23 + 622 + 1 [4] Va2 + 122 + 41 - /6

[5] 3 — 322 + 10z
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PROVRAKNING (Blandadeaxempel)

[1] Skriv somettbrak (pasaenkel form sommajligt)

1 1 2
r—1 z4+1 x2+1

[2] Sokreellalosningatill ekvationen3 - 22 — 1| =4 +z

T—y+2z2=95
[3] Losekvationssysteme = +2y+ 2z =14
20 =3y +2z=1

[4] Besimsamtligarottertill ekvationen

2034+ 32— —2=0

[5] Sokreellalosningattill ekvationerna
[a] 2Inz — In(22 — 1) = In(1/x)
[b] 3lg2 —2lgx =2

[6] Beshimexaktavardetav

[@] sin 105°
[b] tan 15°
[c] cos 22.5°

[7] Hbjdenmot basenin enlikbenttriangelar 4 gangersa storsomdeni triangelninskrivna
cirkelnsradie.Bestimtriangelnsvinklar.

[8] Bestamallavinklar v somsatisfieraekvationen
2cos? v +sinv = 1
[Ledning:anvand“trigonometriskaettan”]
[9] Bestimallavinklar v mellan0 och27 somsatisfieraekvationen

tan 5v = cot v

[Ledning:arnvandformelncot v = tan(§ — v)]

[10] Ekvationen2z? + 2y? — 2x + 10y = 1 betydergeometriskiencirkel (i ett ortonomrerat
koordinatsystemBestimcirkelnsmedelpunkbchradie.

[11] Bestimkoordinaterndor skarningspunkternemellancirkeln (z — 1)? + (y — 3)? = 2 och
ratalinjen 2z + 3y = 12. (Rigafigur!)
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[12] Bestim f'(1), om f(z) = v/3z — 22 - @1

[13] Ange pa formenaz + by + ¢ = 0 ekvationerfor tangentresp.normaltill kurvany =
(222 —1)/(2® + 2z) i denpunktdarz = 1.

[14] Visaattdetfinnsenkonstantk, sa att funktioneny = sin \/z satisfierarekvationen2z -
yv'+y' =k-y.

[15] Bestim f'(—4) om f(z) = In| tan(7w/z)|.

[16] [a] Sok lokalamaximaochminimafor funktionenf(z) = (22 + 2 — 1) - €3¢, dar —oco <
T < oQ.

[b] Har funktionennagotstorstaresp.minstavarde?
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FACIT TILL OVNINGSUPPGIFTERNA

0-1

[1] 6y — 14z + 32

2] c—2b—a

[8] —7a—b=—(7a+1b)
0-2

[1] 81

[2] 64

[3] 9

[4] -8

[5] 1
0-3

[1] 24a%v®

[2] 625a*°b®

[3] —6zily”

[4] —72220y1327
O-4

[1] 3a% — 2ab — b?

2] z* -1

[3] 62 — 7a® — 222 + 3z — 2
0-5

[1] 2? + 6zy + 9y?

[2] 42? — 20z + 25

[3] z* — 8z%y? + 16y°

0-6
[1] 2% -4
[2] 9a* — 422
[3] 162° — 81
O-7

[1] 23 + 622y + 12292 + 8y°
[2] a® — 15a2b® + 75ab* — 125b°
[3] 27a® + 54a%b* + 36ab® + 8b'?
[4] 642° — 2882° + 4322* — 21623
O-8
[1] (z + 3)(x — 3)
[2] (z +2)?
[3] 4(b — 2a)(b + 2a)
0-9
[1] 3(z — 3y)?
[2] z%(2® + 9)(z + 3)(z — 3)
[3] 2%y(2z — y)?
0-10
[1] (z+3)(z* — 3z +9)
[2] y(2® —y)(@* + 2%y + ¢?)

[3] z3(z + 2¢%) (2 — 229 + 4y9)
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O-11 0-17

[1] (z+1)2-2 [1] 25

[2] 6 (z—1) [2] 27

[3] 2(y —2)* -5 [3] 2°

[4] 22— 4(y + 3)? O-18

[5] (z+3)?+ (y —2)* — 12 [1] 8 2y3 = 2.5x3y 3
0-12 [2] a?b® 42

[1] (z+2)2+1 [3] 2y22 +1—3z

2] § - (z+3) 6-19

[3] (4z - 3)? [1] -1

[4] (2% = 1)+ [2] 1

[5] (z—1)"~ (y—%)2+(z—2)2—% [3] b—a
0-13 [4] 1/(a — b)

[1] —5forz = —2 [5] —(a — b)?

[2] 16forz =1 0-20

[3] 3/4forz = —1/2 [1] a/(a —b)
0-14 [2] —2%(z+2)/(z — 2)

[1] 6 forz =1 8] (z—1)/z

[2] 32forz = -5 0-21

[3] 53/4 forx = —5/4 [1] (2% + 4y?)/(2zy)
0-15 [2] (a® + ab)/(a —b)

[1] 101/24 =42 0-22

[2] —6/5=—1.2 [1] 2 =2 =22
O-16 [2] ©=-3 =—43

[1] 1/8 =0.125
[2] 9
[3] —1/125 = —0.008
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0-23

[1]

4 2
[2] =5

[B8] &

4x2—1
0-24
1] 5

2z(z—1)

34412 —51+6
[2] ==

B8] ey

0-25

[1] x+2+%

[2] 1- 25

[8] 2 — 22 -1+ 25
0-26

[1] 3z —2

1 5-3
[2] _% tit 4(2z2+$—1)

[3] 322 4+ 9z + 21 + 5622 — 155467

733324233
0-27
1] z=2,y=1
[2] =26,y =—34
Bl z=1,y=-1
0-28

[1] saknarddsning

[2] oo mangaldsningary =t =y = 2t —

[forallat]

Bl z=2,y=-1,2=-3

0-29

[1] 5
[2] 5
[3] 2
[4] 1.5
[5] 14

0-30

[1] 21 =3,29=—1

[2] 21 = 2.5, 25 = —8.5
[8] 1 =4,2o=0

[4] 1 =—-2/3,20=—4/3
[5] saknardosning

[6] T :2,$2 :4/3

0-31
[1] —4<z<4
[2] -1 <z <5

Bl -1<z<-1/3

[4] -5 <x<-30och—-1<z<1

0-32

, Bl flz) = { 3
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o = {2 220

z for x>0
2] f(ac):{ 3z for z<0

20 — 1 for =z >2

1—-2z for z< -1

[4] f(z) =
18z —1 for z>1/3
7—6x
1—-18z for z < —1/2

for —1<x<?2

for —1/2<z<1/3



0-33 5-38

[1] 3 [1] vz +2forz > -2

[2] 3 [2] -z —5forz > 5

[3] 3 [3] —2/4 —zforx <4
0-34 [4] —Vz —1/zforz >1

[1] 0.4 [5] —vz +1for—1 <z < 0,ochyz +1

2] 2500 forz >0

3] 12 6] Vz+1+1forz>—1,2#0
&.a5 [7] V2—z —aforz <2,z # -2

[1] v3/4 059

2] 3v3 1] ;= 2,20 = 2

3l 2 [2] 712 =+3V3

4] 2v3 [3] 712 = +2/V3 = +2V3/3
O-36 040

] VT [1] z =16

2] VB4 V2 2he=3

[3] saknadGsning
[4] T = \/g,.Z'Q = —\/3

[5] saknareelllosning;(x = +1)

[38] (v6—1)/5

[4] (23 —3v/5)/44

[5] (2+v2+6)/4
(

[6] (72 + 53 — V6 — 12)/23 [6] = = 3; (-3 arejrot)

0-37 0-41
[1] aVb [1] 21 = 3,29 = —3i
[2] —avb [2] @10 =+£2i
3] Vab [3] 210 = +5i/4
[4] —Vab [4] 21 =1+iV3,20=1—1iV3

[5] z12=-3%£ iv10
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0-42 O-46

[1] —1+4i 1] 2?+2—-2=0
[2] 5+ 5i [2] 2> —4z+1=0
[38] —1/5+17/5 [3] 22 —224+2=0
[4] 1/2-4/10 0-47
0-43 [1] 21 =0,20 = 2,25 = —4
[1] 21 = —1,2, = —5 [2] 1 = 1,295 = (—3+£/5)/2
[2] 21 = 3,25 = —2 [8] 21 = 2,295 = —1+1i
[8] 21 = 1,2y = —3/2 [4] 21 =2y = 1,25 =1/2,24 = —1
[4] 2, = 0,2, = 3/11 0O-48
[5] 1= (-5+V/37)/6 [1] z(z — 2)(z +4)
[6] 21 =2,=1/3 [2] (z—1)(s+ 355)(z + 2552)
[7] 212 = (34+/105)/8 [3] (x4 2)(2%+ 22+ 2)
0-44 [4] 2(z —1)*(z — $)(z + 1)
[1] 210 =2+iV2 O-49
[2] z12 = (—1%iv3)/2 [1] 21 =2o =23 =a4 =1
[3] 12 = (3+4V/31)/4 [2] 210 =41,234 = +i
[4] z12 = £4 ochz;, = £2 (Fyrarotter!) Bl 1 =20 =1,13 =74 = —1
[5] 212 =+V3, 234 = +i &-50
0-45 [1] 2(2?+1)(z — 1)
[1] (z —1)(z +4) [2] 2(z — 2)(z — %)(z — 5)
[2] —4(z = 1)(z + 3) 3] (z—y)(z —2)(z +3)

[3] kanejfaktoruppdelasedreellatal
[4] —8(z — 3)?

[5] 2[z— 3+ V7)/2l[z — (3—7)/2]
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0-51
[1] z < -1
[2] 0<z<2/3
[8] z <2ochforx>1
[4] allaz
[5] z < —2ochforl <z <3
6] z>2
0-52
[1] 0<z<1/2
[2] z < 2ochforz > 5
[3] z < —1/20chfor0 <z <1
0-53
[1] v2
[2] 1/8
[3] 9
[4] 91 =9
[5] 2v2
O-54
[1] V3
[2] 2/* =2
3] 5/ = 5
[4] 3114 = /3
[5] 6112 = /6

O-55

[1] = =4
[2] z=2
[8] z=-1.5
[4] =35
5] z=—1

O-56

[1] z=0
[2] saknameell dsning
[B] x =2

[4] T, =1 OChJZ’Q = -2

O-57

[1] 4

[2] -3
[3] 3.7
[4] 2.5

O-58

[1] 3
[2] 1/3
[3] —0.5
[4] 5
[5] 2/3

0-59

62

1] z=1
2] z=1/e
[3] = =10* = /10



0-60
[1] x = 1n4 =~ 1.39 [raknedos&ller tabell]
[2] x =1g(4/3) ~ 0.125
[38] = =1g3

[4] z; =In20chzy =1n3

[5] = = 1g2
0-61

[1] 1

[2] In6

[3] 0

[4] —0.5-In3

[5] 0

[6] —3
0-62

[1] z=5/9

2] =5

[3] z=1/15

[4] z =4

[5] z; = (3++/17)/4 ochz, = (3—+/17)/4

[6] saknaddsningforz > 1
0-63

[1] 90° =7 /2 (rad.)

[2] 240° = 47 /3
0-64

[1] —180° = —x

[2] —1800° = —107

0-65

[1] 7/4

[2] 57/12
[3] —7/3
[4] 7r/6

0-66

[1] 30°
[2] —22.5°
[3] 345°
[4] —900°

0-67

[1] B =50°,a ~ 2.3 ochb = 2.8
[2] A~ 26.6°, B~ 63.4° ochc~ 4.5
[8] A=55°b~280chc~ 4.9
[4] A=60°c=T7.00cha~6.1
[5] A &~ 56.3°, B ~ 33.7° ocha ~ 3.7
[6] B=63°,a~ 1.40chc= 3.0

0-68

[1] cosv = v/8/3,tanv = 1//8

[2] sinv = /5/3,tanv = 1/5/2

[3] sinv = 5/v/29,cosv = 2/+/29

[4] sinv = 10/4/109, cosv = 3//109

0-69

[1] 5v/3/6
[2] 2—V3
[3] 3/2



0-70 0-76
[1] zV3 [1] 7/5
[2] z@~V3)/2 [2] 7/5
[3] z7! [3] —145/72
0-71 O-77
[1] tredje [1] -1/v2
[2] fiarde [2] 1/2
[3] andra [3] —V/3
[4] tredje [4] —1/v/2
[5] forsta [5] —v/3/2
[6] tredje [6] —V3
0-72 O-78
[1] -1 [1] —1/2
[2] 1 [2] —1/2
[3] 1/v2 [3] —1/2
[4] 1/2 [4] —v3
[5] 1 0-79
[6] 1/v3 [1] —v/3/2
O-75 [2] -1
[1] sinv = —/T/4,tanv = —/7/3 [3] —1/2
[2] cosv = —/21/5,tanv = —2/+/21 [4] —1/V3
[3] sinv = —3/1/10,cosv = —1/4/10 0-81

[4] sinv = 3v/5/7,tanv = 3/5/2 [forsta [1] v =7/6+n-27ellerv = 57/6 +n- 27
kvadrantenkllersinv = —3v/5/7, [n godtyckligtheltal]

tanv = —3+/5/2 [fj ardekvadranten
e Vo210 : 2] v=dn/4+n-27

Blv=n/3+n-x
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0-82 0-90

[1] v=—-n/3+n-2rellerv =4x/3+n-2r [1] -7/9

[2] v==42r/15+n-27/5 [2] +4v/2/9
[B] v=—-7/12+n-7/3 [3] +1/V/3
0-83 [4] £1/v/2
[1] vy =n-27/3,v3 =n-271/5 0-91
[2] vi =n-27/3,v,=7/5+n-27/5 [1] vV2—-+3/2=(V/3-1)/V8
Bl v=n-7n/3 2] V2 —-+/2/2
[4] vi =7/10+n-27/5,vs = —7/6+n- [3] V21
27/3 .
. 0-92
0-84
[1] 12/13

[1] ULQZZETF/6+TL'7T

[2] —5/13
[2] v1,2::|:7r/3+n-27r,1)3:7r+n-27r

[3] —119/169
[B] vy =7/6+n-2m,vo=51/6+n-27

) ) 0-93
[4] vi=—7/4d4+n T3 =*+71/3+n -7
) [1] V17
0-86
[2] 2
[1] 11/10
[3] V41
[2] -3
. [4] 5
0-87 .
0-94

[1] (V6 +v2)/4
[2] (V6—+v2)/4
[3] 2+ 3

0-88
[1] (V5 +4v2)/9
[2] (3v21-8)/25

[1] (z,y) = (1,0)
[2] (10/3,0)

0-95
[1] 22+ 5y =0
2] 2—-2y—7=0
[B] y—2=0
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0-96

[1] 24+1=0

2] 2 —yV/3+1+2V/3=0

Blz+y—1=0
0-97

[1] 2z +y =5

[2] 3z —4y+5=0

[B] 2z +3y =0

[4] 24+1=0

[5] 42 — 27y + 35 =0
0-98

[1] z=4/3,y=—-8/3

2] x=1,y=3

[3] skarningsaknagparallellalinjer]

[4] allapunktempalinjeny = (z+3)/2 [sam-

manfllandelinjer]
0-99
[1] 2z +3y =5
[2] 7z — 5y =17
0-100

[1] 6z + 2y =15

[2] =3
0-101
[1] 22 +4?=9
[2] 2+ (y—2)2=16

B8] 22 =2z +y* +4y =1
[4] 162 + 48z + 169> — 8y + 33 =0

0-102

[1] Cirkel medmedelpunkt0,0) ochradien
R=+/5

[2] Saknamgeometrisketydelse

[3] Cirkel; MP (—2,0),R =2

[4] Cirkel; MP (1,-3), R =T

[5] Cirkel; MP (—=5/2,1), R =3/2

[6] Cirkel; MP (=3/2,-1/2),R = /2
(-

[7] Cirkel; MP (—3/2,1/6), R = +/82/6
[8] Saknamgeometrisketydelse
0-103

[1] ellips; MP origo, halvaxlara = 6 ochb =
3, brannpunktef+3+/3, 0)

[2] ellips; MP origo,halvaxlara = 2 ochb =
3, brannpunktef0, ++/5)

[3] hyperbel;MP origo, (¢ = 6,b = 3),
brannpunktef+3+/5, 0)

[4] hyperbel;MP origo, (a = 2,b = 3),
brannpunkter0, ++/13)

O-104

[1] parabel; vertex (0,-9),
(O,—S)

brannpunkt

[2] parabelyvertex (9,0), brannpunki10,0)

[3] ellips; MP (—3,0), halvaxlara = 3/5
ochb = 3v/5/2, brannpunkter(—3 +
3v/15/2,0)

[4] parabel;vertex (—3,45/4), brannpunkt
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0-105 0-109

[1] Dy:—oco <z <00, Vp:1<y< oo [1] 82% — 2122 + 1

[2] 10 [2] 1 —1/sin’z = —cot®z

[3] 2 3] 22 +1—-272—-2-273

[4] *+1 [4] 5z* 4+ 5% -1In5

[5] 22 +1 [5] 7/

[6] z*+1 [6] 1

[7] 2* +22% +2 0-110
0-106 [1] e®(cosz — sinz)

[1] Df:2<z<00,V;:0<y < o0 [2] z2(1+ 3Inx)

[2] 3 [3] 4/(z +1)?

[3] vt—3fort>3 [4] (=bz* + 623 + 1722 — 4) /(2 + 4z)?

[4] Va3 —2forz > /2 [5] —cosx/sin’z

[5] |2+ 1] [6] 1/cosz =1+ tan®z

6] vz —2—2forz>6 [71 (1-=)/@2vz[z+1]?)
6-107 8] (vVz+2)/2lVz+1])

[1] 2 [9] 1/(2v/z[\/z +1]%)

[2] O [10] 3(In5 + 14Inz)/z

[3] —6 [11] —(In5)/(3z[Inz]?)
6-108 O-111

[1] -1 [1] 2/9

[2] 20 [2] 1/8

[3] O [3] —2/5

[4] (1+41n2)-2
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0-112 O-118

[1] —273/2/4 [1] 2sinx cosx = sin 2z
[2] 2¢cosz [2] 2tanz(1 + tan®z) = 2sinz/ cos® z
[3] (122 — 22°%)/(2® + 2)3 [3] —x%-el/®
0-113 [4] 1/(2[z +1)V2? + z)
[1] sin(e®) [5] 10/(252% — 1)
[2] V22 +1 [6] cotz
[3] 1/(22° — z) [7] 1/V22 +3
[4] « 0-119
0-114 [1] —2/3
[1] esine [2] 1075
[2] 2yz +1 [3] —3/7
[38] (2 —2%)/(°) [4] 47/30
[4] z 0-120
0-117 [1] (cos 6z — 2z sin 6z)e™*
[1] 3/(3z + 1) [2] 2z +xIn[z® +1])/V22 +1
[2] 15e%* — 2e~%* [B] 1-(1—a?) 272 (2% —z +1)7%2,
3] _6sin(6x + 3) " [forkortal]
[4] 2z - cos(z? + 1) o121
[1] 43/4 - €®

[5] (2z + 3)/(z* + 3z — 2)

2] 8/9—1In3-7/4
[6] 4(32? — 1)(z® — x)?
[7] 7z/v/ 72243

[8] —5(4a® — 3)(a* — 3x)°©

0-122
[1] —2z - ¢*” - sin(e”)
[2] —2z - sin(z?) - e5(=)

[8] —2sinz - cosz - 5’7

[4] 3z eV 39”2*1/\/3562——1
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0-123 0-126

[1] tangent8z —y = 5; normalz + 8y =25 [1] lok. max. f(0) = 0, lok. min. f(-2) =

—32 och f(1) = -5, minsta varde

[3] 4(2 + m)z — %y = 77, 1esp.8z +4(2+  [2] |ok. max. saknas;lok. min. f(3/2) =

m)y = 4w+ 7 42::[(0, 6) arterrasspunkt]minstavarde
0-124 f(3/2) = 4%'

_ 3] lok.min. f(In3) = 9 — 181n3, minsta
1] 20— 9y = 7, resp27z + 6y = —52 |
] 22 =9y P2t + by vardef(ln3) =9 —181n3

2] 18 = —18,resp.x — 18y = -1 .
[2] 18z +y Pz Y [4] lok.max. f(—1) = /30 - €'/5, lok.min.

[3] 63e -z + 4y = Tle, resp.dz — 63e -y = f(=5) = V6 - %, storstaoch minsta
4 — 126¢2 vardesaknagf(z) — 0, daz — +o0]
0-125
[1] Lokalt minimum f(—1) = -3, minsta

vardef(—1) = -3

[2] lokalt maximumf(—0.3) = 5.45, strsta
vardef(—0.3) = 5.45

[3] lok.max. f(1) = 3, lok.min. f(-1) =
—1, storstaochminstavardesaknas

[4] lok.max. f(—4) = 33, lok. min. f(0) =
1, storstaochminstavardesaknas

[5] lok.max. & lok.min saknas strstaoch
minstavardesaknas.
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Facit till det diagnostiskaprovet

[1] 10a —10b — 6

[2] z=—1/2

[8] —(z+y)

[4] (22 42z +4)/(x+2)

[5] 2z +4+ (2x —11)/(2® — 2z + 3)

6] z=-2,y=1/2
[7] 12

[8] z1 =2/3,20 = -2
O] <1

[10] [a] —In?2
[b] —3

[11] 5/3/6

[12] [a] 60°, 300°
[b] 210°, 330°

[13] [a] 9/2
[b] 3v/13/2 (langdenheter)

[14] 8/15

[15] 4z + 3y +1=0

[16] (3,0) resp.3

[17] (1522 — 10z — 2)/(3z — 1)?
[18] —3

[19] 9z +y —8 =0

[20] /13, fortanz = 3/2

Facit till provrakningen
(blandadeexempel)

70

[1] 4/(z* — 1)

[2] 21 =7/5,20 = —1/7

Bl z=-2,y=1,z2=4

[4] 21 = —1,295 = (—1 £ /17)/4

[5] [@]z1 = 1,20 = (V5 —1)/2 [b] V2/5

[6] [a] (1 +V/3)/(2v2) = (V2+V6)/4
[b]2 -3

[l 3V2+ V2

[7] Toppvinkeln ~ 38.94°[ ty sin ¥ = 1/3],
basvinklarnas 70.53°

[8] 7/2+n-2n,77/6+n-27m ochllw /6 +
n - 27 [n heltal]

9] 7/12 4+ nw/6forn=0,1,2,...11

[10] (3,—3) resp-V/7

[11] (0,4) och(33,32

[12] 21v/2/4

[13] 7Tz —9y—4 =0resp27z+21ly—34 =0

[14] k= —1/2
[15] /8
[16] [a] lok.max f(—2) = €75 lok.min.

F(1/3) = —5¢/9

[b] Storsta varde saknas,minsta varde

F(1/3) = =5¢/9



