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Till dig somsöker till högre teknisk utbildning
Som du vet föruts̈atter studieri tekniskaämnengodakunskaperi matematik.En stor del av
det förstaåretägnasdärför åt grundl̈aggandematematiskäamnen.Godaresultati de teoretiska
ämnenaunderförstastudie̊aretökardinamöjlighetertill framg̊angi de fortsattastudierna.Det
förstaläs̊aretvid enhögskolainneb̈aralltid enstoromsẗallningfrångymnasiestudierna.Harman
då luckor i gymnasiematematiken,kandetbli rätt arbetsamt.Omdu inte är säkerpåattdu redan
har mycket godakunskaperi matematik,gör du klokt i att förberedadig ordentligtgenomatt
repeteragymnasiekursenochläsain avsnitt somdukanske tidigareförsummat.

Hur gör jag då?
Till hjälp får du dettakompendium“Matematik– kort förberedandekurs för blivandeteknolo-
ger”.Arbetaigenomdetsågrundligt,attdubeḧarskardeolikaavsnitten.Demångäovningsexemplen
gerdig möjlighet till nyttig räknetr̈aning.I börjanav kompendietfinnsdessutomettdiagnostiskt
prov ochi slutetenprovräkningmedblandadeuppgifter.

Kompendietär avsett för c:a 50 timmarsstudier. Ta avsnitten i den ordning du själv finner
lämplig.Enmetodärattförsträknaalla[1] och[2]-uppgifterna(kompendietraktigenom).Sedan
alla[3]-uppgifternaosv. Hardubrabetygi matematikfrångymnasietochtror dig kunnagymna-
siekursenganskabra,kandu förs̈okadig på sistauppgifteni varjeövningsuppgift.(Uppgifterna
är i stortsettordnadeefterväxandesvårighetsgrad.)

Är det någoteller någraomr̊adendu specielltbeḧover repetera,t.ex. logaritmer, trigonometri
eller derivering medhjälp av kedjeregeln, kan du i förstahandkoncentreradig på dessa.Det
väsentligaär att du räknar (mindreväsentligtär vad du räknar).Skulle du köra fastpå några
uppgifterkandueventuelltfå hjälppertelefon(sebilaga“Upplysningarinför terminsstarten).

Ett syftemedkompendiet“Matematik– kort förberedandekurs för blivandeteknologer”är att
nöta in vissaformler, somdu kanske varit vanatt hitta i en formelsamling.På tentamenvid de
tekniskahögskolorna kommerdu inte att ha formelsamlingentill hands. Förs̈ok därför att klara
dig utan,närdu löserövningsexemplen.

Kunskapskontroll?
Du kommerinte att avkrävasredovisningav dehär repetitions̈ovningarna.Däremotkommerdu
snartatt märka,att du har stor nytta av förberedelsearbetet,även om högskolestudiernainleds
medenrepetitionskursi matematik.

Lyckatill

MedHälsningarfråndeTekniskaHögskolorna
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Till äggav författar en

I dettakompendiumbehandlasi huvudsakdemoment,sommatematikl̈ararevid tekniskahögskolor
ansettvarademestgrundl̈aggandedelarnaav gymnasiematematiken.

Den nuvarandegymnasiekurseni matematikär gemensamför alla skolor i landet,menolika
skolor och lärarebetonarkanske vissadelarmereller mindrestarkt.Därför kannågradelarav
kompendietvaramer(ellermindre)välbekantaför dig.

Tips: Hoppaöver avsnittet3.4 om ellipserm.m., ifall dessabegreppinte behandlatsi din gym-
nasiekurs.

Observeraocks̊a att kompendietär avsett att väsentligenvaraen repetitionav matematiken i
delarnaA, B, C ochD, sombrukargenomg̊asdetvå förstaårenpågymnasiet.Däremotrepeteras
vanligendelE (medbl.a.till ämpningav integralerochdifferentialekvationer),samteneventuell,
frivillig delF, i sambandmeddeordinariematematikkursernapådetekniskahögskolorna.

Lyckatill!

Rolf Pettersson

Åretsutgåvaav “Matematik– kort förberedandekursför blivandeteknologer”ärengrafisktbe-
arbetadupplagaav ett äldre,i huvudsakmaskinskrivet,original.Jaghari samr̊admedförfattaren
förs̈okt gehäftetenså lättöversk̊adligochpedagogiskutformningsommöjligt, utanatt förändra
desssakinneh̊all nämnvärt. Eftersomjag själv är teknologvid F-sektionenpå Chalmersoch
därmedkonfronteratsen del med teknisk kurslitteratur, har jag str̈avat efter att ge häftet en
utformning som i så hög grad som möjligt liknar teknologens“vardagslitteratur”– dettaför
att ge Dig en så smidig övergång som möjligt mellan gymansielitteraturenoch de Tekniska
Högskolornas.

Ett gott råd är dessutomatt verkligen förs̈oka läggaundanminiräknarendå Du räknardig i
igenomhäftet.Enligt min egenerfarenhet,vardettaenav deverkligt givandepoängernamedatt
repeteragymnasietsmatematik.Först̊aelsenför degrundl̈aggandetekniskamattekursernäokar
enormtommångaav dettahäftesformlerochsambandsitteri “ryggmärgen”.

Lyckatill!

LennartJörelid
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A. DIAGNOSTISKT PROV
(Lämplig tid: cirka 2 timmar)

(Svar finnspåsistasidani kompendiet)

[1] Förenkla
���������
	��
�������������
�����������������

[2] Lösekvationen �� �"! � !��# !
[3] Förenklaså långtsommöjligt: $&%('*)+-, �/.)�0' .) �/.+ 0
[4] Förkorta(ommöjligt) i uttrycket

� ��1 ��2��-3�� ��4 ���5�
[5] Dividera(medpolynomdivision)så långtsommöjligt

�6� � 1 �"! �-3�� � 4 ��� �7� �5�
[6] Lösekvationssystemet8 �9�;:�$ # !� �9� � $ # �=<
[7] Besẗamexakt > �?� : � 4 � �5@ A
[8] Besẗamrötternatill ekvationen

� %B��4�� � � ��� #DC
[9] För vilka � gällerolikheten �� � !FE ! G

[10] Förenkla
	H��� ! 3�� %JILK A ��IMK � ! 3 : �	H�N� IMK � ��1 �-3 ILK � ! 3 � �

[11] Angiv exaktavärdetav O-P K �RQS3T�5� ��UWVTK �RQS3 : � (samtförenkla).

[12] Besẗamallavinklar X mellan C�Y och
� : C�Y somsatisfiera

	H���[Z]\ O^X # ! 3��	H�N� O_P K X # � ! 3��
[13] [a] I en rätvinklig triangelär sinusför en vinkel lika med2/3 ochdenmot dennavinkel

st̊aendesidanär3 längdenheter. Besẗamhypotenusanslängdexakt.

[b] Sammauppgiftsomovan,omi sẗallet tangensför vinkeln är 2/3.

[14] Besẗam UNVTK � � exakt,om UWV�K`� # ! 3a� .
[15] Angiv på formen

� �=� � $`�cb #"C enekvationför rätalinjen genompunkterna
�
�edB�f�5�

och��� ! d ! � .
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[16] Ekvationen��4g�h$�4 # :�� betydergeometrisktencirkel (i ettortonormeratsystem).Besẗam
medelpunktochradie.

[17] Besẗamderivatani�j � � � (ochförenkladen),omi � � � # < ��4�� � �� � � !
[18] Besẗam i j � C � , om i � � � #Dk ) , 3 k 1 )
[19] Besẗampå formen

� � � � $���b #DC enekvationför tangententill kurvan $ # � � ��� ��4 � 1 i
denpunktpå kurvan,där � # ! .

[20] Besẗamdetstörstavärdesom i � � � # � O_P Kl�7� �mZn\ O � kanantaför reella � .
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1 Algebraiska r äkningar

1.1 Addition, subtraktion ochmultiplikation av reellatal

För reellatal gällerbl.a.följandeenklaräkneregler:�&�
� � ��� # �f�&����&�
�&����� # �f� � � # �l������=��� % �?�f��� # � �g� # ���Jd ty�?� ! � % �?� ! � # � !
Mandefinierarpotensermedheltalsexponentersom:�5o # ! � för

�qp#rC �� . # ��dN� 4 # � % � osv��s # � % �ftBtBt-�^d dvs.produktenav � styckenfaktorer
�

Varav följer Potenslagarna��u % � s # ��u�v s�
��uw� s # �5uyx s�
�g��� s # � s � s
Eftersom

�?� ! � 4 # ! och
�z�h� # �&�
���{��� , sågälleratt

�
�y�{��� 4 # �
���{��� 4 dJ�
�y�{��� 1 # �&�
���{��� 1 ,
ovs.För att förtydligagesnedannågraexempel:

Exempel
�5�����T�|�"	��
�T��� b ���
�6�T�|��� b ��� # ���&���T�l�}�
����� b ���T� � � b � #�5�����T�|���T� �;bm� �T�l��� b # �&��� b

Exempel
� ��$ 4W~�1 ��� % �?�=� � 4 $ � 1 # � � $�� ~ . 4 % �?�f25� %n���W$ 1 # �f2 � . o $ .�. ~ . 4

Övningsuppgifter

8



Ö-1 Förenkla Ö-2 Ber̈akna

[1]
A $ � :a� � ~ ��� ��� $ ��A �9� � ~ � $ [1]

� �
[2]
�������z�"�6�T�����|� b � [2]

� 1
[3] b �"	��6�T��� b ���"���l��� b �������T� [3]

�?�f�5� 4
[4]
�?�=��� 1

[5]
�?���g� o

Ö-3 Förenkla Ö-4 Omforma(genomattmultipliceraihop pa-
renteserna)

[1]
���g� 1|% 2��g� 4 [1]

�
�������n�
� � �����
[2]
�6<T�5�W� 4 � � [2]

� �7�"! �]� ��1 � ��4���� � ! �
[3] ��1W$ � % ����� $e4-�(� � % � $�� [3]

�
� ��4 ��� � �"! �n�6� ��4 � � �����
[4]
�?�=� ��4W$�1 ~ � 1z% �
� � ~ 4 � 4y% �?� ��1�$ � �

Följandeviktiga formlerbör mankunnautantill:

KVADRERINGSREGLERNA
��� � �]� 4 # � 4 � ����� � � 4��������� 4 # � 4 ���T�g� � � 4

KUBERINGSREGLERNA
��� � �]� 1 # � 1�� �T� 4 � � ���g� 4�� � 1��������� 1 # � 1 ����� 4 � � ���g� 4 ��� 1

KONJUGATREGELN
� 4 ��� 4 # �
� � �]�]�
�����]� ## �
�&���]�]�
� � ���

FAKTORUPPDELNINGARNA
� 1 ��� 1 # �
�&�����]�
� 4�� ��� � � 4 �� 1 � � 1 # �
� � ���n��� 4 ���g� � � 4 �

OBS!
� 4�� � 4 dW� 4�� �g� � � 4 och

� 4 ���g� � � 4 kanej faktoruppdelasmedreellatal.

Exempel Utveckla
�6� �7� � ~ 4 � 1 .

Lösning:�
� �9� � ~ 4 � 1 #�� kuberingsregelnmed
� # � � och

� # � ~ 4B� ## �
� � � 1�� � % �
� � � 4z% � ~ 4�� � % � �{% �
� ~ 4 � 4�� ��� ~ 4 � 1 #2 ��1�� � :���4 ~ 4m� <�� � ~ � � ��� ~ �
Exempel Faktoruppdelauttrycket ! 2�� � � � b ������� 1 � 1�b�4�� 2�� 4Wb�1 .

Lösning:! 2T� � � � b �����5� 1 � 1 b 4 � 2T� 4 b 1 #�� allagemensammafaktorerbrytsut� #�T� 4 bl% ��A�� 4 � � � ! �T�g� 1 b�� � b 4 � #�� kankvadreringsregelnanvändas?� #�T� 4 bl% � �����g� 1 � 4 ��� % ���g� 1 % � bm� �6� b � 4 � #�� kvadreringsregeln� #�T� 4�bl% �����g� 1 ��� b � 4 .
9



Exempel Faktoruppdelauttrycket � � � 2 $�1 .
Lösning:� � � 2 $ 1 #�� Kan faktoruppdelningenför

� 1 � � 1 användas?�# � � 4 � 1 � �
� $ � 1 # � � 4 � � $ �]	M� � 4 � 4 � � 4 % � $y� �
� $ � 4 ��� # � � 4 � � $ �n� � �(�F� � 4 $�� � $ 4 �
Övningsuppgifter

Ö-5 Utveckla Ö-6 Förenkla

[1]
� � � � $ � 4 [1]

� � �����]� �9� ���
[2]
�6<���� � � 4 [2]

�
�T� 4�� � � �n�
�T� 4 ��� � �
[3]
� ��4 ��� $�1 � 4 [3]

�6� ��4m� �5�n�
� ��4 ���5�n��� � � � A5�
Ö-7 Uteckla Ö-8 Uppdelai faktorer

[1]
� � � � $ � 1 [1] � 4 ��A

[2]
�
����<T� 4 � 4 [2] ��4�� � �7� �

[3]
�
��� � �T� � � 1 [3]

�5� 4 � !J: � 4
[4]
��� � 4 � :�� � 1

Ö-9 Uppdelai faktorer Ö-10Uppdelai faktorer

[1]
� ��4 � ! 2 ��$�� ��� $�4 [1] ��1�� ���

[2] � � ��2 !n��4 [2] $ ~ � � $ �
[3] ��4W$e1S� � � � $ ��� ��1W$e4 [3] � � � 2 ��1W$��

Polynom; Kvadratkomplettering

Medettpolynom(i � ) menasettuttryckav formen� � � � # � s � s � tntBt � � . �7� � o
där

� s dBtntBt�dW� o kallaskoefficienter för � sedBtBtBt�d � o . Om
� s p#�C säges� � � � varaav grad � . Ett

viktigt begreppär kvadratkompletteringi andragradspolynom(jämför dettamedlösningav an-
dragradsekationer[1.7]). Kvadratkompletteringengesav:� 4 �����9��� # � 4 � � % � � %B�9� � � � � 4 �"� � � � 4 ��� # � �7� � � � 4 ��� �"� � � � 4
Exempel Besẗam(genomkvadratkomplettering)minstavärdetavi � � � # � ��4��"! � �7�
! �

Lösning:i � � � # ��	 ��4m� � � � �"! � #�� kvadratkomplettera� ## ��� ��4�� � %B��% 14 � � 14 � 4 �"� 14 � 4 � �
! � # ��	�� �7� 14 � 4 � ��J� �
! � # ��� �7� 14 � 4�� 2
10



Eftersom
� ��� 14 � 4�� C för alla � , medlikhet omochendastom � # � 14 , insermanatt i������ # 2 ,

vilket inträffardå � # � 14 .
Övningsuppgifter

Ö-11Kvadratkomplettera Ö-12Kvadratkomplettera

[1] � 4 � � � � ! [1] � 4 � � �7� �
[2]
< � � � � ��4 [2] ! � � � ��4

[3]
� $�4 ��2 $�� � [3] !J:���4�� A����a� �

[4]
��� ! C $ ��� $e4 [4] � � ��� ��4m� �

[5] ��4m��:�� ��$�4 ��� $��"! [5] ��4 � $e4�� ~ 4 ��� � � � $ ��� ~
Ö-13 Besẗam (genom kvadratkomplettering)
minstavärdetav:

Ö-14Besẗamstörstavärdetav

[1] ��4m� � � � ! [1]
< � � � � ��4

[2]
< ��4 � ! C � � � ! [2]

��� ! C � � ��4
[3] � 4 ���7�
! [3]

��� ! C � ��� � 4
1.2 Division av reellatal. Br åkr äkning

Enligt definitionenpå bråk har förstagradsekvationen
� %�� # � denentydigalösningen� #¡ ¢

(kanocks̊askrivas
��3T�

) för
�7p#rC . För bråkr̈akninggällerbl.a.följanderegler:

Förkortningoch
förlängning:

bl% �b|% � # � � # � %�b� %Bb
(för b p#DC )

Multiplikation:
� % �b # ���b # � b % � och� � % b£ # � b� £

Division,
dubbelbr̊ak:

��3T�b 3 £ # � �(¤ b£ # � � % £ b
Addition,
subtraktion:

� � ¥ b£ # � % £� % £ ¥ � %�b� % £ # � £ ¥ � b� £
OBS!

.  v ¢ är ej lika med
.  � .¢ . (Alltf ör vanligt fel att tro motsatsen.)Om t.ex.

� # � # ! , är
nämlligen

.  v ¢ # .4 , medan
.  � . ¢ # � !

Potensermednegativaexponenterdefinierassom

11



Definition�§¦ s # !� s
varav följer�5u� s # � u ¦ s # !� s ¦ u

Exempel Förenklauttrycket: ¨   ¦ ¢�©�ª¨ ¢ ¦   ©�« .Lösning: �
�����]����
�z���e� � # �?� ! �?�����l�����?��
�l����� � # � !���l����� 4 # � !�
������� 4
Exempel Skriv ¬ � � � # !� 4 � � � � �9�"!��� � 4 � !� � 4

somett bråk (på såenkel form sommöjligt),
Lösning:¬ � � � # !� 4 � � � � �9�
!��� � 4 � !� � 4 #�� Faktoruppdelanämnarna�!� � �9� ��� � �7�"!� � �����n� �7� ��� � !� �h%B� #

#�� Förlängdeolika bråken,såatt denyabråkenfår sammanämnare.

Vi harminstagemensammanämnare­D®�¯ # � � 4 � �7� ���]� � ����� � #
# � � � � ����� %5!� � � � ����� %B� � �7� ��� � � ��4|% � �9�
! �� � 4 % � � ���T�n� � � �T� � � � �����n� �7� ��� %5!� � �����]� � � ��� % � � 4 #
# � � � � ��������� � 4 � �9�
! � � � �9� ���n� � ������ � 4 � �9� �T�n� � ����� # ��� � 1 ��� 4 ��� � ���� � 4 � � 4 ���g�
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Anmärkning: Man kanocks̊a (i ovanst̊aendeexempel)förstadderatvå av bråkenochsedan
till summanadderadettredjebråket.Genomf̈or dessaräkningar!

Övningsuppgifter

Ö-15Ber̈akna Ö-16Ber̈akna

[1]
� 1 � 14 % �J.� �°. 1� � [1]

� ¦ 1
[2]
� .. 4 � .� �-3§� �� � �� � [2]

� ! 3T�5� ¦ 4
[3]
�?�=<�� ¦ 1

Ö-17Skriv sompotensav 2 Ö-18Förenkla

[1] ! 3T�5� [1]
�
� C � � $§� �-3�� ! � ��$ . o �

[2] ! �T253T� � [2]
�
�T� 1 � � �;: �g� 4 �-3§�
���g� 4 �

[3]
2T��3�� 1 [3]

� ! C $e4 ~ 1�� < ~ $ � ! < ~ 4W$ �-3��
< $ ~ �
Ö-19 förenkla Ö-20Förkorta(ommöjligt)

[1]
�
�����]�_3��
�|�����

[1]
�
� 4 � �g���-3���� 4 ��� 4 �

[2]
�
�����]� 4 3��
�z����� 4 [2]

��� � 4 � � ���_3�� � 4 ��� � � �g�
[3]
�
�����]� 4 3��
�z����� [3]

� ��1 � ! �_3�� ��1�����4���� �
[4]
�
�z���e� 4 3��
������� 1

[5]
�
�����]� � 3��
�z����� 1

Ö-21 förenkla Ö-22Lösekvationen

[1]
� ! 3 � �-3 $ �
� ! 3 $ �_3 �&�"! 3��
� $ 3 � � ���3�� � 3 $ � [1]

� � 3�� � �53�� # !�! 3�2
[2]
�
��3T� � ��3T� � ���-3�� ! 3T�z����3T� 4 � [2]

�6< �9� �T�-3���� � � ! �g��� ! 3�� #��� �7�
!�! �_3��6� � �����
Ö-23 Skriv somett bråk (på så enkel form som
möjligt):

Ö-24 Skriv somett bråk (på så enkel form som
möjligt):

[1] � 3�� � � ! ��� ! 3§� � �"! � [1] ! 3��
� � ������� ! 3��
� � �
[2] �7� ��3�� � � ! � � � �7� ���_3�� � 4 ���7�"! � [2] � 4 3������ � � � �6��� � �_3��
� ��� �
[3] ! 3�� ! ��� � ������3�� !z� � � � �� � :�� � ���_3���� ��4 � ! � [3]

� �7�"! �_3��6� ��4 ��2����"�
� � � ! �_3���� ��4�� 2 � �
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Rationella uttryck, Polynomdivision

Ett rationelltuttryck (i � ) kanskrivaspå formen
� � � �� � � � , där � � � � och � � � � ärpolynomoch � � � ��p#C , dvs � � � � ej identisktnoll. Omnugradtaletför � � � � ärstörreänellerlika medgradtaletför � � � � ,

kan � � � � dividerasmed � � � � , så att gradtaletför restpolynomet± � � � blir mindreängradtaletför� � � � . Man får
� � � �� � � � #r² � � � � ± � � �� � � � , där ² � � � kallaskvotpolynom. Polynomen² � � � och ± � � �

kanbesẗammasmedenpolynomdivisionsalgoritm(seföljandeexempel)

Exempel Dividera
�
� ��1m����4m� � � �����-3�� ��4 ��� �7�
! � så långtsommöjligt.

Lösning:Skriv upptäljaren� � � � ochnämnaren� � � � med“trappan”(eller“liggande
stolen”): � �7�
! C � #³² � � �-�� � � � � # � ��4 ��� �7�"! ´ � ��1�����4�� � � ��� � # � � � �-�� ��� ��1 ��A ��4�� � � �! C � 4 ��� ���� � ! C � 4 ��� C � �"! C �� !n� � ! � � # ± � � �_�
Metod: Dividerahögstagradstermen

� ��1 i � � � � medhögstagradstermen��4 i � � � � ,
dvs bilda

� ��1 3 ��4 # � � , som blir första termeni kvoten ² � � � . Multiplicera se-
dan hela nämnaren� � � � med

� � och subtraherafrån � � � � . Forts̈att med att di-
viderahögstagradstermen! C ��4 i restenmedhögstagradstermeni � � � � , dvs bilda! C ��4 3 ��4 # ! C , somblir nästaterm i ² � � � . Multiplicera ochsubtraherasomovan.
Forts̈att tills gradtaleti restpolynomet± � � � är str̈angtmindreängradtaletför � � � � .
Svar: � ��1�����4�� � � ���� 4 ��� �7�
! # � �7�"! C � � !n� � ! �� 4 ��� �7�
!

Övningsuppgifter

Ö-25Divideraså långtsommöjligt: Ö-26Divideraså långtsommöjligt:

[1]
� ��4���� �"! �_3�� � � ! � [1]

� :a��4 ��� � � �T�-3��
� � � ! �
[2]
� ��4 � ! �_3�� ��4��"! � [2]

� ! � ��1 �_3��6� ��4���� � ! �
[3]
� ��1 ��< �7�"! �_3�� � � ��� [3]

�
� � � � � ��4m� �g�-3§� ��1 ��� ��4�� � � ���5�
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1.3 Lineära ekvationssystem

Vid lösningav ekvationermedflera obekantasöker mangenomeliminationskaffa sig en ek-
vation,sominneh̊aller endastenobekant.Man kananvändasig av enav två metoder– substi-
tutionsmetodeneller additionsmetoden.För att illustrera,gesnedanett exempel:(Tecknet“ µ ”
betyder“om ochendastom”)

Exempel Lösekvationssystemet8 � �7� < $ # �� �7� � $ # �=<
Lösning:Metod1 [Substitutionsmetoden]
Denförstaekvationenger � # ���¶��< $ �_3�� , sommansätterin i denandra.Dåerh̊alles�^������< $ �_3�� � � $ # �=< µ ! �=� ! < $�� � $ # � ! C µµ � !�!B$ # ����� µ y=2

Alltså är � # ������< $ �-3�� # ����� ! C �_3�� # �f� , ochmanfår ett
Svar: � # �=�§d $ # �
Lösning:Metod2 [Additionsmetoden]
Multiplicera (för att eliminera � ) bådaledeni de givna ekvationernamed3 resp.�������

ochadderadem: :��7�
! < $ # ! �� :�� ��� $ # ! C!�!B$ # ���
Härav fås y=2 , sominsatti enav degivnaekvationernager � # �=� .
OBS! Kontrolleraalltid svaretgenominsättningi degivnaekvationerna!
Anmärkning: Denlineäraekvationen

� �f� � $ # b betydergeometrisktenrät linje.
Ett systemav sådanaekvationerhar alltså a) en b) ingeneller c) oändligt många
lösningarberoendepåom derätalinjernaär a) skärandeb) parallella(ocholika) c)
sammanfallande.

Övningsuppgifter

Ö-27Lösekvationssystemet Ö-28Lösekvationssystemet

[1] 8 �9� � $ # <�9� < $ # � [1] 8 � �7� � $ # �:��7� � $ # �
[2] 8 � � $ # :� �7� � $ # ! [2] 8 � � � $ # �:�� ��� $ # :
[3] 8 � �7� � $ # � !< � ��� $ # � [3] ·¸H¹ �9� � $ � ~ # �� �7��$�� � ~ # � :�9� � $ ��� ~ # <
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1.4 Absolutbelopp

DEFINITION ´ ��´ # 8 � om �q� C� � om � E C
Alltså är ´ ��´e� C för alla � ochom ´ ��´ # � så är � # ¥ � . Geometrisktkan ´ � �º� ´ uppfattassom
avst̊andetmellanpunkterna� och

�
på tallinjen.

Exempel Enligt definitionenär ´ ��� ´ # �&�?�=��� # � � , ty � # ��� E C .
Exempel Exvationen ´ � � !§´ # � kanskrivas � � ! # ¥ � , varför rötternaär � . # !z� � # � ,

och � 4 # ! ��� # �=� .
Exempel Olikheten ´ � � � ´ E < kanävenskrivas

�=< E �7� � E < , dvs
�=� E � E � .

Studeratallinjen!

Övningsuppgifter

Ö-29Besẗam Ö-30Lösekvationerna
[1] ´ < ´ [1] ´ � � !§´ # �
[2] ´ ��< ´ [2] ´ �7� � ´ # <et»<
[3] ´�: ��2 ´ [3] ´ ��� ��´ # �
[4] ´ �=���§t»< ´ [4] ´ �7�"!§´ # ! 3T�
[5] ´ � : ��2 ´ [5] ´ �7� � ´ # ���

[6] ´ � � ��< ´ # !
Ö-31Angiv utanabsolutbeloppde � , somsatis-
fiera:

Ö-32 Skriv i � � � utanabsolutbelopp,om i � � �
är:

[1] ´ ��´ E � [1] �9�¼´ ��´
[2] ´ � ��� ´g½ � [2]

� � � ´ ��´
[3] ´ � � � � ´ E ! [3] ´ �7�"!§´���´ � ��� ´
[4] ! E ´ � � � ´g½ � [4]

� ´ � � � !e´���´ :��7� � ´
1.5 Kvadratr otenur ett positivt reellt tal

Eftersom��4 # �¾%��;� C för alla reella tal � harekvationen��4 # � reellalösningarendastom� � C .
DEFINITION Med

@ �
, där

� � C , menasdeticke-negativa,reellatal vars
kvadratär

�
. Alltså är

� @ �]� 4 # � för
� � C .
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OBS!
@ ��¿ C för

�f¿ C . Exempelvisär
@ !B: # � � och inte ¥ � .

(Mycketvanligt fel att tro motsatsen!)
Av definitionenpå

@ �
följer vissaräkneregler:

1.
@ � % @ � # @ ��� och

@ �e3 @ � # > ��3T� för
�

och
�=¿ C .

2.
@ � 4 # ´ � ´ för alla reella

�
, varför

@ � 4 % � # ´ � ´a% @ �
för
� � C , alla

�
.

3. ! 3 @ � # @ �n3�� för
�=¿ C .

4. 8 ! 3�� @ � � @ �]� # � @ ��� @ �]�_3��
�������! 3�� @ ��� @ ��� # � @ � � @ �]�_3��
�������
för
�

och
�=¿ C och

�Àp# � .
Reglerna4 kallasförlängningmedkonjugatuttryck. (seexempelnedan.)
OBS! I allmänheẗar

@ � � � p# @ � � @ � .
Exempel Förenkla > �?�=��� 4 .

Lösning:
Enligt räkneregel2 ovan,är > �?�=��� 4 # ´ ��� ´ # � .
Enalternativ lösningsmetod̈ar > �?�=��� 4 # @ � # � .

Exempel Skriv medheltalsn̈amnare
.1 ¦eÁ �

Lösning:
Förlängmedkonjugatettill nämnaren:!���;@ < # � � @ <�
���Â@ <��n��� � @ <�� # � � @ <� 4 �"��@ <T� 4 # � � @ <A���< # � � @ <�

Exempel Förenkla
. ¦ )Á ) ¦ . ochangedefinitionsm̈angd.

Lösning:@ � � ! är definieratför �q�¼! , men ! 3 @ � � ! endastför � ¿ ! . För � ¿ ! är:! � �@ � � ! # �&� � � ! �@ � � ! # � � @ � � ! � 4@ � � ! # ��@ � � !
Svar: För � ¿ ! är

. ¦ )Á ) ¦ . # � @ � � !
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Övningsuppgifter

Ö-33Förenkla Ö-34Förenkla

[1]
@ A

[1]
@ C t !J:

[2]
@ � 4 [2]

@ : ��< C�C�CTC
[3] > �?�f�5� 4 [3]

@ 2 % @ ! 2
Ö-35Förenkla Ö-36Skriv medheltalsn̈amnare:

[1]
@ ! 2T3 @ A : [1]

��3 @ ! �
[2]
@ � � @ 2 [2] ! 3�� @ ��� @ ���

[3]
� @ <�� @ �5�]� @ < � @ �5� [3] ! 3�� !|� @ : �

[4]
@ ! � � @ � � @ �52�� @ ��< [4]

����� @ <��-3��
�=� @ <��
[5] ! 3�	�� !|� @ ����� @ ���
[6] ! 3�� @ � � @ � � @ : �

Ö-37Förenkla Ö-38Förenklaföljandeuttryck(ochangiv defi-
nitionsm̈angd):

[1]
@ � 4 % � , om

�h¿ C och
�=¿ C [1]

� �7� ���_3 @ �9� �
[2]
@ � 4 % � , om

� E C och
�=¿ C [2]

�6<�� � �_3 @ � ��<
[3]
� % > ��3T� , om

�h¿ C och
�=¿ C [3]

� ��4 ��� � �_3 @ ��� �
[4]
� % > ��3T� , om

� E C och
� E C [4]

� ! � � �_3 @ � 1 � � 4
[5]
� ��4���� �_3 @ � 1 ��� 4

[6] � 3�� @ �9�
! � ! �
[7]
�6��� � � ��4 �-3�� �7� @ ��� � �

Ekvationen� 4 # � harför
�=¿ C två olika reellarötter � . # @ ��d � 4 # � @ � . Manskriver� 4 # �ÄÃ � .�Å 4 # ¥ @ � för

� � C
OBS! � 4 # � 4 µ � # ¥ �8 � # @ � Ã � 4 # � men� 4 # � Ã � # ¥ @ �
Exempel Ekvationen

A ��4 ��� #DC , dvs ��4 # ��3�A harrötterna� .�Å 4 # ¥ @ �T3T� .
Exempel Ekvationen!|� @ � #DC , dvs @ � # � ! saknarlösning,ty @ �À� C .
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Övningsuppgifter

Ö-39Lösekvationen Ö-40Lösekvationen

[1] � 4 # � [1]
@ � # �

[2] ��4 ���T� #"C [2]
@ �7�"! # �

[3]
����� ��4 #"C [3]

@ �7� � #DC
[4]
@ � 4 �"! # �

[5]
@ � 4 � � # !

[6]
@ � 4 � � � ��A # � @ �

1.6 Icke-reellatal. Komplexatal

Ekvationen��4 # � saknarreellarötterom
� # � b E C . Däremothardenicke-reella(imagin̈ara)

rötter: � . #"Æ @ b d � 4 # � Æ @ b , där Æ 4 # � ! . Mankannu(någotoegentligt)skriva:� 4 # � b Ã � .�Å 4 # ¥ @ � b # ¥ Æ @ baÇ b ¿ C
Exempel Ekvationen��4�� � #rC , dvs ��4 # �=� harrötterna� .�Å 4 # ¥ @ �=� # ¥ Æ @ � , dvs8 � . #rÆ @ �� 4 # � Æ @ �
Ett komplext tal kan skrivs på formen È � Æ X , där È och X är reellatal och Æ är den imaginära
enheten, somsatisfierarekvationenÆ 4 # � ! .
Exempel !� � � Æ # ����� Æ�
� � � Æ �]�6����� Æ � #�� Konjugatregeln� # ����� Æ����A Æ 4 # ����� Æ! �
Övningsuppgifter

Ö-41Lösekvationen Ö-42Skriv på formen È � Æ X
[1] � 4 # �=A [1]

� !|� � Æ ���"�
��� Æ �
[2] ��4m� � #DC [2]

� !|� � Æ �]�6��� Æ �
[3] !J:���4�� �T< #"C [3]

� !|� � Æ �_3��6��� Æ �
[4]
� � � ! � 4 # �f� [4] ! 3�� !|� � Æ � �"! 3��
�=� Æ �

[5]
� � � �5� 4m�
! C�#rC
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1.7 Andragradsekvationer. Faktoruppdelning av andragradspolynom

Enadragradsekvation
� ��4�� � ���cb #rC kan,då

�Àp#rC , skrivaspånormalform: ��4*� ¢  ���¼É  #"C .Enandragradsekvationpånormalform,��4��h���f�À� #"C , kanlösasgenomkvadratkomplettering:� 4 � � � � �7�ËÊ � �*Ì 4 � Ê � �*Ì 4 ��� #rC µ Ên�9� � �*Ì 4 # Ê � �*Ì 4 � �
Alltsågälleratt: Ekvationen��4m�����9��� #DC harrötterna� .�Å 4 # � � � ¥�Í Ê � � Ì 4 � �
Dessarötter � . och � 4 är

[1] Reellaocholika, om
� � 3���� 4 � � ¿ C

[2] Reellaochlika, om
� � 3���� 4 � � #rC

[3] Icke-reellaocholika, om
� � 3���� 4 � � E C

OBS! Om � #DC , harekvationen� 4 �Î��� #DC enrot � . #rC , samtroten � 4 # � � .
Exempel Ber̈aknarötternatill ekvationen

����< � 4 # � � .
Lösning:
Ekvationenkanskrivaspånormalform:� 4 � 4� � � 1 � #"C , ochharrötterna� .�Å 4 # � !<9¥�Í Ê !<*Ì 4 � Ê � � <*Ì # � !<�¥�Í !�T< � ! <��< # � !<9¥ � <
Alltså är rötterna ·Ï¸ Ï¹

� . # � !< � � < # � <� 4 # � !< � � < # � !
Exempel Ekvationen��4 � :�� �"! � #DC harrötterna� .�Å 4 # � ¥ @ A�� ! � # � ¥ @ ��� # � ¥ � Æ
OBS! Kontrolleraalltid svaretgenominsättningi dengivnaekvationen!
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Övningsuppgifter

Ö-43Besẗamrötternatill ekvationerna Ö-44Lösekvationerna,dvsbesẗamalla rötter:

[1] � 4 ��:�� � < #rC [1] � 4 ��� �7��: #"C
[2] � 4 # �9�;: [2] � 4 ���9�
! #DC
[3]
� � 4 � � � < � #DC [3]

� � 4 � < # � �
[4] !�!n��4 # � � [4] � � ��� C ��4��;: � #rC (Sätt här ��4 # ~ )
[5]
� ��4�� < � � ! #DC [5]

� � � ��4 # � �
[6]
A � 4 �"! � :�� #DC

[7] :�� � � ��� ��4 #DC
Faktoruppdelning (av andragradspolynom)

Omekvationen��4¶�Ð���=��� #rC harrötterna� . och � 4 , såkanpolynomet��4¶�Ð�§����� faktorupp-
delas: � 4 ����� ��� # � � � � . �]� � � � 4 �
Anmärkning: Om

� � 3T��� 4 � � E C , så är � . och � 4 icke-reellaochi så fall kan ��4������9��� ej
faktoruppdelasmedreellatal. (Därmotkan ��4��¾�����c� alltid faktoruppdelasmedkomplexa tal.)

Exempel FaktoruppdelapolynometÑ � � � # � ��4 � � � ! .
Lösning:� ��4 � � � ! # ��� ��4 � .4 � � .4 � . Lösdärför förstekvationen��4 � .4 � � .4 #rC . Man
får � .�Å 4 # !� ¥�Í !!J: � !� # !� ¥ ��
Rötternaäralltså 8 � . # !� 4 # � ! 3��
Alltså är � 4 � !� � � !� # � � � � . �n� � � � 4 � # � � � ! �n� � � !� � , varför

Ñ � � � # � � 4 � � � ! # ��� � � ! � Ê �7� !�*Ì # � � � ! �]�6� �&�r! �
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Övningsuppgifter

Ö-45Faktoruppdela(medreellatal): Ö-46 Angiv en andragradsekvation med
rötterna:

[1] � 4 � � � ��� [1] 1 och
�=�

[2] : ��� � �º� � 4 [2]
� � @ � och

���;@ �
[3] ��4m� � � � � [3] !|� Æ och ! � Æ
[4]
2 � ��2 ��4 ���

[5]
� ��4 � :��9�
!

1.8 Faktorsatsen.Ekvationer av störr egradtal än två

Sats Faktorsatsen

Om � � � � är ett polynomi � och � � � . � #ÒC , dvs om � . är
en rot till polynomekvationen� � � � #ÓC , så är

� � � � . � en
faktor i � � � � , dvs � � � � # � � � � . � %J� � � �
där � � � � är ett polynomav enenhetlägregradän � � � � .

Exempel Lösekvationen��1 � !T!n��4m� �T� � � �5< #DC .
Lösning:
Efter prövning(av t.ex. C d ¥ ! d ¥ �edBtBtBt ) finnermanatt � . # � ! är enrot, ty

� ! �!T! �}�T� � �5< #ËC . Enligt faktorsatsen̈ar alltså polynomet� 1 � !T!n� 4 � �T� �h� �5<
delbartmed � � � . # � �
�?� ! � # � �"! . Division(av polynom,se1.2)ger� 1 � !�!n� 4 � ��� �9� �5< # � �7�"! �]� � 4 � ! � � � ��<��
Tredjegradsekvaitonens̈ovrigarötterfåsur ekvationen��4 � ! � ��� �5< #DC . Manfår
alltså � 4 Å 1 # : ¥ @ � : ���5< # : ¥ ! , dvs � 4 # < och � 1 # � .
Svar: Ekvationenharfötterna� . # � ! , � 4 # < och � 1 # � .
Till ägg: Vi haralltså faktoruppdelningen� 1 � !�!n� 4 � ��� �Ô� �5< # � ���D! �n� � �<T�n� � ����� .

OBS! En tredjegradsekvationharalltid tre rötter(lika ellerolika)
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Övningsuppgifter

Ö-47Lösekvationerna Ö-48Faktoruppdela(medreellatal):

[1] � 1 � � � 4 ��2 � #rC [1] � 1 � � � 4 ��2 �
[2] � 1 � � � 4 ��� � � ! #"C [2] � 1 � � � 4 ��� � � !
[3] � 1 � � � 4 �;:�� � � #rC [3] � 1 � � � 4 �;:�� � �
[4]
� � � ��� ��1 � ��4m� � � � ! #DC [4]

� � � ��� ��1 � ��4m� � � � !
Ö-49Lösekvationerna Ö-50Faktoruppdela

[1]
� � � ! � � #rC [1]

��� ��1 � ��4���� � ! �
[2] � � � ! #DC [2]

� ��1 � ! � ��4�� � !n� ��� C
[3]
� ��4 � ! � 4 #DC [3] ��1�����4 � :�� � ��4W$ � ��$���:T$

1.9 Olikheter

Exempel För vilka � är ��1�� ��� � E !�!n��4 ���5< ?
Lösning:
Olikhetenkanskrivas � � � � # � 1 � !�!n� 4 � �T� �h� �5< E C . (Ha alltid för vanaatt
flytta över termer, så att enaledetblir noll.) Enligt exempelovanharvi faktorupp-
delningen� � � � # � �9�
! �n� � ��<T�n� � ����� . Teckenstudiumgernu:

Svar: Olikhetengäller för � E � ! ochför
< E � E � .

Exempel För vilka � är �7�"!�� 4) ?
Lösning:
Olikhetenkanskrivas

¬ � � � # �7�"! � 4) � C , där¬ � � � # ��4���� ���� Õ# � �7� ���]� � � ! ��
I Õ harvi endastfaktoruppdelattäljaren.Teckenstudiumav

¬ � � � gernu:

Svar: Olikhetengäller för
�=� ½Ö� E C ochför �q�¼! .

OBS! Dengivnaolikheten( i senasteexemplet)fårej skrivas � � �9�"! � � � , dvsolikhetenfår ej
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multiplicerasmed � , ty � kanvaranegativt!

Allmäntgälleratt 8 �h¿Â� µ � %�b ¿}� %Jb d om b ¿ C�h¿Â� µ � %�b E � %Jb d om b E C
Ö-51För vilka � gäller följandeolikheter? Ö-52För vilka � gäller följandeolikheter?

[1] ��4 ¿¼� � � ��� 4 [1]
� �7�"! �_3 �×� �

[2]
� � 4 ½ � � [2]

�6� � � ! �_3�� � ����� ½ �
[3] � 4 ���À� � [3] ! 3 �q� � � � !
[4] � 4 �
!��
�
[5] ��1m��: E � ��4�� < �
[6] :�� � ��4�½ < �9����1

1.10 Ø :te rotenur ett reellt tal. Allm ännapotenser

Med
�¶ÙÚ # Ú@ �

menasdenreella(ochpositiva,om � # ��Û # jämntheltal)rotentill ekvationen� s # � . Alltså är
�
�¶ÙÚ � s # � , dvs

� Ú@ �]� s # � .
För denvanligakvadratrotengäller alltså att

@ � # ,@ � # � .
Ü 4 för
� � C . Om

��¿ C definieras
potensuttrycket

�Wu Ü s
(medrationell exponent

��Û¾3 � � ) genom
� ¨ u Ü s © # Ú@ � u

. Man kanvisa att� ¨ u Ü s © satisfierar(deallmänna)potens-ochexponentiallagarna:

Potens-ochexponentiallagarna� ) % � + # � ) v +�
� ) 3T� + � # � ) ¦ +�
� ) � + # � ) x +
8 �
�g��� ) # � ) % � )�
��3T��� ) # � ) 3T� )

Anmärkning: Denandralagengerspeciellt ! 3T�N+ # � ¦ + , om � #DC .
Exempel Förenkal Ý> �g@ � .

Lösning:

ÝÞ � @ � # �6� % � Ù, � ÙÝ # �6�¶ß, � ÙÝ # �¶ß, x ÙÝ # � Ùà # à@ �
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Ö-53Förenkla Ö-54Förenkla
[1]
2 .
Ü � [1]

à@ A
[2]
� ¦ .�á �

[2] Ù ,@ 2
[3]
� @ ���T� � Ü 1 [3] ß> @ <

[4]
A ¦ .
Ü � % A o á � [4]

à> «@ A
[5]
�
�5�T� ¦ .�á ��3�� ¦ � á �

[5]
ßÞ > @ :

Man kanallmäntdefinierauttrycket
� ) för

�9¿ C ochalla reella � , så att
� ) satisfierarpotensla-

garnaovan.
� ) kallasfor enpotensav

�
, där

�
kallasbasoch � exponent. Av specielltintressëar

den(naturliga)exponentialfunktionenk ) medbasenk�# �ed�� ! 25�T2ÄtBtBt . För allmänt
� ) gällerbl.a.

att

[1]
� ) ¿ C för alla � .

[2]
�Wo # ! för alla

�
.

[3] i � � � # � ) är växande(för växande� ) om
��¿ ! , och

avtagande(för växande� ) om C E � E ! .

OBS! Manskiljer påa)potensfunktioneni � � � # � ¢ ochb) exponentialfunktioneni � � � # � ) .
Exempel Lösekvationen

� ) � � % � ) v . # � ! .
Lösning:
Ekvationen

� ) � � % � ) v . # � ! kanskrivas
� ) % � !�� � % �5� # � ! , dvs

� ) % � # � ! eller� ) # � , varför � # ! .

Exempel Lösekvationenk 4 ) � � k ) ��� #DC .
Lösning:
Sätt k ) # ~ . Dåerh̊allesandragradsekvationen~T4 � � ~ �×� #"C medrötterna~ . # !
och ~ 4 # �f� . Manfår nu två fall:
[1] k ) # ~ . # ! ger � . #"C .
[2] k ) # ~ 4 # �f� är enorimlighet,eftersomk ) ¿ C för alla reellatal � .
Svar: � #DC
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Övningsuppgifter

Ö-55Besẗamreellalösningartill Ö-56Besẗamreellalösningartill

[1]
� ) # 2 ! [1] k 4 ) � k ) ��� #DC (Sätt k ) # ~ )

[2]
� ) v . � � ) # � : [2] k 4 ) � k ) �"! #DC

[3]
A ) # ! 3��T� [3]

� 4 ) ��� % � ) � ! 2 #DC
[4]
� % � ) v . ��� ) # � C @ � [4]

� ) v . ��A % � ) � � #rC
[5]
� ) v 4�� � % � ) # �etâ<

1.11 Logaritmer

För tio-logaritmenIMã�$ ochnaturliga logaritmenILKÄ$ gäller� # IMã�$ µ $ # ! C ) , för $ ¿ C� # IMKÄ$ µ $ #rk ) , för $ ¿ C
OBS! För att ILãT$ resp.IMKÄ$ skall varadefinieratkrävsalltsåatt $ ¿ C . SpecielltärIMã�! #DC d ILã§! C�# ! d IMK�! #"C d IMK k�# ! d

ty tex $ # ! # ! C Y # ! C ) µ IMã�! # ILã5$ # � #rC t
Av formlernaovanföljer ocks̊adirektattILã�! C ) # � och ILK k ) # � för alla reella � .! C�ä�å�æ=# $ och knä � + # $ för alla $ ¿ C .
Exempel IMã�! C�CTC�# ILã^! C 1 # �
Exempel IMã C t ! # ILã�! C ¦ . # � !
Exempel IMK @ k=# ILK k .
Ü 4 # ! 3��
Exempel Lösekvationerna

[1]
� %JILKw� # �

[2]
� % k ) # �

Lösning:

[1]
� %JILKw� # � µ IMKw� # ! tâ< µ � #Dk .�á � #Dk @ k

[2]
� % k ) # � µ k ) # ! t»< µ � # ILK�! tâ<�ç C tè� C :

Övningsuppgifter
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Ö-57Förenkla Ö-58Förenkla

[1] ILã`! C�CTC�C [1] ILK k 1
[2] ILã C t C�C ! [2] ILK ß@ k
[3] ! C ä�å 1 á � [3] ILK � ! 3 @ k �
[4] ! C ¦ ä�å o á � [4] k ä � �

[5] k ¦ ä � .�á �
Ö-59Lösekvationerna Ö-60Besẗamreellalösningartill:

[1] ILã�� #"C [1] k ) # �
[2] ILKw� # � ! [2]

� %5! C ) # �
[3]
� %JILãm� # ! [3]

� %5! C ) �"! C ) v . # � :
[4] k 4 ) ��< k ) �;: #rC
[5]
� %5! C 4 ) � ! C ) � : #DC

Ur potenslagarnakanmanhärledaföljandelogaritmlagar (för $ och ~ ¿ C ):
Sats Logaritmlagarna

[1] ILK � $&% ~ � # ILKÄ$���ILK ~
[2] ILK + é # ILKÄ$ � IMK ~
[3] ILKÄ$aê # �Ô%BILKÄ$
Motsvarandelagargällerocks̊a för tio-logaritmen,ILã .

Av lag2 följer specielltatt ILK !~ # � ILK ~
OBS! ILK � $�� ~ � är inte lika med IMKÄ$���ILK ~ . (Mycketvanligt fel att tro motsatsen!)

Exempel Lösekvationen
� %JIMãm� ��� %BIMã � # � !

Lösning:
För att IMãT� skall varadefinieratkrävsatt � ¿ C . För � ¿ C gäller enligt logaritmla-
garna,att � %JIMãT� ��� %JIMã � # � ! µ ILã�� 4 � ILã � 1 # � ! µ ILã Ê � 42�Ì # � ! µµ � 42 # ! C ¦ . µ � 4 # � < µ � # �@ < # �5@ << �

ty � ¿ C �
Svar: � # � @ <�3T< .
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Övningsuppgifter

Ö-61Förenkla Ö-62Sök reellalösningartill ekvationerna

[1] ILã 2 C � IMã 2 [1] ILKw�7� � %BIMK � # ILK <
[2] ILK �52 ��:�%JILK�! ��� %BILK � [2]

� IMãy� ��IMã � # �
[3] ILã 2�� :�%JILã @ � [3]

� ILK � � �"! ��� IMKw� 1 # :�IMK �
[4] ILK � ! 3TA�� ��ILK @ ��� [4] ILK � � ����� ��IMKl� # � IMK �
[5]
� ILK ��� � � IMK .� � < ILK A���� ILK �T� [5] ILK � � �"! � ��ILK �
��� � � # ILK � � � ! � 4

[6]
� ILã C t ! ��� ! t»< IMã ��� IMã`! t»2 �
! C IMã�! [6] ILã ��� � � ��IMã � �9�
! � # � IMã � � � ! �

2 Trigonometri

2.1 Vinkelmätning

Vinklar kanmätasi (delarav) varv, gradereller radianer. Med1 radianmenasstorlekenav cent-
rumvinkeln i encirkelsektor, därperiferib̊agenär lika långsomcirkelnsradie.(Ritaenfigur!)

Sambandenmellandeolika enheternäar: ! varv # � : C�Yz# ��Q radianer. Härav fås:! Y # QS3 ! 2 C radianeroch
1 radian= ! 2 C�Y 3aQqç¼<��etë� Y

(Oftaskrivermaninteut enhetenradian,utanskriver t.ex.
A C Y # QS3�� .)

Övningsuppgifter

Ö-63Besẗamgraderochradianerför Ö-64Besẗamgraderochradianerför

[1] ! 3�� varv [1]
� ! 3�� varv

[2]
��3T�

varv [2]
�=<

varv (Ritafigur!)

Ö-65Omvandlatill radianer Ö-66Omvandlatill grader

[1]
�g< Y [1]

QS3 :
[2]
��< Y [2]

�`QS3T2
[3]
� : C�Y [3]

�T��Qì3 ! �
[4]
� ! C Y [4]

�=<aQ
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2.2 Rätvinkliga trianglar

I enrätvinklig triangelärenvinkel
A C�Y|# Qì3�� (radianer).Omenav deövrigavinklarnaär X , blir

dentredjevinkeln
QS3���� X , eftersomvinkelsummani entriangelär ! 2 C�YÄ# Q . Vinkeln

QS3T��� X
kallaskomplementvinkeln till X . Densidasomst̊ar mot denrätavinklen kallashypotenusaoch
debådaövrigasidornakallaskateter.

För rätvinkligatrianglargällerPythagorassats:

Sats Pythagorassats� 4 � � 4 # b 4
Detrigonometriskafunktionernadefinieras(för C E X E QS3T� ):
DEFINITION O-P K X # ���e3 b � # � motst̊anendekatet

�_3��
hypotenusa

�Zn\ O^X # �
��3 b � # � närliggandekatet
�-3��

hypotenusa
�UWVTK X # �
��3T��� # � motst̊aendekatet

�_3��
närliggandekatet

�Zn\ U X # �
��3T��� # � närliggandekatet
�_3��

motst̊aendekatet
�

Härurfås:� # bl% O_P K X dW� # bl% Zn\ O^X� # � %BUWVTK X dW� # � % Zn\ U X , samtattUWVTK X #îí ���5ïð�ñ í ï # .ð�ñóò ï .
För komplementvinklen(

Qì3���� X ) gäller:O-P K ��QS3T��� X � # Zn\ O^X dNZ]\ O �RQS3���� X � # O-P K XUWVTK ��QS3���� X � # Z]\ U X dNZn\ U �RQS3���� X � # UWV�K X
Manerh̊allerocks̊a:

Sats

Trigonometriska ettan

O_P K 4 X � Zn\ O 4 X # !
(Fåsdirektur Pythagorassats)

OBS! O-P K 4 X # � O_P K X � 4 # O_P K X % O_P K X Ç � O-P K X � 4 är ej lika med O-P K 4 X 4 .
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Exempel
Solveraenrätvinklig traingelmed

� # �§t C och ô # �T< Y (sefigur), dvs.besẗamde
sidorochvinklar sominte är givna.
Lösning:
Vinklen õ # A C�Y � ô # : < Y . Nu är O-P K ô # ��3 b , varför sidanb # �O-P K ô # �§t CO-P K ��< Y ç �§t CC të�5�T� ç��et !
( O-P K ��< Y fåsmedräknedosa,räknestickaellerur tabell.)
Vidareär UWV�K ô # �e3�� , varför

� # �e3 UNVTK ô ç³�§t C 3 C tè� :�: ç : tè�
Svar: õ # : < Y d b ç¼�et ! , och

�wç : të� (längdenheter).

Exempel Besẗam O-P K X och
Zn\ O�X , om UWVTK X # �53�< och C E X E QS3T� .

Lösning:
Rita en rätvinklig triangelmedkateterna

� # �
och

� # <
. Då är UNVTK X # �53T<

.
Enligt Pythagoras’satsärhypotenusandåb # @ � 4 � < 4 # @ �T� varför O-P K X # �@ ��� dNZ]\ O^X # <@ �T�

Övningsuppgifter

Ö-67Solveraföljanderätvinkligatrianglar(be-
teckningarenligt figur ovan):

Ö-68 Besẗam(för C E X E QS3T� ) exaktavärdet
av:

[1] b # �§t : och ô # � C Y [1]
Z]\ O�X och UNVTK X , om O-P K X # ! 3T� . (Ledning:

Ritaenrätvinklig triangelmed
� # ! och b # � )

[2]
� # ��t C och

� # ��t C [2] O-P K X och UWVTK X , om
Zn\ O�X # ��3T�

[3]
� # �§t C och õ # �5< Y [3] O-P K X och

Zn\ O^X , om UWVTK X # <�3��
[4]
� # �§t»< och õ # � C�Y [4] O-P K X och

Zn\ O^X , om
Zn\ U X #DC të�

[5]
� # �et»< och b # ��t»<

[6]
� # �et»� och ô # ��� Y
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Vi härledernu detrigonometriskafunktionernasvärdenför
�g< Y d : C�Y och

� CTY . (Om maninte kan
dessavärdenutantill, måstemansnabbtkunnagöraenhärledning.)

För X # �g< Y # QS3�� är denrätvinkligatriangeln(figur 1 ovan)enhalvkvadrat.Då är kateterna
�

och
� # � , samthypotenusanb # @ � 4 � � 4 # � @ � , varför:

O_P K �g< Y # O_P K Q � # !@ �Z]\ O �g< Y # Z]\ O Q � # !@ �UNVTK �g< Y # UNVTK Q � # !Z]\ U �g< Y # Z]\ U Q � # !
För X # : C Y # QS3�� kan denrätvinkliga triangelnuppfattassomen halv liksidig triangel (fi-
gur 2 ovan). (I en liksidig triangel är alla vinklarna lika med : C Y , varför vinklarna i en halv
liksidig triangel är : C Y dWA C Y och

� C Y .) Alltså är hypotenusanb # �T�
och Pythagoras’satsger� # @ � 4 ��� 4 # �n@ � , varför:

O_P K`: C Y # O-P K Q � # @ ��Z]\ O : C Y # Z]\ O Q � # !�UNVTK`: C Y # UNVTK Q � # @ �Z]\ U�: C Y # Z]\ U Q � # !@ �
För X # � C�Y|# Qì3 : erh̊allesunderbetraktandeav sammafigur somför : C�Y :
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O_P K � C Y # O-P K Q : # !�Z]\ O � C Y # Z]\ O Q : # @ ��UNVTK � C Y # UNVTK Q :º# !@ �Z]\ U � C Y # Z]\ U Q : # @ �
ty O-P K � CTY =(mots̊aendekatet)/(hypotenusan)=

��3��T� # ! 3�� osv.

Övningsuppgifter

Ö-69Besẗamexaktavärdetav Ö-70Förenkla

[1]
Zn\ O � C�Y ��UWV�K � C�Y [1] � ð�ñ í ¨ëö Ü � © %B� í ��� ¨»ö Ü 1 ©

(Ledning:användpotenslagarna!)
[2]
��Z]\ O � C�Y � O-P K � C�Y �_3���Z]\ O : C�Y � O-P K�: CTY � [2] � òL÷ � ¨ëö Ü � © %B� ¦ ð�ñ í ¨ëö Ü � ©

[3]
� UNVTK�4(: C�Y ��Zn\ O 4 � C�Y �_3�� UNVTK �g< Y � O-P K � CTY � [3] � í ��� ¨»ö Ü � © v ð�ñ í ¨ëö Ü 1 © 3 � òø÷ � ¨ëö Ü � © v ð�ñóò ¨»ö Ü � ©

2.3 De trigonometriska funktionerna för godtyckliga vinklar

Envinkel räknaspositiv omdenmätsmoturs, ochnegativ omdenmätsmedurs, vanligenräknat
frånpositiva � -axeln.

Antag,att
� � d $ � är enpunktpå enhetscirkeln,varsekvationär � 4 �;$ 4 # ! . De trigonometriska

funktionernaför godtyckligavinklar definierasgenom:
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DEFINITION 8 O-P K X # $Zn\ O�X # �
8 UWVTK X # $ 3 � för � p#rC dÓ� dvs. X p# QS3T� �;� QS�Zn\ O�X # � 3 $ för $ p#DC dù� dvs. X p# � QS�

Vi ser att definitionernasẗammeröverensmed de tidigare givna för C E X E QS3��
, dvs för� ¿ C d $ ¿ C . (Rita figur!) EftersomO-P K X # $ , är O_P K X positivt för vinklar i förstaoch andra

kvadratenochnegativt i tredjeochfj ärde.Liknanderegler för
Z]\ O d UNVTK dNZ]\ U :

Av definitionernaovanföljer direktatt

Sats

[1] UNVTK X # O_P K X 3mZn\ O^X # ! 3mZ]\ U X och
Zn\ U X # Z]\ O�X 3 O_P K X # ! 3 UWV�K X

[2]
� !�½ O-P K X ½¼! och

� !�½ Z]\ O^X ½¼! � för alla vinklar X �
[3] O_P K C�#DC d O_P K QS3T� # ! d O_P K Q #rC d O_P K ��Qì3�� # � ! d O-P K �aQ #DC
[4]

Z]\ O C�# ! dNZ]\ O QS3�� #DC dNZn\ O Q # � ! dNZ]\ O ��QS3T� #"C dNZ]\ O �aQ # !
[5] O_P K X # O-P K � X ���F% �aQS� och

Zn\ O^X # Z]\ O � X ���F% �aQì� , för varjeheltal � .

[6] O_P K 4 X � Zn\ O 4 X # ! [Trigonometriskaettan]
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Exempel Besẗamexakt:
Z]\ O ���5�aQS3 : )

Lösning:Z]\ O ���5�aQS3 : � # Zn\ O ��Qì3 :�� � % �aQS� # Zn\ O �RQS3 : � # @ ��3T�
Exempel Besẗam O-P K X och

Zn\ O�X , om
Zn\ U X # ��� och

QS3�� E X E Q .
Lösning:
Med hälp av formeln

Zn\ U X # Zn\ O^X 3 O_P K X samt“triogometriskaettan” får manek-
vationssystemet8 Zn\ O(X 3 O-P K X # ���Zn\ O 4 X � O_P K 4 X # ! medlösningar 8 Zn\ O�X # ¥ �T3 @ <O-P K X #³ú ! 3g@ <
EftersomX ligger i andrakvadranten,där

Zn\ O^X E C och O_P K X ¿ C , fås.

Svar:
Z]\ O^X # �=��3 @ < och O_P K X # ! 3 @ < .

Övningsuppgifter

Ö-71 I vilken kvadrant hamnar följande
vinklar?

Ö-72Besẗamexakt

[1]
�TQS3T�

[1]
Zn\ O ����Q

[2]
� C�C Y [2] O-P K � ! �aQS3����

[3]
< C QS3�� [3] O-P K �
�T��QS3��g�

[4]
� ! �aQS3 : [4]

Zn\ O �?�=�T��QS3��5�
[5]
� ! C�C�C Y [5] UWV�K �?�f��A�QS3a�g�

[6] ! C�C Qì3T� [6]
Zn\ U �?� ! C ! QS3T�5�

Ö-73Visaatt Ö-74Visa(för godtyckligaheltal � ) att

[1] ! 3mZn\ O 4 X # !|��UNVTK 4 X [1] O-P K`� Q #DC
[2] ! 3 O-P K 4 X # !|� Zn\ U-4 X [2]

Zn\ O � Q # �?� ! � s
[3] O-P K 	��6� �Ô�
! ��QS3T�a� # ��� ! � s
[4]
Zn\ O 	M�
� �Ô�"! ��QS3���� #DC

Ö-75Besẗamexakt Ö-76Ber̈aknaexakt

[1] O_P K X och UNVTK X , om
Zn\ O�X # �53�� och

��QS3�� EX E �aQ [1] O-P K X � Zn\ O^X , om UWVTK X # �g3T� och C E C EQS3T�
[2]
Z]\ O^X och UWVTK X , om O_P K X #ûC të� och X är i

andrakvadranten.
[2] O_P K X ��Zn\ O^X , om

Zn\ U X # �=��3�� och
QS3T� EX E Q

[3] O-P K X och
Zn\ O^X , om UWVTK X # � , och

Q E X E��QS3T� [3] UWVTK X � Zn\ U X , om O_P K X # �fA53 @ ! �g< , och��Qì3�� E X E ��Q
[4] O-P K X och UWVTK X , om

Zn\ O^X # ��3��
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2.4 Några enkla trigonometriska formler

Sats 8 O_P K ��� X � # � O_P K XZ]\ O ��� X � # Zn\ O^X 8 UNVTK �?� X � # � UNVTK XZ]\ U ��� X � # �ÀZ]\ U XO_P K ��Q¾� X � # O-P K X Z]\ O ��Q¾� X � # �qZn\ O�X8 O_P K �RQS3��=� X � # Zn\ O^XZ]\ O �RQS3���� X � # O-P K X 8 UWVTK ��QS3���� X � # Z]\ U XZn\ U ��QS3��=� X � # UNVTK X8 O_P K � X � QS� # � O_P K XZ]\ O � X � Qì� # �ÀZn\ O(X 8 UWVTK � X � QS� # UWV�K XZn\ U � X � QS� # Z]\ U X
Dessaformlerkanhärledasmedhjälpav spegling (selärobokfrångymnasiet.)
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Exempel Besẗam
Zn\ O �6<aQS3 : � .

Lösning:<�QS3 : ligger i andrakvadranten.Användformeln
Zn\ O�X # �ÀZn\ O ��Q�� X � . Vi får alltsåZ]\ O Ê <aQ: Ì # �ÀZ]\ O Ê Q¾� <aQ: Ì # �ÀZ]\ O Ê Q : Ì # � @ ��

Exempel O_P K Ê �5<aQ� Ì # O-P K Ê :�% �aQ¾� Q � Ì # O_P K Ê � Q � Ì # � O_P K Ê Q � Ì # � @ ��
Övningsuppgifter

Ö-77Besẗamexakt Ö-78Besẗamexakt

[1] O-P K �?�`QS3��g� [1] O-P K � ! C Y
[2] O-P K �6<aQì3 : � [2]

Zn\ O ! � C�Y
[3] UWVTK �?�`QS3T�5� [3] O-P K �?� ! < CTY �
[4]
Zn\ O �6<aQì3��g� [4] UWV�K � C�C�Y

[5]
Zn\ O �?�=�aQS3 : �

[6] UWVTK �6�aQS3��5�
Ö-79Besẗamexakt Ö-80Visa(utgåendefrånformlernaovan)att

[1] O-P K � ! ��QS3T�5� [1] UWV�K ��Q¾� X � # � UNVTK X
[2] UWVTK �6��<aQì3��g� [2]

Zn\ U ��Q¾� X � # �ÀZ]\ U X
[3]
Zn\ O �6< C QS3T�5�

[4]
Zn\ U �?� ! C�C Qì3T�5�

Av formlernaovan(i dettaochföregåendeavsnitt)erh̊alles:

Sats (1) O_P K X # O-P K Èhµ X # È ���Ð% ��Q ellerX # Q×� È ���Ð% �aQ
(2)
Z]\ O^X # Z]\ O^Èhµ X # È ���Ð% �aQ ellerX # � È ���Ð% �aQ

(3) UNVTK X # UNVTK Èhµ X # È ���Ð% Q
I samtligaformlerovanär � ett godtyckligtheltal.

36



Exempel LösekvationenO-P K X # � C tâ< , dvsbesẗamallavinklar X somsatisfierarekvationen.
Lösning:
Enlösningär X # ��Qì3 : , ty O-P K �?�`QS3 : � # � O-P K QS3 : # � ! 3�� .
Formel[1] ovanger O_P K X # O-P K �?�`QS3 : � µ X # �`QS3 :�� � � Q eller X # Ql�{����Qì3 : � �� � Q
Svar: X # ��Qì3 :�� � � Q eller X # �aQS3 :`� � � Q , där � är ett godtyckligtheltal.

Övningsuppgifter

Ö-81Lösekvationerna Ö-82Lösekvationerna

[1] O-P K X # ! 3T� [1] O-P K X # � @ �53T�
[2]
Zn\ O^X # ! 3 @ � [2]

Zn\ O < X # � ! 3�� (Sätt
< X #"ü )

[3] UWVTK X # @ � [3] UWV�K � X # � !
Ö-83Lösekvationerna Ö-84Lösekvationerna

[1]
Zn\ O � X # Z]\ O^X [1]

�yZn\ O 4 X # �
[2] O-P K � X # O_P K X [2]

�mZn\ O 4 X � Z]\ O^X # ! (Sätt
Z]\ O^X # ~ )

[3] UWVTK X # UWV�K � X [3]
� O-P K 4 X � � O_P K X # �

[4]
Zn\ O � X # O_P K X [4] UWV�K�4 X ��UNVTK�1 X # � � � UWVTK X

2.5 Additions- ochsubtraktionsformler

Följandeformlermåstekunnautantill ellerkunnahärleda:

Sats 8 O_P K � È � X � # O_P K È % Zn\ O^X � Zn\ O^È % O_P K XO_P K � È � X � # O_P K È % Z]\ O^X ��Z]\ O^È % O_P K X
8 Z]\ O � È � X � # Z]\ O^È % Z]\ O^X � O_P K È % O-P K XZ]\ O � È � X � # Zn\ O^È % Zn\ O^X � O_P K È % O-P K X
8 UNVTK � È � X � # � UWVTK È ��UWV�K X �_3�� ! � UNVTK È %nUNVTK X �UNVTK � È � X � # � UNVTK È � UNVTK X �-3�� !z��UWV�K È %BUWV�K X �

OBS! O-P K � È � X � är inte lika med O-P K È � O_P K X . (alltför vanligt fel att tro motsatsen!)
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Exempel Härledformelnför
Zn\ O � È � X � utgåendefrånformelnför O_P K � È � X � .

Lösning: Zn\ O � È � X � # O-P Kcý Q � �
� È � X �óþ # O-P Kÿý�� Q � � È�� � X þ ## O_P K�� Q � � È�� % Zn\ O^X ��Zn\ O � Q � � È�� % O-P K X ## Z]\ O^È % Z]\ O^X � O_P K È % O-P K X
Övningsuppgifter

Ö-85Härledformelnför Ö-86Besẗam UNVTK � È � X � , om

[1] O-P K � È � X � utgåendefrånformelnför O-P K � È �X � .
(Ledning: È � X # È � ��� X �_� [1] UWV�K È # ! 3��§d UWVTK X # ��3��
[2] UNVTK � È � X � frånformlernaför O-P K � È � X � ochZn\ O � È � X � . [2] UWV�K È # �ed UNVTK X # !
[3] UWVTK � È � X � frånformelnför UWVTK � È � X � .
Ö-87Ber̈aknaexakt Ö-88Besẗam O_P K � È � X � , om

[1] O-P K ��< Y [Ledning:
��< # �g< � � C � [1] O-P K È # ! 3T�ed O-P K X # ��3�� . È och X befinner

sig i förstakvadranten.
[2]
Zn\ O �T< Y [2] O-P K È # ��3T<ed O-P K X # �53�<

och C E È EQS3T� E X E Q .
[3] UWVTK �T< Y

2.6 Formler för dubbla resp.halva vinkeln

8 O-P K � È # � % O-P K È % Z]\ O^ÈZn\ O � È # Zn\ O 4 È � O_P K 4 È # � % Zn\ O 4 È � ! # ! ��� % O_P K 4 È
8 O-P K 4 ï 4 # .4 � ! ��Zn\ O^X �Zn\ O 4 ï 4 # .4 � !|� Z]\ O^X �
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Övningsuppgifter

Ö-89Härled Ö-90Antagatt
Zn\ O�È # ! 3T� . Besẗamexakt

[1] formlernaför dubblavinkelnfrånadditions-
formlerna

[1]
Zn\ O � È

[2] formlernaför halva vinkeln från lämpliga
formler för

Zn\ O � È [2] O-P K � È
[3] O-P K � È 3��T�
[4] UWV�K � È 3����

Ö-91Besẗamexakt Ö-92Antagatt O_P K È # �53 @ ! � ochatt C E È EQS3T�
. Besẗamexakt

[1] O-P K�! < Y [1] O-P K � È
[2] O-P K ��QS3�25� [2]

Zn\ O � È
[3] UWVTK �T�ed�< Y [3]

Zn\ O � È
3 Plan analytisk geometri

3.1 Avståndetmellan två punkter

Avst̊andetmellantvåpunkter
� � . d $ . � och

� � 4 d $ 4 � i ett vanligt (ortonormerat)koordinatplankan
ber̈aknasmedavst̊andsformeln(Ritaenfigur!):

Avståndsformeln£ # > � � . � � 4 � 4 � � $ . � $ 4 � 4
Avst̊andsformlenbyggerpåPythagorassats.

Övningsuppgifter

Ö-93 Besẗam avst̊andetmellan(och rita en fi-
gur)

Ö-94 Besẗam en punkt på � -axeln, somligger
lika långtfrånpunkterna

[1]
�6�ed ! � och

�
�§d�<T�
[1]
�6��dW�5�

och
����d ! �

[2]
� C dn����� ochorigo [2]

���§dW�5�
och

� ! dn�����
[3]
�?� ! d ! � och

����dB�f�5�
[4]
�?�=�edB�f�5�

och
� ! dB�=���
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3.2 Räta linjen

Ekvationenför enrät linje parallell med$ -axelnär � # � ochekvationenför enrät linje paral-
lell med� -axelnär $ # � , där

�
och

�
är konstanter.

Betraktai ��$ -planetenrät linje, somgår genomengivenpunkt,
� � o d $ o � ochsomej är parallell

med $ -axeln(sefigur ovan).För punkterpå linjen gällerattkvoten
� $ � $ o �_3�� � � � o � ärkonstant

längslinjen ochattkonstanten̈ar ²Ô# UNVTK X . Konstanten² kallasriktningskoefficientochvinkelnX kallasriktningsvinkel.

Vi får alltsådens.k.enpunktsformelnför rätalinjen:

Enpunktsformeln

$ � $ o #r² % � � � � o ��d
där ²Ô# UNVTK X .

Omenrät linje gårgenomtvå givnapunkter
� � . d $ . � och

� � 4 d $ 4 � , där � . p# � 4 , så kanriktnings-
koefficienten² ber̈aknasmedformeln(rita enfigur överdetta):²Ô# $ . � $ 4� . � � 4
Sammanfattningsvis̈ar

� �7� � $��;b #DC denallmännaformlenför rätalinjensekvation.
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Exempel Besẗamenekvationför rätalinjen genompunkterna
���§dB� ! � och

� ! d-�g� .
Lösning:
Riktningskoefficeinten²Ô# � $ . � $ 4 �_3�� � . � � 4 � # �?� ! �q�g�_3��
�w� ! � # �=<�3�� . Med
enpunktsformelnfåslinjensekvation:

$ �"�?� ! � # �=<�3���� � ����� , dvs$ # � < �� � ! �� µ < �7� � $ � ! � #DC
[Alternativt: $ ��� # ��<T3���� � � ! � , vilketnaturligtvisgersammasvar.]

Svar:
< � � � $ � ! � #DC

OBS! Kontrolleraalltid räkningarnagenomattvisaattdegivnapunkternasatisfierardenerh̊allna
ekvationen!

Övningsuppgifter

Ö-95 Besẗam på formen
� �×� � $��¼b # C en

ekvationför rätalinjen genom
Ö-96 Besẗam på formen

� �q� � $h�³b # C en
ekvationför rätalinjen genom

[1] origomedriktningskoefficienten
�=��3�<

[1]
�?� ! d��T� parallellmed $ -axeln.

[2]
� ! dn�=�5� medriktn.koeff. 1/2. [2]

�?� ! d��T� medriktningsvinkeln
� C�Y

[3]
�?� ! d���� parallellmed � -axeln. [3]

�6��dB� ! � medriktningsvinkeln
���g< Y .

Ö-97Besẗamenekvationför rätalinjen genom
punkterna(rita figur!)

Ö-98Sök skärningspunktenmellanlinjerna(ri-
tafigur!)

[1]
�6�ed ! � och

� ! dW��� [1] �9� � $�� � #DC och
� �9��$ #rC

[2]
� ! dW��� och

�?�f�§dB� ! � [2]
< � ��� $�� � #"C och

� � � � $ ��A #DC
[3] origooch

�?�f�§d��T�
[3]
� � � $��;: #DC och

� $ � :��7� � #DC
[4]
�?� ! d���� och

��� ! dn�f�g� [4]
� $ � � ��� #rC och

� � ��� $��;: #DC
[5]
�6<�3T�ed�<�3T���

och
�?�=�ed ! �

Jämför ävenlineäraekvationssystem,avsnitt 1.3.

Normal

Om två räta linjer medriktningskoefficientrna ² . och ² 4 skär varandravinkelrätt, så gäller att² . % ² 4 # � ! , dvs ² . # � ! 3 ² 4 och ² 4 # � ! 3 ² . , om ² . och ² 4 p# C . Den enalinjen kallas
normaltill denandra.
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Exempel Besẗamenekvationför normalentill linjen
� � ��� $���: #rC i punkten

� C d���� .
Lösning:
Dengivnalinjen,varsekvationkanskrivas$ # �g3�� %â� � � , harriktningskoefficienten² . # �g3T�

. Normalensriktningskoefficient är därför ² 4 # � ! 3 ² . # �f�53��
och

normalensekvationblir $ ��� # � 1� � � � C � .
Svar:

� � � � $ ��2 #DC .
Övningsuppgifter

Ö-99 Besẗamenekvationför normalentill lin-
jen

Ö-100 Besẗam en ekvation för normalentill
linjen

[1]
� � ��� $ # ! i punkten

� ! d ! � [1] � # � $ � ! genom
�
<�3��ed C �

[2]
< � � � $�� A #rC i punkten

� ! dB�=��� [2]
< $�� � #rC genom

�
�ed ! �
3.3 Cirk eln

En cirkel best̊ar av alla punkter, som ligger på sammaavst̊and (radien) från en given punkt
(medelpunkten).Ekvationenför encirkel medradien

¬
ochmedelpunkten

� � o d $ o � är:� � � � o � 4 � � $ � $ o � 4 # ¬ 4
vilket följer av avst̊andsformeln.Specielltär � 4 �Â$ 4 # ¬ 4 ekvationenför encirkel medradien
¬

ochmedelpunkteni origo.

Exempel Angiv dengeometriskabetydelsenav ekvationen��4 ��� �7��$�4S� < $ # �
Lösning:
Ekvationenkangenomkvadratkompletteringskrivas� 4 ��� % � �7� � 4 ��$ 4 � � % <� %J$�� � <� � 4 # � � � 4 � � <� � 4 µ � � ���T� 4 � � $�� <� � 4 # �5A�
vilket ärencirkel medmedelpunkt

�
�edB�=<�3����
ochradien

¬ # ��3T� . � Ritafigur! �
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Övningsuppgifter

Ö-101 Ge en ekvation för cirkeln medmedel-
punktochradie:

Ö-102 Angiv den geometriskabetydelsenav
ekvationen

[1]
� C d C ��d ¬ # � [1] ��4���$�4 ��< #DC

[2]
� C dW����d ¬ # � [2] ��4���$�4�� < #DC

[3]
� ! dn������d ¬ # @ : [3] � 4 � � �7��$ 4 #"C

[4]
�?�f�53��ed ! 3��g��d ¬ #DC t»< [4] � 4 ��� �7��$ 4 ��:T$�� � #"C

[5] � 4 ��$ 4 � < � ��� $�� < #"C
[6]
� ��4�� � $�4��;:�� � � $��"! #DC

[7]
� ��4�� � $�4�� A � � $ #rC

[8] :���4��;:T$�4 ��2 �7� � $�� � #DC
3.4 Ellipsen, hyperbeln ochparabeln

Anmärkning:Hoppaöveravsnitt 3.4,omdessabegreppintebehandlatsi din gymnasiekurs.

En ellips är en kurva som best̊ar av alla punkter
� � d $ � , vilkas avst̊and till två givna punkter

(brännpunkterna)harengivenkonstantsumma( # �T� ). Mankanvisa(segymnasietslärobok)att
ellipsensekvationkanskrivas: ��4� 4 � $�4� 4 # !
Anmärkning: Längderna

�
och

�
kallasellipsenshalvaxlar. Ellipsenskär � -axeln,dvs $ #DC ,

i punkterna� # ¥ � , samt$ -axeln, � #rC , i punkterna$ # ¥ � .
OBS! Om

� # � erh̊allerman ��4m��$e4 # � 4 , dvsencirkel

� Om
��¿}�

liggerellipsensbrännpunkterpå � -axeln i ( ¥ b d C ), där b # @ � 4 ��� 4 .� Om
�f¿}�

liggerbrännpunkternapå $ -axeln i
� C d ¥ b � , varvid b # @ � 4 ��� 4 .
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Medenenkel koordinattransformation,(byt � mot � � � o och $ mot $ � $ o ), erh̊allesatt� � � � o � 4 3T� 4 � � $ � $ o � 4 3T� 4 # !
ärekvationenför enellipsmedmedelpunkten

� � o d $ o ) och(halv-)axlarnaparallellamedkoordi-
nataxlarna.Mankanvisaattellipsytansareaär

Qì�g�
. (Ommanhärsätter

� # � , fåsdenvälkända
cirkelarean

Qì� 4 .)
En hyperbel är enkurva sombest̊ar av alla punkter

� � d $ � , vilkas avst̊andtill två givnapunkter
(brännpunkterna

� b d C � och
�?� b d C � ), harenkonstantdifferens(skillnad ¥ ��� ). Hyperbelnsekva-

tion kanskrivas:(jämför figur) ��4� 4 � $e4� 4 # ! d
där
� 4 # b�4 ��� 4 .

Hyperbelnskär � -axeln, $ #¼C , i punkterna� # ¥ � , mensaknarskärningmed � #¼C . Man kan
visaatthyperbeln��4 3T� 4 � $�4 3T� 4 # ! obegränsatnärmarsignågonav derätalinjerna $ # ¥ � � 3T�
(vilka kallasasymptotertill hyperbeln),då ´ ��´�� � .

Anmärkning: Hyperbeln��4 3T� 4 � $�4 3�� 4 # � ! , dvs $�4 3T� 4 � ��4 3T� 4 # ! , varsbrännpunkter
liggerpå $ -axeln,kallaskonjugathyperbelntill ��4 3T� 4 � $�4 3T� 4 # ! .
En parabel är enkurva sombest̊ar av alla punkter

� � d $ � , somharsammaavst̊andtill engiven
punkt(brännpunkten:

� C d b � ) somtill engivenrät linje (styrlinjen: $ # � b ). Parabelnsekvation
kanskrivas $ #D² � 4
där ²�# ! 3���� b � . Parabeln$ #³² ��4 harorigosomvertex (= vändpunkt).

Allmännare:$ � $ o #³² � � � � o � 4 ärenparabelmedvertex i
� � o d $ o � och(symmetri-)axel parallell

med $ -axeln,medan� � � o #
	 � $ � $ o � 4 är enparabelmedvertex i
� � o d $ o � ochsymmetriaxel

parallellmed � -axeln.

Exempel
� ��4ì�º$e4 # 2 , dvs. ��4 3T� ��$e4 3T2 # ! betydergeometrisktenellipsmedmedelpunkt
i origoochhalvaxlar

� # @ � och
� # @ 2 (parallellamedkoordinataxlarna).

Eftersom
�f¿}�

liggerbrännpunkternapå $ -axeln i
� C d ¥ b � , där b # @ 2���� # @ : .
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Övningsuppgifter

Ö-103 Besẗam geometriska betydelsen av
följandeekvationer. (angiv i förekommandefall
medelpunkt,halvaxlar, brännpunkteroch ver-
tex.)

Ö-104 Besẗam geometriska betydelsen av
följande ekvationer. (angiv i förekommande
fall medelpunkt,halvaxlar, brännpunkteroch
vertex.)

[1] ��4m� � $�4 # � : [1] ��4 ��� $ # � :
[2]
A ��4�� � $�4 # � : [2]

� � � $e4 # � :
[3] � 4 ��� $ 4 # � : [3] � 4 �;:��7� � $ 4 # � :
[4]
� $�4 ��A ��4 # � : [4] ��4��;:��7� � $ # � :

4 Funktionslära

4.1 Inledning

En reell funktion, som kan betecknasmed ���� $�
�$ # i � � � eller kortare $ # i � � � , kan
betraktassomen regel, medvilkenvarje (reellt) � -värde,somtillh ör en definitionsm̈angd ��� ,
tillordnasettentydigtbesẗamtreellt $ -värde.Mängdenav alla $ -värdenkallasvärdem̈angden��� .
En funktion $ # i � � � kanåsk̊adligg̈orasmedenkurva i ��$ -planet.

Exempel $ # i � � � # � ���³! � 4 harsomnaturligdefinitionsm̈angd
� � E � E � ochsom

värdem̈angdC ½}$ E � . Vi får t.ex. i �?� ! � # �?� !|�"! � 4 #"C och i �
��� # A
Vidareär i � ü � # � ü �"! � 4 varför t.ex. i � ��4 � # � ��4��"! � 4 , (om üy# ��4 ).
Dessutom̈ar i � � � ! � # � � � !z�"! � 4 # ��4 samti � i � � �-� # �-� � �"! � 4 �"! � 4 # � � 4 � � � � ��� 4 t

Övningsuppgifter

Ö-105Antagatt $ # i � � � # ��4m�
! . Besẗam Ö-106Antagatt i � � � # @ � ��� . Besẗam

[1] ��� och ��� [1] ��� och ���
[2] i �
��� [2] i � !�! �
[3] i �?� ! � [3] i � ü � ! �
[4] i � ü � [4] i � ��1 �
[5] i �?� � � [5] i � ~ 4 � � ~ � �5�
[6] i � � 4 � [6] i � i � � �_�
[7] i � i � � �-�
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4.2 Derivatansdefinition

Med en tangent till enkurva i enpunkt Ñ menasengränslinje, till vilkenensekant(dvs.enrät
linje) genomÑ ochenannanpunkt � påkurvan,obegränsatnärmarsigdå � obegränsatnärmar
sig Ñ längskurvan.

Antagatt punktenÑ harkoordinaterna
� � d $ � , där $ # i � � � , ochatt denrörliga punkten� har

koordinaterna
� ����� � d $`���7$ � , där $Ä���9$ # i � ����� � � . Dåharsekanten(rätalinjen) genomÑ och � riktningskoefficienten

² í���� ÷ � ò # �7$� � # i � �7��� � ��� i � � ��7�
ty ² í���� ÷ � ò # UWVTK X í���� , där X í���� är sekantensriktningsvinkel.

Riktningskoefficientenför tangentengenom
� � d $ � fårmangenomatt låta � � (ochdärmedocks̊a�7$ ) obegränsatgåmotnoll:

² òø÷ � å � � ò # I P��� )! o �7$�7� # I P��� )! o i � �9��� � �m� i � � �� � # i j � � �
Dettagränsv̈ardekallasderivatanav $ # i � � � i punkten

� � d $ � . Vanligabeteckningarför deriva-
tanär $ j d#" +" ) d i(j � � � och �Ði � � � .
Anmärkning: Av definitionenföljer attderivatani(j � � � existerari enpunktomochendastom
kurvan $ # i � � � harentangenti punkten.

OBS! Derivatansvärde i(j � � � varierar i allmänhetmed � , ty tangenternai olika punkter
� � d $ �

påenkurvahari allmänhetolika riktningskoefficienter, dvsolika lutning.
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Exempel $ # i � � � # ��4 harderivateni j � � � # � � , ty differenskvoten�7$� � # i � � ��� � �m� i � � ��7� # � � ��� � � 4 � � 4� � #� 4 � � �h%$� �9� � � � � 4 � � 4� � # � � ��� �%� � �
då �7�&� C , dvs I P�� � )! o � �9$ 3 � � � # � � .

Övningsuppgifter

Ö-107Ber̈akna,om i � � � # ��4 Ö-108Ber̈aknaom i � � � # ��1 ��� ��4
[1] i j � ! � [1] i j � ! �
[2] i(j � C � [2] i(j �?�=���
[3] i j ���=��� [3] i j ���g3T���

4.3 Enkla deriveringsregler.
Deelemenẗara funktionernasderivator

Sats $ # È � X �(' Ã $ j # È j � X j �)' j$ # b|% È Ã $ j # bw% È j d om b konstant$ # È % X Ã $ j # È j % X � È % X j$ # È 3 X Ã $ j # È j % X � È % X jX 4
För deelemenẗarafunktionernakanmanhärledaföljandederivator:

Sats

$ # i � � � $ j # i j � � �
konstant 0�   � %B�   ¦ .� ) � ) %JIMK �k ) k )IMKw� ! 3 �O_P Kw� Z]\ O �Z]\ O � � O-P Kw�UNVTKÄ� ! 3mZn\ O 4^� # !|��UWVTK�4^�Z]\ U�� � ! 3 O_P K 4 � # �&� !|� Z]\ UN4^� �
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Exempel $ # @ � Ã $ j # ! 3§�6� @ � � , ty££ � � @ � � # ££ � � � Ù, � # !� %B� Ù, ¦ . # !� �+* Ù, # !� @ �
enligt formlenför �   med

� # ! 3�� .
Exempel $ # ! 3 � Ã $ j # � ! 3 � 4 , ty££ � � !� � # ££ � � � ¦ . � # � !`%B� ¦ . ¦ . # � � ¦ 4 # � !� 4
Exempel $ # � � % k ) germed È # � � och X #rk ) i produktformeln$ j # È j % X � È % X j # � � 1 % k ) ��� � % k ) # ��� � 1 ��� � � % k )
Exempel $ # �
� �9� �T�-3�� ��4���� � ger(då $ # È 3 X med È # � � � � och X # ��4���� )$ j # È^j % X � È % XgjX 4 # � % � � 4 ��� ���"�
� � � �T� % �6� � �"! �� � 4 ��� � 4 # � ��� � 4 � � �9� ���� � 4 ��� � 4
Exempel $ # � 1 har $ j # � � 4 , men È # � ) har È^j # � ) %JIMK �

OBS! Förväxlaintepotensfunktionen�   medexponentialfunktionen
� ) !

Exempel Ber̈akna i j � ! � , om i � � � # ILK � ! 3T� ��1 � .
Lösning:
Vi omformarförstuttrycketför i � � � medhjälpav logaritmlagarna(seavsnitt1.11).
Vi får dåi � � � # � ILK �6� � 1 � # � � ILK � ��ILKw� 1 � # � � ILK � � � ILK|� � # � ILK ����� ILK|�
Alltså är i j � � � #DC ��� % � ! 3 � � # �f�53 � .
För � # ! får vi i j � ! � # �=� .

OBS! Med i(j � ! � menasvärdetav i�j � � � för punkten � # ! . Man måstealltså först ber̈akna
allmännauttrycket för i(j � � � ochsedansättain detspeciella� -värdet.

Övningsuppgifter

Ö-109Besẗam i(j � � � om i � � � är Ö-110Derivera

[1]
� � � ��� ��1����9� < [1] k ) % Zn\ O �

[2] �7� Zn\ U^� [2] � 1 %JILKw�
[3] ��4m���7�
!|�"! 3 �7�"! 3 ��4 [3]

�
� � � ! �_3�� � �"! �
[4] � � � < ) [4]

�6< ��4 ��� � �"! �-3�� ��1�� � � �
[5] ILK ��� �(� � [5] ! 3 O-P Kw�
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[6] ILK �
� k ) � [6] ! 3mZn\ U��
[7]
@ � 3�� �7�
! �

[8] � 3�� @ �9�
! �
[9]
@ � 3�� @ �7�"! �

[10] ILK �6< � � � %JIMK � � 1 �
[11] ILK �6< � � �_3 ILK � � 1 �

Ö-111Ber̈akna Ö-112Besẗam i j j � � � om i � � � är

[1] i j ���5� om i � � � # ! 3 � ��IMKw� [1] �9� @ �
[2] i j �?� ! � om i � � � # ��� ��4 �q� �f��! �-3��
< �f��! � [2] k ) % O-P K`�
[3] i j �
<�� om i � � � # ILK �6� ��1z% k ¦ ) � [3]

� ��1�� ���-3�� ��4m� ���
[4] i j �
��� om i � � � # @ �h% � )

Anmärkning: Derivatorav högreordningdefinierassuccessivt:i j j � � � # � i j � � �-� j dvs.
£ 4 i£ � 4 # ££ � � £ i£ � �

osv.

4.4 Sammansattafunktioner. Kedjeregeln

Funktioneni � � � # ILK � ��4z� � � �}�T� kanbetraktassomensammans̈attning i � � � #-, ��.*� � �_� av
funktionerna

.*� � � # ��4w� � � �}� och , � � � # ILKw� (vilkennaturligtvisocks̊a kanskrivassom, � ~ � # IMK ~ ).

Övningsuppgifter

Ö-113Besẗam , ��.*� � �-� om Ö-114Besẗam
.*� , � � �-� om

[1]
.*� � � #Dk ) d , � � � # O-P KÄ� [1]

.*� � � #rk ) d , � � � # O-P Kw�
[2]

.*� � � # � � �"! d , � � � # @ � [2]
.*� � � # � �7�
! d , � � � # @ �

[3]
.*� � � # � � 1 � � d , � � � # ! 3 � [3]

.*� � � # � � 1 � � d , � � � # ! 3 �
[4]

.*� � � # �
� � � ! �-3�� �7�
! ��d, � � � # � �9�
! �-3��
�=� � � [4]
.*� � � # �
� � � ! �-3�� �7�
! ��d, � � � # � �7�
! �-3§�6��� � �
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För derivatanav ensammansattfunktiongällerkedjeregeln. Om $ #
, � ~ � , där ~ # .*� � � , dvsom$ #/, �0.*� � �-� , så är:

Sats Kedjeregeln£ $£ � # £ $£ ~ % £ ~£ � dvs.££ � � , ��.*� � �-�-� #/, j ��.*� � �_� % . j � � �
Anmärkning:

£ ~ 3 £ � # . j � � � kallasinrederivatanav , ��.*� � �_� .
(Kedjeregelnärnogdenviktigasteräkneregelnförenteknolog.Denanvändssẗandigti differential-
ochintegralkalkyl!)

Exempel Ber̈aknaderivatanav $ # ILK � � 4 � � � �����
Lösning:

Vi skriver $ # ILK ~ med ~ # ��4 � � � �ÿ� ochanvänderkedjeregeln:
£ $£ � # £ $£ ~ % £ ~£ � .

Här är £ $£ ~ # ££ ~ � IMK ~ � # !~ # !� 4 � � � ���
och £ ~£ ��# ££ � � � 4 � � � ����� # � �7� �
Alltså fås $ j somdensammansattaderivatan:$ j # £ $£ � # £ $£ ~ % £ ~£ � # � � � �� 4 � � � ���
Till ägg: Om i � � � # ILK � ��4�� � � ����� , är alltsåi j �6��� # ��� � ���_3���� � �����T� # : .
Anmärkning: Medkedjeregelnvisasallmäntatt££ � � IMK ~ � # £ � ILK ~ �£ ~ % £ ~£ � # !~ % ~ j dvs££ � � IMK . � � �-� # . j � � �.*� � �
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vilketgäller för ~ # . � � �l¿ C . Allmännarekanvisasatt för
. � � ��p#rC gälleratt££ � ILK ´ .*� � � ´ # . j � � �.*� � �

Exempel ££ � ILK ��Zn\ O � � # � O-P KÄ�Z]\ O � # � UWVTKÄ�
vilket fåsur resonemangetovangenomattsätta

.*� � � # Zn\ O � .
Exempel ££ � ILK � !|� @ � � # !!z� @ � % !� @ � # !��� @ � ��� �

vilket fåsur resonemanetovangenomattsätta
.*� � � # !l� @ � .

Övningsuppgifter

Ö-115 Visa med hjälp av kedjeregeln att"" ) � > .*� � �-� # . j � � �-3��
� > .*� � �_�
Ledning:sätt

.*� � � # ~ Ö-116Visamedhjälpav kedjeregelnatt"" ) � k @ � ¨ ) © � # �21 ¨ ) ©4 @ � ¨ ) © % k @ � ¨ ) ©
(Ledning:Användt.ex. kedjeregeln upprepade
gånger:

" +" ) # " +"43 % "43" é % " é" ) )
Ö-117Besẗam i j � � � om i � � � är Ö-118Besẗam i j � � � om i � � � är

[1] ILK �
� � �"! � [1] O-P K 4 �
[2] k ¦ 4 ) � � k � ) [2] UWV�K�4^�
[3]
Zn\ O � :��7� �5� [3] k .
Ü )

[4] O-P K � � 4 �"! � [4] > � 3�� �9�"! �
[5] ILK �6����� � � ��4 � [5] ILK � ) ¦ .� ) v .
[6]
� ��1 � � � � [6] ILK ´ O_P Kw��´

[7]
@ � � 4 � � [7] ILK ´ �7� @ � 4 � � ´

[8]
� � � ��� � � ¦ �

Ö-119Ber̈akna Ö-120Derivera

[1] i j �
��� om i � � � # ILK �6����� � � [1] k ¦ ) , % O-P K`:��
[2] i(j ��� ! � om i � � � #rk ¦ � ) , [2]

@ � 4 �"!`%JIMK � � 4 �"! �
[3] i j � C � om i � � � # ILK �6< ��4 ��� � � ��� [3]

@ � 4 ��� 3 @ � 1 �
!
[4] i j ���=��� om i � � � # IMK ´ � ��1m��� �-3�� �9�"! �?� ´
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Ö-121Besẗam Ö-122Derivera

[1] i j � ! � om i � � � #Dk � ) % @ � �7�"! [1]
Zn\ O � k ) , �

[2] i j ���g� om i � � � # UWVTK ��QS3 � � %JIMK � ��4 ����� [2] k ð�ñ í ¨ ) , ©
[3] k ð�ñ í , )
[4] k Á 1 ) , ¦ .

4.5 Tangentochnormal till enkur va

Enligt derivatansdefinitionär riktningskoefficientenför tangenteni enpunkt
� � o d $ o � på kurvan$ # i � � � lika medderivatansvärde i(j � � o � i punkten.Alltsågälleratt

Tangentensriktningskoefficient ² òL÷ � å � � ò # i j � � o � och
Normalensriktningskoefficient ² � ñ45 � ÷ ä # � ! 3 i j � � o � om i j � � o ��p#DC .

ty ² òL÷ � å � � ò % ² � ñ45 � ÷ ä # � ! enligtavsnitt 3.2.

Insättningi enpunktformelnför denrätalinjen
� $ � $ o #°² % � � � � o �-� gernu med $ o # i � � o �

ekvationernaför tangentenresp.normalen.(Rigafigur!)

Anmärkning: Om i(j � � o � # C , så är tangenten$ # $ o # i � � o � parallell med � -axeln och
normalen� # � o parallellmed $ -axeln.(Ritafigur!)

Exempel Besẗam ekvationerför tangentoch normal till $ # i � � � # �
� � � ! �_3�� ��4w�°! � i
punkten

�
�ed ! �
Lösning:
Bilda $ j # i j � � � # � % � � 4 �"! ���
�
� � � ! � % � �� � 4 �
! � 4 # �f� � 4 � � � � �� � 4 �"! � 4� o # � ger i j �6��� # � ! 3�< . Tangentensekvationblir $ � ! # � ! 3�< % � � �Â��� , dvs.� � < $ ��� #rC .
Normalensekvationblir $ � ! # <�� � ����� dvs

< � � $ ��A #rC .
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Övningsuppgifter

Ö-123 Besẗam ekvationerför tangentoch nor-
mal i enpunkt

� � o d $ o � påkurvan $ # i � � � , om
Ö-124 Besẗam ekvationerför tangentoch nor-
mal i enpunkt

� � o d $ o � påkurvan $ # i � � � , om

[1] $ # � � � �
! och � o # ! [1] $ # �
� � �"! �_3�� � 1 � ! � och � o # ���
[2] $ # IMK �6� � ����� och � o # � [2] $ # IMK ´ < � 1 � � �7� � ´ och � o # � !
[3] $ # �h%BUWVTKw� och � o # Qì3�� [3] $ #Dk � ¦ � ) , % @ � � k ) ¦ . och � o # !

4.6 Maximi- ochminimipr oblem

Lokalamaximi-ochminimipunkteri detinreav ettdefinitionsintervall för enderiverbarfunktion$ # i � � � finnsatt sökablandrötternatill ekvationeni(j � � � #/C . Villk oretatt i�j � � o � # C är ett
nödvändigt– menej tillr äckligt – villk or för lokalt extremv̈ardei � o för enderiverbarfunktion.

Tillr äckligavillk or för extremv̈arde(tillsammansmed i j � � o � #DC ) kanfåsgenom

� teckenstudiumav förstaderivatani j � � � i enomgivningav � o eller� ber̈akning(ochteckenstudium)av andraderivatani j j � � o � i punkten� o .
(segymnasietslärobok).

Exempel

Sök lokalamaximi- ochminimipunkterför i � � � # � ��1 ��� ��4 � ! � �9�"! samtrita
kurvan $ # i � � �
Lösning:
Bilda i(j � � � # :�� 4 � :�� � ! � # : � �=��! �n� � �À��� . Ekvationeni�j � � � #DC harrötterna� . # � ! och � 4 # � .
Teckenstudium(metod1) ger:
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� E � ! E 2 Ei j � � � � 0
�

0 �i � � � 6
8 7 � ! A 6

väx. max avt min väx

Lokalt maximumför i ��� ! � # 2 ochlokalt minimumför i �
��� # � ! A .
Eller: (Metod 2) i j j � � � # ! � � � : ger i j j ��� ! � # � ! 2 E C dvs. maximumför� # � ! , samt i(j j �6��� # � ! 27¿ C , dvs.minimumför � # � .
Svar: Lokalt maximumi ��� ! � # 2
Lokalt minimum i �6��� # � ! A .
Anmärkning: Funktionen i � � � # � ��1 ��� ��4 � ! � ���Ó! har lokala max och
min, mensaknarsåväl störstasomminstavärde,ty i � � � � � , då �8� � ochi � � � � � � , då �9� � � .

Övningsuppgifter

Ö-125Sök lokalamaximaochminimasamtev.
störstaochminstavärde,om i � � � är:

Ö-126Sök lokalamaximaochminimasamtev.
störstaochminstavärde,om i � � � är:

[1]
� ��4�� � � � ! [1]

� � � � � ��1 � ! � ��4
[2]
<���� � ��< ��4 [2] � � ��� ��1m��:

[3]
� � � ��1m�
! [3] k 4 ) � ! 2 �

[4] ��1m��:���4��"! [4]
@ � 4 �"! � �7� � !`% k ¦ ) Ü �

[5] ��1 ��� ��4��
! C �
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PROVRÄKNING (Blandadeexempel)

[1] Skriv somett bråk (på såenkel form sommöjligt)!� � ! � !�7�"! � �� 4 �"!
[2] Sök reellalösningartill ekvationen

� %�´ � � � !§´ # � ���
[3] Lösekvationssystemet·¸ ¹ � � $�� � ~ # <�9� � $�� ~ # �� � ��� $�� � ~ # !
[4] Besẗamsamtligaröttertill ekvationen� � 1 � � � 4 � � ��� #rC
[5] Sök reellalösningartill ekvationerna

[a]
� ILKw� � ILK �6� � � ! � # IMK � ! 3 � �

[b]
� IMã �=��� ILã�� # �

[6] Besẗamexaktavärdetav

[a] O_P K�! C < Y
[b] UWV�K�! < Y
[c]
Z]\ O ���et»< Y

[7] Höjdenmot basenin en likbent triangelär 4 gångerså storsomdeni triangelninskrivna
cirkelnsradie.Besẗamtriangelnsvinklar.

[8] Besẗamallavinklar X somsatisfierarekvationen�mZn\ O 4 X � O-P K X # !
[Ledning:använd“trigonometriskaettan”]

[9] Besẗamallavinklar X mellan0 och
�aQ

somsatisfierarekvationenUWVTK < X # Zn\ U X
[Ledning:användformeln

Zn\ U X # UNVTK � ö 4 � X ���
[10] Ekvationen

� ��4|� � $e4 �}� �h�¼! C $ # ! betydergeometrisktencirkel (i ett ortonomrerat
koordinatsystem).Besẗamcirkelnsmedelpunktochradie.

[11] Besẗamkoordinaternaför skärningspunkternamellancirkeln
� � � ! � 4 � � $ ���5� 4 # � och

rätalinjen
� � � � $ # ! � . (Rigafigur!)
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[12] Besẗam i j � ! � , om i � � � # @ � � � � 4 % k � ¨ ) ¦ . ©
[13] Ange på formen

� �q� � $h�¼b # C ekvationerför tangentresp.normal till kurvan $ #�
� � 4 � ! �-3�� � 1 � � � � i denpunktdär � # ! .
[14] Visa att det finnsenkonstant² , så att funktionen $ # O-P K @ � satisfierarekvationen

� �×%$ j j ��$ j #D² %J$ .
[15] Besẗam i�j �?���g� om i � � � # ILK ´�UNVTK �RQS3 � � ´ .
[16] [a] Sök lokalamaximaochminimaför funktionen i � � � # � ��4y��� � ! � % k 1 ) , där

� � E� E � .

[b] Har funktionennågotstörstaresp.minstavärde?
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FACIT TILL ÖVNINGSUPPGIFTERNA

Ö-1

[1] :T$ � ! � � � � ~
[2] b �����|���
[3]

�=�T����� # � �
�T� � ���
Ö-2

[1] 81

[2] 64

[3] 9

[4]
�f2

[5] 1

Ö-3

[1]
����� 4 ���

[2] : �T<T� 4 o � �
[3]

� :�� .�. $e�
[4]

�=��� ��4 o $ . 1 ~ �
Ö-4

[1]
��� 4 ���T�g�l��� 4

[2] � � � !
[3] :�� �|��� � 1 ��� � 4 � � � ���

Ö-5

[1] � 4 �;:���$�� A $ 4
[2]

� � 4 ��� C �7� ��<
[3] � � ��2 ��4N$�1��"!J:T$ �

Ö-6

[1] ��4 ���
[2]

A����|��� � 4
[3] !J:�� � ��2 !

Ö-7

[1] � 1 �;:�� 4 $��"! � ��$ 4 � 2 $ 1
[2]

� 1 � ! <T� 4 � 4m� ��<T�g� � � ! �T<T� �
[3]

���T� 1�� <���� 4 � � � � : �g� � � 2T� . 4
[4] : � � � ���T2�2 � � � �5�5� � � ��� !B:���1

Ö-8

[1]
� �7� �5�]� � ���5�

[2]
� �7� ��� 4

[3]
�����l���T���n��� � ���e�

Ö-9

[1]
�^� � ��� $ � 4

[2] � 4 � � 4 � A��n� � � ���n� � ���5�
[3] ��4W$ �6� � � $ � 4

Ö-10

[1]
� �7� �5�]� � 4 ��� �7� A5�

[2] $ � ��4 � $ �]� � � ����4W$���$�4 �
[3] � 1 � �7� � $ 1 �]� � 4 ��� ��$ 1 � � $�� �
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Ö-11

[1]
� �7�
! � 4 ���

[2] : �
� � � ! � 4
[3]

��� $ ���T� 4 ��<
[4]

� 1� ����� $�� �� � 4
[5]

� �7� �5� 4�� � $ ����� 4 � ! �
Ö-12

[1]
� �7� 14 � 4 � ��

[2]
�� �"� � � .4 � 4

[3]
��� � ����� 4

[4]
� ��4 � ! � 4��"!

[5]
� � � ! � 4 �"� $ � 14 � 4�� � ~ ����� 4 �°.�.�

Ö-13

[1]
�=<

för � # �=�
[2] 16 för � # !
[3] 3/4 för � # � ! 3��

Ö-14

[1] : för � # !
[2]

�5�
för � # �=<

[3]
<T��3��

för � # ��<�3a�
Ö-15

[1] ! C ! 3���� # � �4 �
[2]

� : 3�< # � ! t»�
Ö-16

[1] ! 3�2 #"C t ! ��<
[2] 9

[3]
� ! 3 ! �T< # � C t C�C 2

Ö-17

[1]
� ¦ �

[2]
� ¦ .

[3]
� �

Ö-18

[1]
� ) ß4 + ß # �et»< ��1W$ ¦ 1

[2]
� 4 � 4m� �

[3]
� $ ~ 4��"! ��� ~

Ö-19

[1]
� !

[2] !
[3]

�l���
[4] ! 3����������
[5]

�&�
�&����� 4
Ö-20

[1]
��3��
�������

[2]
� ��4 � �7� ���-3§� � �����

[3]
� � � ! �-3 �

Ö-21

[1]
� � 4 � � $ 4 �_3��6� ��$ �

[2]
�
� 4�� �g���-3����&�����

Ö-22

[1] � # 1 �. � # � 1. �
[2] � # � 1 .� # �f� 1�
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Ö-23

[1] ) , v .) , ¦ .
[2] ) à v 1 ) , v 4 )) ß ¦ .
[3] 1� ) , ¦ .

Ö-24

[1]
.4 ) ¨ ) ¦ . ©

[2] ) ß v � ) , ¦ � ) v �� ¦ ) ,
[3]

¦ ) , v � ) ¦ 4� ) ¨ ) , ¦ � ©
Ö-25

[1] � � � � 1) ¦ .
[2] ! � 4) , v .
[3] ��4 ��� � � !|� 1) v 4

Ö-26

[1]
� � ���

[2]
� ) 4 � .� � � ¦ 1 )� ¨ 4 ) , v ) ¦ . ©

[3]
� ��4�� A �7� � !|� � � ) , ¦ . � ) v � �) ß ¦ 1 ) , v 4 ) ¦ 1

Ö-27

[1] � # �ed $ # !
[2] � # �et : d $ # �=�etë�
[3] � # ! d $ # � !

Ö-28

[1] saknarlösning

[2] � mångalösningar;� #}ü Ã $ # � ü ���
[f ör alla ü ]

[3] � # �ed $ # � ! d ~ # �=�

Ö-29

[1] 5

[2] 5

[3] 2

[4] 1.5

[5] 14

Ö-30

[1] � . # �§d � 4 # � !
[2] � . # �etâ<�d � 4 # �=2etâ<
[3] � . # ��d � 4 #rC
[4] � . # ����3��§d � 4 # ���g3T�
[5] saknarlösning

[6] � . # �ed � 4 # �g3T�
Ö-31

[1]
��� E � E �

[2]
� !�½}�À½ <

[3]
� ! E � E � ! 3T�

[4]
�=< ½}� E �=� och

� ! E �q½¼!
Ö-32

[1] i � � � # 8 � � för �q� CC för � E C
[2] i � � � # 8 � för �q� C� � för � E C
[3] i � � � # ·¸H¹ � � � ! för �q� ��

för
� !�½Ö� E �! ��� � för � E � !

[4] i � � � #·¸ ¹ ! 2 � � ! för �À�¼! 3����� :�� för
� ! 3�� ½Ö� E ! 3T�! � ! 2 � för � E � ! 3��
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Ö-33

[1] 3

[2] 3

[3] 3

Ö-34

[1] 0.4

[2] 2500

[3] 12

Ö-35

[1]
@ �53��

[2]
� @ �

[3]
�

[4]
�g@ �

Ö-36

[1]
@ ! �53��

[2]
@ � � @ �

[3]
� @ : � ! �_3�<

[4]
�
�T������@ <T�-3����

[5]
�
� � @ � � @ : �_3��

[6]
�
� @ � � < @ ��� @ : � ! ���-3����

Ö-37

[1]
� @ �

[2]
�f� @ �

[3]
@ ���

[4]
� @ �g�

Ö-38

[1]
@ �7� � för � ¿D�=�

[2]
� @ � ��< för � ¿
<

[3]
� � @ ��� � för � E �

[4]
� @ � � ! 3 � för � ¿ !

[5]
� @ �9�
! för

� ! E � E C , och
@ �9�"!

för � ¿ C
[6]

@ �7�"!|�"! för �q� � ! d � p#DC
[7]

@ ��� � � � för �q½ � , � p# ���
Ö-39

[1] � . # �ed � 4 # �=�
[2] � .�Å 4 # ¥ � @ �
[3] � .�Å 4 # ¥ �T3g@ � # ¥ �g@ �53��

Ö-40

[1] � # !J:
[2] � # �
[3] saknarlösning

[4] � . # @ �ed � 4 # � @ �
[5] saknarreell lösning;( � # ¥ Æ )
[6] � # � ; (

�=�
är ej rot)

Ö-41

[1] � . # � Æ d � 4 # �f� Æ
[2] � .�Å 4 # ¥ � Æ
[3] � .�Å 4 # ¥ < Æ 3��
[4] � . # !z� Æ @ �§d � 4 # ! � Æ @ �
[5] � .�Å 4 # �=� ¥ Æ @ ! C

60



Ö-42

[1]
� !|� � Æ

[2]
< � < Æ

[3]
� ! 3�< � Æ ��3�<

[4] ! 3T�=� Æ 3 ! C
Ö-43

[1] � . # � ! d � 4 # ��<
[2] � . # �§d � 4 # �=�
[3] � . # � ! d � 4 # �=��3��
[4] � . #DC d � 4 # �53 !�!
[5] � .�Å 4 # �?�=< ¥ @ �5���-3 :
[6] � . # � 4 # ! 3T�
[7] � .�Å 4 # �
� ¥ @ ! C <��_3T2

Ö-44

[1] � .�Å 4 # � ¥ Æ @ �
[2] � .�Å 4 # �?� ! ¥ Æ @ �5�-3��
[3] � .�Å 4 # �
� ¥ Æ @ � ! �-3��
[4] � .�Å 4 # ¥ � och � 1 Å � # ¥ � (Fyrarötter!)

[5] � .�Å 4 # ¥ @ �§d � 1 Å � # ¥ Æ
Ö-45

[1]
� � � ! �]� � � �g�

[2]
����� � � ! �]� � � 14 �

[3] kanej faktoruppdelasmedreellatal

[4]
�f2^� � � .4 � 4

[5]
��	 � �"�
� � @ ���-3�����	 � �}�
��� @ ���_3��a�

Ö-46

[1] ��4���� ��� #DC
[2] � 4 ��� �7�
! #"C
[3] ��4 ��� �7� � #"C

Ö-47

[1] � . #rC d � 4 # �ed � 1 # ���
[2] � . # ! d � 4 Å 1 # �?�f� ¥ @ <��_3��
[3] � . # ���ed � 4 Å 1 # � ! ¥ Æ
[4] � . # � 4 # ! d � 1 # ! 3��ed � � # � !

Ö-48

[1] � � � �����n� �7� �g�
[2]

� � � ! �n�;: � 1 ¦eÁ �4 �n� �9� 1 v Á �4 �
[3]

� �7� ���]� ��4�� � � � �T�
[4]

��� � � ! � 4 � � �°.4 �n� �7�
! �
Ö-49

[1] � . # � 4 # � 1 # � � # !
[2] � .�Å 4 # ¥ ! d � 1 Å � # ¥ Æ
[3] � . # � 4 # ! d � 1 # � � # � !

Ö-50

[1]
��� ��4m�
! �n� � � ! �

[2]
��� � �����]� � � 14 �n� � ��<��

[3]
� � � $ �]� � �����]� � � �5�

61



Ö-51

[1] � E � !
[2] C ½Ö��½ ��3��
[3] �q½ � ochför �À�¼!
[4] alla �
[5] � E ��� ochför ! E � E �
[6] �q� �

Ö-52

[1] C E �q½¼! 3��
[2] � E � ochför �q� <
[3] �q½ � ! 3T� ochför C E �À½¼!

Ö-53

[1]
@ �

[2] ! 3�2
[3] 9

[4]
A .
Ü 1 # ß@ A

[5]
� @ �

Ö-54

[1]
@ �

[2]
� .
Ü � # à@ �

[3]
< .
Ü � # Ý@ <

[4]
� .
Ü_. � # Ù à@ �

[5] : .
Ü_. 4 # Ù ,@ :

Ö-55

[1] � # �
[2] � # �
[3] � # � ! t»<
[4] � # �§tâ<
[5] � # � !

Ö-56

[1] � #"C
[2] saknarreell ösning

[3] � # �
[4] � . # ! och � 4 # �=�

Ö-57

[1] 4

[2]
�f�

[3] 3.7

[4] 2.5

Ö-58

[1] 3

[2] 1/3

[3]
� C tâ<

[4] 5

[5] 2/3

Ö-59

[1] � # !
[2] � # ! 3 k
[3] � # ! C .
Ü � # à@ ! C
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Ö-60

[1] � # ILK �&ç ! të��A [räknedosaeller tabell]

[2] � # ILã ���g3T�5��ç C t ! �T<
[3] � # ILã �
[4] � . # ILK � och � 4 # ILK �
[5] � # ILã �

Ö-61

[1] 1

[2] IMK`:
[3] 0

[4]
� C t»< %JIMK �

[5] 0

[6]
�f�

Ö-62

[1] � # <�3TA
[2] � # <
[3] � # ! 3 ! <
[4] � # �
[5] � . # �
� � @ ! �T�-3�� och � 4 # �
��� @ ! �T�_3��
[6] saknarlösningför � ¿ !

Ö-63

[1]
A C Y # QS3�� (rad.)

[2]
��� C�Yz# �TQS3T�

Ö-64

[1]
� ! 2 C Y # �`Q

[2]
� ! 2 C�CTYl# � ! C Q

Ö-65

[1]
QS3��

[2]
<aQS3 ! �

[3]
�`QS3T�

[4]
�aQS3 :

Ö-66

[1]
� C�Y

[2]
�=���et»< Y

[3]
�T�g< Y

[4]
�fA C�C�Y

Ö-67

[1] õ # < C�Y dN� ç��etë� och
�Äç¼��t»2

[2] ô ç¼� : t : Y d õ ç : �§tè� Y och b çD��t»<
[3] ô # <�< Y dW�Äç¼�etë2 och b çD�§t»A
[4] ô # : C�Y d b # �et C och

�7ç : t !
[5] ô ç¼< : të� Y d õ ç³���§t»� Y och

�7ç³�§t»�
[6] õ # : � Y dN� ç ! tè� och b ç¼�§t C

Ö-68

[1]
Zn\ O(X # @ 2T3T�§d UNVTK X # ! 3 @ 2

[2] O-P K X # @ <�3T�§d UNVTK X # @ <�3T�
[3] O-P K X # <�35@ �TAedNZn\ O^X # ��3g@ �TA
[4] O-P K X # ! C 3 @ ! C AedNZ]\ O^X # �53 @ ! C A

Ö-69

[1]
< @ �53 :

[2]
���Â@ �

[3]
�53��
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Ö-70

[1] � Á 1
[2] � ¨ 4 ¦eÁ 1 © Ü 4
[3] � ¦ .

Ö-71

[1] tredje

[2] fj ärde

[3] andra

[4] tredje

[5] första

[6] tredje

Ö-72

[1]
� !

[2] 1

[3] ! 3 @ �
[4] ! 3T�
[5] 1

[6] ! 35@ �
Ö-75

[1] O_P K X # � @ ��3���d UNVTK X # � @ ��3T�
[2]

Z]\ O^X # ��@ � ! 3�<ed UNVTK X # ����35@ � !
[3] O_P K X # �=�53 @ ! C d-Zn\ O^X # � ! 3 @ ! C
[4] O_P K X # � @ <�3T�ed UWV�K X # � @ <�3��

[f örsta
kvadranten]eller O_P K X # �=� @ <T3��edUNVTK X # �f� @ <�3�� [fj ärdekvadranten]

Ö-76

[1] 7/5

[2] 7/5

[3]
� ! �g<�3��T�

Ö-77

[1]
� ! 3g@ �

[2] 1/2

[3]
� @ �

[4]
� ! 3 @ �

[5]
� @ �53��

[6]
� @ �

Ö-78

[1]
� ! 3��

[2]
� ! 3��

[3]
� ! 3��

[4]
��@ �

Ö-79

[1]
��@ �53��

[2]
� !

[3]
� ! 3��

[4]
� ! 3g@ �

Ö-81

[1] X # QS3 :w���Ô% �aQ eller X # <aQì3 :l���Ô% �aQ
[ � godtyckligtheltal]

[2] X # ¥ QS3a� ���F% �aQ
[3] X # QS3T� ���Ð% Q
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Ö-82

[1] X # ��Qì3T� �{�=% �aQ eller X # ��QS3T� �{�=% �aQ
[2] X # ¥ ��QS3 ! < ���¾% ��QS3�<
[3] X # ��Qì3 ! � ���Ð% QS3��

Ö-83

[1] X . # �Ð% �aQS3T�§d X 4 # �Ð% �aQì3�<
[2] X . # �Ð% �aQS3T�§d X 4 # QS3T< ���F% �aQS3T<
[3] X # �Ð% QS3T�
[4] X . # QS3 ! C �Ö�q% �aQS3T<ed X 4 # �`QS3 :��Â�×%�aQì3T�

Ö-84

[1] X .�Å 4 # ¥ QS3 :f���Ð% Q
[2] X .�Å 4 # ¥ QS3�� ���Ð% �aQ�d X 1 # Q ���Ð% �aQ
[3] X . # QS3 :`���F% ��Q�d X 4 # <�QS3 :`���Ð% ��Q
[4] X . # ��QS3a� ���Ð% Q�d X 4 Å 1 # ¥ Qì3T� ���F% Q

Ö-86

[1] 11/10

[2]
�f�

Ö-87

[1]
� @ :�� @ ���-3��

[2]
� @ : � @ �T�-3��

[3]
� � @ �

Ö-88

[1]
� @ < � � @ �T�_3TA

[2]
��� @ � ! ��2��-3���<

Ö-90

[1]
�=��3TA

[2] ¥ �e@ �T3�A
[3] ¥ ! 3 @ �
[4] ¥ ! 3 @ �

Ö-91

[1] > ��� @ �T3�� # � @ ��� ! �-3 @ 2
[2] > ��� @ ��3��
[3]

@ ��� !
Ö-92

[1] 12/13

[2]
�=<�3 ! �

[3]
� !�! A53 !B: A

Ö-93

[1]
@ ! �

[2] 2

[3]
@ � !

[4] 5

Ö-94

[1]
� � d $ � # � ! d C �

[2]
� ! C 3T�§d C �

Ö-95

[1]
� �7� < $ #DC

[2] � ��� $ ��� #rC
[3] $ ��� #rC
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Ö-96

[1] � �"! #rC
[2] � � $ @ � �"!|� �5@ � #DC
[3] � ��$ � ! #"C

Ö-97

[1]
� � ��$ # <

[2]
� � ��� $�� < #DC

[3]
� � � � $ #rC

[4] � �"! #rC
[5]

� � ����� $�� �5< #"C
Ö-98

[1] � # �g3T�§d $ # �f253T�
[2] � # ! d $ # �
[3] skärningsaknas[parallellalinjer]

[4] allapunkterpå linjen $ # � ��� ���-3�� [sam-
manfallandelinjer]

Ö-99

[1]
� � � � $ # <

[2]
� � ��< $ # ! �

Ö-100

[1] :�� � � $ # ! <
[2] � # �

Ö-101

[1] ��4���$�4 # A
[2] ��4�� � $ ����� 4 # !J:
[3] ��4 ��� � ��$�4�� � $ # !
[4] !J:a��4�� �52 �7�"!J:T$�4 ��2 $�� ��� #rC

Ö-102

[1] Cirkel medmedelpunkt
� C d C � ochradien

¬ # @ <
[2] Saknargeometriskbetydelse

[3] Cirkel; MP
�����ed C ��d ¬ # �

[4] Cirkel; MP
� ! dB�f�5��d ¬ # @ �

[5] Cirkel; MP
����<�3T�ed ! ��d ¬ # �53��

[6] Cirkel; MP
���=�53T�edB� ! 3�����d ¬ # @ �

[7] Cirkel; MP
���=�53T�ed ! 3 : ��d ¬ # @ 25��3 :

[8] Saknargeometriskbetydelse

Ö-103

[1] ellips;MP origo,halvaxlar
� # : och

� #�
, brännpunkter

� ¥ � @ �§d C �
[2] ellips;MP origo,halvaxlar

� # � och
� #�

, brännpunkter
� C d ¥ @ < )

[3] hyperbel;MP origo,
�
� # : dW� # ���

,
brännpunkter

� ¥ � @ <ed C �
[4] hyperbel;MP origo,

�
� # �edW� # ���
,

brännpunkter
� C d ¥ @ ! �5�

Ö-104

[1] parabel; vertex
� C dB�=A�� , brännpunkt� C dB�f25�

[2] parabel;vertex
�
A§d C � , brännpunkt

� ! C d C �
[3] ellips; MP

�?�f�§d C � , halvaxlar
� # � @ <

och
� # � @ <�3��

, brännpunkter
�?�f� ¥��@ ! <T3T�ed C �

[4] parabel; vertex
�?�f�§dN�g<�3a�g�

, brännpunkt���=�§d-� ! 3��g�
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Ö-105

[1] ��� 
 � � E � E � d ��� 
^!�½}$ E �
[2] 10

[3] 2

[4] ü 4��"!
[5] ��4��"!
[6] � � �"!
[7] � � � � � 4 � �

Ö-106

[1] ��� 
 � ½Ö� E � d ��� 
 C ½
$ E �
[2] 3

[3]
@ ü ��� för ü � �

[4]
@ � 1 ��� för �q� ß@ �

[5] ´ ~ �
!§´
[6] > @ � ������� för �q�
:

Ö-107

[1] 2

[2] 0

[3]
� :

Ö-108

[1]
� !

[2] 20

[3] 0

Ö-109

[1]
2 ��1 ��� !n��4��"!

[2] ! � ! 3 O-P K 4 � # �qZn\ U 4 �
[3]

� �7�"! � � ¦ 4 ��� %B� ¦ 1
[4]

< � � � < ) %JIMK <
[5]

��3 �
[6] 1

Ö-110

[1] k ) ��Z]\ O � � O-P Kw� �
[2] ��4 � !|� � IMKl� �
[3]

�g3�� �7�
! � 4
[4]

�?�=< � � �;:���1��"! � ��4 ���5�-3�� ��1�� � � � 4
[5]

�ÀZ]\ O � 3 O_P K 4 �
[6] ! 3mZn\ O 4^� # !|��UWVTK�4^�
[7]

� ! � � �_3��6� @ � 	 �7�"! � 4 �
[8]

� @ �9� ���-3��
��	 @ �7�"! � 4 �
[9] ! 3��
� @ � 	 @ �7�"! � 4 �

[10]
�^� ILK < �"! � IMKl� �-3 �

[11]
�&� ILK <��_3��
� � 	 IMKl� � 4 �

Ö-111

[1]
��3TA

[2] ! 3T2
[3]

�=��3�<
[4]

� !|� � IMK ��� % @ �
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Ö-112

[1]
� � ¦ 1 Ü 4 3��

[2]
� k ) Z]\ O �

[3]
� ! � � ��� ��1 �-3§� ��4�� ��� 1

Ö-113

[1] O_P K � k ) �
[2]

@ � �7�
!
[3] ! 3§�6� � 1 � � �
[4] �

Ö-114

[1] k í ��� )
[2]

� @ �7�
!
[3]

�
��� � 4 �-3�� � 1 �
[4] �

Ö-117

[1]
�53§�
� � �"! �

[2] ! < k � ) ��� k ¦ 4 )
[3]

� : O-P K � :�� � �5�
[4]

� ��% Zn\ O � � 4 �"! �
[5]

�
� �7� �5�-3§� ��4�� � � �����
[6]

����� ��4 � ! �n� ��1 � � � 1
[7]

� � 3 @ � � 4 � �
[8]

�=<���� ��1 �����n� � � ��� � � ¦ �

Ö-118

[1]
� O-P Kw� Z]\ O � # O_P K � �

[2]
� UWVTKw� � !w��UWVTK 4 � � # � O_P Kw� 3mZn\ O 1 �

[3]
� ��4l% k .
Ü )

[4] ! 3��
��	 �7�
! � @ � 4 ��� �
[5] ! C 3§�6��< ��4 � ! �
[6]

Zn\ U^�
[7] ! 3 @ � 4 � �

Ö-119

[1]
�=��3T�

[2] ! C % k ¦ �
[3]

�f�53��
[4]

�g��3�� C
Ö-120

[1]
��Z]\ O :�� ��� � O_P K`:�� � k ¦ ) ,

[2]
�6� �9���fILK 	 � 4 �"! �R�_3 @ � 4 �"!

[3]
.4 % � ! � ��4 � %§� ¦ .
Ü 4�% � ��4 � ���/! � ¦ 1 Ü 4 ,
[f örkorta!]

Ö-121

[1]
�5�53a� % k �

[2]
253TA�� IMK � % QS3��

Ö-122

[1]
�=� �{% k ) , % O-P K � k ) , �

[2]
�=� �{% O_P K � ��4 � % k ð�ñ í ¨ ) , ©

[3]
�=� O_P KÄ��% Zn\ O �h% k ð�ñ í , )

[4]
� �h% k Á 1 ) , ¦ . 3 @ � � 4 � !
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Ö-123

[1] tangent:
2 � � $ # < ; normal ��� 2 $ # ��<

[2]
� � � $ # � , resp.�7� � $ # �

[3]
���
� � Qì� � �}2 $ # Q 4 , resp.

2 �{� ���6� �QS� $ # ��Q � Q 4
Ö-124

[1]
� � ��A $ # ��� , resp.

�T� �7��:T$ # ��<��
[2] ! 2 �7��$ # � ! 2 , resp.� � ! 2 $ # � !
[3] : � k %J�Ô� � $ # � ! k , resp.

� � � : � k %�$ #��� ! � : k 4
Ö-125

[1] Lokalt minimum i �?� ! � # �=�
, minsta

värde i ��� ! � # �=�
[2] lokalt maximum i ��� C t»�5� # <etè�g< , största

värde i ��� C të�5� # <�të�g<
[3] lok.max. i � ! � # �

, lok.min. i �?� ! � #� ! , störstaochminstavärdesaknas

[4] lok.max. i ���f�5� # ��� , lok. min. i � C � #! , störstaochminstavärdesaknas

[5] lok.max. & lok.min saknas,största och
minstavärdesaknas.

Ö-126

[1] lok. max. i � C � #ûC , lok. min. i ������� #�f�5�
och i � ! � # ��<

, minsta värdei �����T� # �=���
[2] lok. max. saknas;lok. min. i �
�53T��� #� �. � Ç 	M� C d : � är terrasspunkt],minstavärdei ���53���� # � �. � .
[3] lok.min. i � ILK �5� # AÀ� ! 2 ILK � , minsta

värde i � ILK �5� # A�� ! 2 IMK �
[4] lok.max. i ��� ! � # @ � C % k .
Ü � , lok.min.i ����<T� # @ :¾% k � Ü � , störstaoch minsta

värdesaknas
	 i � � � � C , då �%� �<� �
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Facit till det diagnostiskaprovet

[1] ! C ��� ! C �l� :
[2] � # � ! 3��
[3]

�&� �7��$ �
[4]

� ��4m� � �7� �g�-3§� � � ���
[5]

� � � � � �6� � � !�! �_3�� ��4 ��� � � �5�
[6] � # ����d $ # ! 3��
[7] 12

[8] � . # ��3T�ed � 4 # ���
[9] � E !

[10] [a]
� IMK �

[b]
�f�

[11]
< @ ��3 :

[12] [a] : C Y dW� C�C Y
[b]
� ! CTY dW��� CTY

[13] [a]
A53T�

[b]
��@ ! ��3�� (längdenheter)

[14]
253 ! <

[15]
� � � � $��"! #rC

[16]
���§d C � resp.3

[17]
� ! < ��4 � ! C � �����-3§�
� � � ! � 4

[18]
�f�

[19]
A � ��$ ��2 #"C

[20]
@ ! � , för tan � # �53T�

Facit till provr äkningen
(blandadeexempel)

[1]
�g3�� � � � ! �

[2] � . # ��3�<ed � 4 # � ! 3��
[3] � # ���ed $ # ! d ~ # �
[4] � . # � ! d � 4 Å 1 # �?� ! ¥ @ ! ���_3��
[5] [a] � . # ! d � 4 # ��@ <f� ! �-3�� [b]

@ ��3�<
[6] [a]

� !|� @ �5�-3§�6� @ ��� # � @ � � @ : �-3��
[b]
��� @ �

[c]
.4 > � � @ �

[7] Toppvinkeln
çÒ��2§tëAT� Y [ ty O-P K ï 4 # ! 3T� ],

basvinklarna
ç�� C t»<T� Y

[8]
QS3�� ����% ��Q�d��aQS3 :w���h% �aQ och !�! QS3 :|��F% �aQ [ � heltal]

[9]
QS3 ! � ��� QS3 : för � #DC d ! dW�edBtBtBt !�!

[10]
�J.4 dB� �4 � resp.

@ �
[11]

� C dN�g� och
� 1 o. 1 d 1�4. 1 )

[12]
� ! @ ��3��

[13]
� � �¾A $ �F� #"C resp

��� ��� � !n$ �×��� #DC
[14] ²Ô# � ! 3��
[15]

QS3T2
[16] [a] lok.max i �?�=��� # k ¦ � lok.min.i � ! 3T�5� # �=< k 3TA

[b] Största värde saknas,minsta värdei � ! 3T�5� # �=< k 3TA
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