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1 Introduktion.

Det hir kompendiet handlar om hur man léser nagra olika typer av matematiska problem, som ofta
uppstar i teknik och naturvetenskap, med hjdlp av dator. Inom dmnesomradet numerisk analys utvecklar
och analyserar man metoder for att 16sa sddana problem. Det &r ett specialiserat omrade som det kravs
ganska god kunskap i matematik for att man skall kunna tréinga in i.

For att fa relativt littillgingliga berdkningsverktyg har man samlat datorprogram, dir man implemen-
terat dessa numeriska metoder, i paket fér olika berdkningsuppgifter, s.k. matematisk programvara.

Vi kommer anvinda matematisk programvara for de olika klasser av matematiska problem som vi skall
behandla. Den typiske anviindaren av matematisk programvara dr inte expert pa numerisk analys utan
vill bara kunna utfora berdkningar for att fa svar pa fragor inom sitt eget &mnesomrade. Man maste dnda
ha en del kunskap om de numeriska metoder som anvinds i den matematiska programvaran for att kunna
anvinda den pa ett tillfredstillande sétt. Darfor kommer vi ocksa att presentera en del av de numeriska
metoder som programvaran bygger pa.

Resten av det hir avsnittet behandlar nagra grundliggande begrepp inom numerisk analys, nagot om
hur datorer riknar och slutligen nagot om matematisk programvara.

1.1 Vigen till berdkningsresultat.

Givet en matematisk modell f6r ett experiment eller en konstruktion sa leder de flesta fragestillningar
fram till att man vill 16sa ett matematiskt problem av nagot slag.

Med hjilp av matematisk analys kan man komma fram till resultat om existens och egenskaper hos
l6sningen till ett matematiskt problem. Om det matematiska problemet kommer fran en matematisk
modell inom t.ex. mekaniken sa dr det rimligt att viinta sig att det existerar en entydigt bestimd 16sning
till problemet som beror kontinuerligt pa indata, annars vore modellen inte anviindbar. Ett matematiskt
problem som har dessa egenskaper kallas rdttstallt.

Ibland kan man ocksa skriva upp en formel for 16sningen, dvs. ge den pa sluten form. Vanligen méste
man, fér att man skall kunna fa en 16sning péa sluten form, forenkla det matematiska problemet si kraftigt
att det kanske inte alls beskriver verkligheten langre.

Med numerisk analys forstker man istéllet hitta en approximativ losning direkt till det wursprungliga
problemet.

Exempel 1.1. Lat oss betrakta en matematisk pendel. En masspunkt med massan m hinger i en viktlos
smal stav av lingden L.

Med beteckningarna, i figuren och Newtons andra lag far vi rorelseekvationen

6" + L sin(6) = 0.

+ L sin(o)

Man kan visa att det for givna begynnelsevirden pa hastighet och lige finns en entydigt bestimd 16sning
som beror kontinuerligt pa indata. Problemet #r alltsa réttstéllt. Det gar dock inte att skriva upp en
16sning pa sluten form. Diremot kan man for sma utslagsvinklar approximera sin(d) med 6 och far da
den linjdra ekvationen

0" +29=0

0(t) = Asin (@t) + B cos (\/%t) ,

med 16sningen



dir A och B #r konstanter som bestims entydigt av begynnelsevirdena.

For storre utslagsvinklar ger den forenklade ekvationen helt andra losningar #n den ursprungliga ekva-
tionen och blir ddrmed helt meningslos.

Déremot kan man med numeriska metoder, som vi skall ta fram senare i kursen, hitta en godtyckligt bra
approximation av 16sningen till den ursprungliga ekvationen.

Numeriskt problem och algoritm.

Ett matematiskt problem innehaller ofta oindligt mycket information. Fér att vi skall kunna behandla
det med datorn maste vi approximera det matematiska problemet med ett numeriskt problem med bara
dndligt mycket information som kan representeras i datorn, dvs. ett dndligt antal tal med dndligt antal
siffror. Vi gor da en s.k. diskretisering av problemet. Exempel pa diskretisering &r da vi ersétter en
odndlig serie med en partialsumma eller en differentialekvation med en differensekvation. Vid en sadan
diskretisering uppstar ett s.k. diskretiseringsfel.

Exempel 1.2. Om vi infor framétdifferenskvoten

Dy (hyy(a) = LEEH VD)

och centraldifferenskvoten
y(z +h) —2y(z) +y(z — h)
h2

sa dr de approximationer av derivatorna y'(z) respektive y”(z). Senare i kursen kommer vi visa att !

y'(z) = Dy (h)y(z) + O(h)

D, D_(hy(z) =

och
y"(z) = D1D—(h)y(z) + O(h*)
Hir har vi matt pd hur noggranna approximationerna #r, dvs. hur stora diskretiseringsfelen #r. 2

Vi kommer anvinda differensapproximationer bland annat for att approximera l6sningar till differentia-
lekvationer (som i exempel 1.1). Hur noggrann denna approximation blir, beror bl.a. av diskretiseringsfelen
i approximationen av derivatorna. |

Med en numerisk algoritm for ett numeriskt problem avses en fullstéindig beskrivning av en f6ljd av
vildefinierade operationer, genom vilken varje tillaten uppséttning indata transformeras till en uppsittning
utdata. Algoritmen brukar implementeras i form av ett datorprogram av dndlig lingd och som #r exe-
kverbart pa &ndlig tid.

Forhoppningsvis dr utdata fran den numeriska algoritmen en god approximation av 16sningen till det
matematiska problemet. Att undersoka om sa dr fallet dr en uppgift fér den numeriska analysen.

Stabilitet.

Ett problem (matematiskt eller numeriskt) kallas stabilt eller vilkonditionerat om sma fordndringar i
indata till problemet leder till endast sma foérindringar i 16sningen till problemet. Stérningar i indata
forekommer ofta. Indata kan vara mitdata av begrinsad noggrannhet eller reella tal som maste approx-
imeras med ett fixt antal siffror for att kunna lagras i datorn.

En algoritm kallas stabil eller vilkonditionerad om den ger exakt 16sning till ett problem som #r n&ra
det ursprungliga problemet, dvs. exakt 16sning till ett stort problem. Genom s.k. bakatfelanalys forsoker
man ge begrinsningar pa storleken av dessa storningar.

I figuren nedan till vinster ser vi hur en stabil algoritm beter sig for ett stabilt problem. Istéllet for
l6sningen x till problemet P s ger algoritmen ldsningen z* till problemet P*. Eftersom algoritmen
ar stabil sa ligger P* nira P. Nu dr problemet stabilt s& z* ligger ndra x. Alltsd har vi fatt en bra
approximation av den exakta lGsningen till det givna problemet.

T matematikboken beskrivs stort ordo p3 sid. 356.
2Nu skall vi se varfor det blir si. Taylorutveckling av y runt x ger

14 (3) (4)
y(@+h) = y(x) + ¢ (@)h + 2 2(:10) 2+ Y G(z) 34 Y 24(;”) ht+

1 (3) (4)
yo— ) =y(@) v @t Lp2 L@y T e

Subtraktion resp. addition ger resultaten.



P z P T—|

\.Z'

Till hoger i figuren ser vi hur en stabil algoritm beter sig for ett instabilt problem. Istéllet for 16sningen
till problemet P sa ger algoritmen 16sningen z* till problemet P*. Eftersom algoritmen #r stabil sa ligger
P* nira P. Men nu #r problemet instabilt sa z* ligger inte nira x. Alltsa har vi inte lyckats fa en bra
approximation av den stkta 16sningen. Algoritmen kan givetvis inte trolla bort instabiliteten i problemet.

Eftersom numeriska algoritmer kan ha olika grad av stabilitet dr det viktigt att vilja algoritm med tanke
pa detta. Instabila algoritmer kommer vi 6verhuvudtaget inte anvinda oss av.

1.2 Noggrannhetsanalys.

Lat x beteckna ett exakt viirde och Z en approximation av z ( ndrmevirde till ). For det absoluta felet
i Z infor vi beteckningen
€, =T —2x

Aven dz kommer att anviindas for att beteckna det absoluta felet, speciellt da vi inte direkt ser det som
ett fel utan snarare som en osikerhet eller variation.

Oftast kinner vi inte z utan bara  och fir d& ge en grins for storleken pa det absoluta felet. Denna
grans betecknar vi med E,, dvs.
lez| < E

Har man en approximation # och en grins for absoluta felet E, sa vet vi om z att
T-E,<z<i+E,

Detta brukar ocksa skrivas ¢ = & + E.

Det ar rimligt att sétta felet i relation till hur stor en kvantitet &r. Vi infor foljande beteckning for det
relativa felet i &

IS

€z
T’w:—:

(om z #0)
Med denna beteckning giller
Z=xz(1+r,)

som dr bra att utnyttja i vissa sammanhang. For grinsen pa storleken av relativa felet anvinder vi
beteckningen R,, dvs.
|rz| < Ry

En approximation & av x ségs ha t korrekta decimaler om
1
es] < =-107%

Om Z har k inledande nollor sd séger vi att £ har s = ¢ — k signifikanta siffror. Detta giller for £ med
belopp mindre dn 1. Om vi t.ex. har talet 7100 £ 50 s4 siger vi att approximationen har 2 signifikanta
siffror.

Felfortplantning.

Vi kiinner en approximation # av z och vill berékna f(z). Det vi kan géra dr att berdkna f(Z). Vad giller
da for
er = f(&) — f(z)

Vi tar och Taylorutvecklar f runt

F&) = £ (@ - 2) = fE =€) = £(5) — F @)es + L2~



som ger

er = F(&) - (@) = F@)es — L2 4.

Vi dr intresserade av storleksordningen pa ef, sa om f'(Z) # 0 och e, litet kan vi bortse ifran hogre
potenser av e, och far den s.k. felfortplantningsformeln

er = f'(%)e,

Exempel 1.3. Betrakta triangeln

S

dér vi inte kdnner sidan s exakt, utan s = § + E;. Triangelns area &r
A(s) = =s?

och vi vill veta med vilken noggrannhet den kan bestdmmas. Vi har A'(s) = ssa vifar att e4 ~ A'(8)es

eg |

1.3 Talrepresentation i datorn och flyttalsaritmetik.

Om man vill kunna hantera bade (till belopp) mycket sma och mycket stora tal i datorn sa dr det inte
lampligt att arbeta med ett fixt antal decimaler, utan man arbetar istéillet med ett fixt antal siffror, s.k.
flyttal.

Tal representeras da pa formen
z = omf3®

med 1 < m < § (normalisering som gor representationen entydig), o = £1 och L < e < U ett heltal. Hir
kallas B for basen (vanligen 2 eller 16), m for mantissan och e for exponenten. Om vi later ¢ vara antalet
siffror i brakdelen av m sa kan ett allmént flyttalssystem karakteriseras genom (3,t, L, U).

Om resultatet vid en berikning ger ett flyttal med e > U har man ett s.k. dverspill (overflow). Motsva-
rande da e < L kallas underspill (underflow).

Berdkningar kan givetvis inte goras exakta utan avrundningsfel uppstar eftersom datorn riknar med ett
andligt fixt antal siffror. Forlust av relativ noggrannhet p.g.a. kancellation av siffror (vid subtraktion av
tva nistan lika tal) och utskiftning (vid addition av tal med visentligt olika storleksordning) dir svarigheter
som man ofta helt eller delvis kan ta sig forbi genom omskrivningar.

En standard for bindr flyttalsaritmetik antogs 1985 av den amerikanska organisationen IEEE. Standarden
definierar fyra olika format for flyttal, grundformat och uttkat format bégge i enkel och dubbel precision.
Grundformatet i enkel precision anvinder 1 ord = 32 bitar med 1 bit f6r tecken, 8 bitar fér exponenten
och 23 bitar for brakdelen.

o e f
L] | |

0 8 31

Det innebér att L = —126 och U = 127. For virdet v av ett lagrat tal géller:

1). Om e =255 och f # 083 dr v = NaN (Not-a-Number).

2). Om e =255 0ch f =0sa dr v=(—1)%c0.

4

(1).

(2).

(3). Om 0 < e < 255 s &r v = (—1)7(1.f)2¢7 127,

(4). Om e =0och f # 0 sa &r v = (—1)7(0.f)27 125 (gradvis underspill).
(5)-

5). Om e=0och f =053 dr v =(-1)70.



Normalfallet &r (3). Normaliseringen gor att heltalssiffran alltid &r en 1:a som dirfor inte behover lagras.
Vi ser att exponenten dr lagrad foérskjuten.

Fall (1) NaN kan t.ex. uppstid vid en operation 0/0 eller kvadratroten ur ett negativt tal. Overspill
representeras av (2). Vanligen sétts resultatet till noll vid underspill, i standarden foreskrivs dock gradvis
underspill, fall (4).

Grundformatet i dubbel precision anvénder 2 ord = 64 bitar med 1 bit for tecken, 11 bitar fér exponenten
och 52 bitar for brakdelen. Detta ger L = —1022 och U = 1023. Flyttalssystemen vid IEEE-standard &r
alltsa (2, 23, -126, 127) vid enkel precision och (2, 52, -1022, 1023) vid dubbel precision.

Standarden foreskriver ett minsta antal bitar for det utokade formatet. Vanligen har man anvant 80 bitar
for bade enkel och dubbel precision. De 80 bitarna ricker precis till fér dubbel precision.

For flyttalsrepresentationen av z, ofta betecknad fl(x), kan det relativa avrundningsfelet uppskattas med

o= @) _,
B

dér p = 17" kallas avrundningsenheten (¢ &r antal siffror i brakdelen). Denna relation kan ocksa skrivas

flz)=2z(1+7r) med |r|<pu

Av detta ser vi att flyttalen ligger tatare nira det till belopp minsta talet &n nira det till belopp storsta
talet.

Implementeringar av standarden skall innehalla bl.a. de fyra rikneséitten, kvadratrotsfunktion och kon-
vertering binéirt-decimalt. Nér alla operander dr normaliserade, skall en operation utforas sa att resultatet
dr lika med det avrundade resultatet av samma operation utférd med odndlig precision, dvs.

fllzopy) = (zopy)(1+r) |r|<p
Standarden specificerar att avrundning skall ske enligt de regler vi dr vana vid.

Vid s.k. framatanalys foljer man upp alla beridkningar och avrundningar fér att fa en uppskattning av
hur mycket det beriknade virdet skiljer sig fran det exakta.

Tidigare nimnde vi den s.k. bakatanalysen, som kan vara enklare att anvinda vid mer komplicerade
algoritmer. Hir uppfattades den erhallna approximationen som exakt 16sning till ett stort problem, dvs.
med avvikelse i indata, och alla beriknings- och avrundningsfel relateras till fel i indata.

1.4 Owvningar.

1. Lat z = 1.00£0.005 och y = 2.00+0.01. Bestdm grinser for absoluta och relativa felen i produkten
zy respektive kvoten %

2. Linsformeln
1 1 1

7 a' b
ger ett samband mellan foreméalsavstandet a, bildavstandet b och brinnvidden f. Vad giller for f
om vi har féljande osikerhet i indata, a = 200 = 1 och b = 100 £ 0.57

3. Antag att vi star framfor ett torn och att avstandet till tornet &r 30 £ 1 m. Vidare &r vinkeln mellan
markplanet och siktlinjen upp till tornets topp 19 + 1°. Hur hégt ar tornet?

4. Ge en felgrins for felet i y = cos(z) da ¢ = 0+ 0.001. Ténk dig for innan du anvinder felfortplant-
ningsformeln.

5. Vi vill berdkna f = 22 — 42 (z och y lagrade i datorn) med hjilp av flyttalsaritmetik och viljer
mellan algoritmerna

Algoritm1:t; =22, ta =92, fi=t;1 — to
Algoritm?2:s81, =x+vy, so =2 —y, fo = 8152
(a) Ange det absoluta felet i det beriknade virdet for de bada fallen.

(b) Kan man garantera att det relativa felet blir litet for ndgon av algoritmerna?



1.5 Losningar.

1. Vi har £ = 1.00 £ 0.005 och y = 2.00 £ 0.01. Fér multiplikationen far vi
zy < (z+ E,;)(§+ Ey) = 1.005 - 2.01 = 2.02005

zy > (& — E,)(§ — Ey) =0.995 - 1.99 = 1.98005
dvs. 1.98005 < zy < 2.02005. Som approximation av z = xy tar vi

1. 2.02
5= 98005;— 02005 — 2.00005

med
B - 2.02005 — 1.98005

2 2 =0.02

och

R, =~ 0.01, eftersom |r,| = ||if|| < ] 92605 = 0.01010075 - - -

For divisionen far vi

i+ B, L
v THE 1005 050951 < 0.505026
y S §-E, 109

i —E, O.
ey BB 09954 4050248 > 0.495024
y = G+E, 201

dvs. 0.495024 < % < 0.505026, och som approximation av z = % tar vi

0.495024 + 0.505026

zZ= 2 = 0.500025
med
B, = 0.505026;0.495024 — 0.005001 = 0.005
och 5
e
R, = 0.01, eftersom |r,| = % < WE:OM =0.0101025-- -

2. Vi skall beriikna f da ; =14 % meda=200+1ochb=100=%0.5. Direkt rikning ger

Lot 1 1 1
f~a-E, b—FE, 199 995 66.333--
byt 1 1t .1 1
f~a+E, b+E, 201 1005 67

varav 66.333--- < f < 67. S& vi tar f = 66.667 med |es| = |f — f| < 0.334, dvs. By = 0.334, och
Ry ~ 0.005.

3. Hojden ges av h = s tan(v)

tan(v) vixande pd —7/2 < v < 7/2 = 29 tan(18°) < h < 31 tan(20°)
Foljer att 9.422... < h < 11.283... eller h = 10.35 +0.93



4. Vi har y(z) = cos(z) och & = 0 med |e;| < 0.001. Felfortplantningsformeln e, = y'(%)e, duger
inte ty y'(Z) = y'(0) = —sin(0) = 0. Vi skulle fa e, ~ 0 men vi maste fa fram storleksordningen.
Taylorutveckling runt  ger

y(&) = y(B) +9' (@)@ —2) + 51" @@ =5+

. . 1 .
~y(3) =y (@)es + 5y (@)el

Eftersom y'(Z) = 0 far vi e, & —3y"(2)e2. Nu &r y"(z) = — cos(z) s& vi far |e,| < $e2 < 11075,
5.(a) For algoritm 1 far vi
fUFUE) = fLy?) = (@* (L +11) —y* (1 +72))(L +73),
dir |r1]| < p, |re] < poch |rg| < p. Om vi utvecklar hogerledet far vi
22(14r +rs+71r3) —y?> (L + 719 + 73 +1913) =
=22 —y? +r3(@® —y?) + 12 — roy? + 2%rirs — yPrors
Sa for det absoluta felet giller
fi@® = y?) = (2% —y*) = r3(a® — y?) + r12” = r2y”

dér vi bortsett fran termer som &r av storleksordningen O(u?).

For algoritm 2 far vi (med |ri| < g, |r2| < poch |r3] < p)
fllfl(z +y)- fllz—y)) =
=@ +y)A+r)(@—y) (A +r2))(A+7r35) =
=@ =y )AL +r)A+ 1)1 +73) =
= (2 —=y?)(L 4+ 71 + 712+ 75 + 1172 + 1175 + 1273 + T17273)
Sa for det absoluta felet giller
U@ +y)(e—9) — @ —y*) = (@ = y*)(r1 + 72 +13)

dér vi bortsett fran termer som dr O(u?).

(b) For algoritm 1 far vi
r12% — roy?

relativa felet ~ r3 + 5 5
e -y

dér den sista termen kan bli obegrénsat stor da |z| & |y|, medan {6r algoritm 2 far vi
relativa felet ~ry + 179 + 13

som begrénsas av 3 oberoende av x och y. Sa algoritm 2 #r bittre dn algoritm 1.






2 Ickelinjira ekvationer.

Vi skall studera numerisk 16sning av ickelinjira ekvationer,

f(z) =0, (2.1)
dar f #r en skaldr funktion i en variabel, dvs. f: IR — IR.

En rot z* till ekvationen f(x) = 0 kallas en enkelrot om derivatan f'(z*) # 0 annars kallas den en
multipelrot. Om f'(z*) = --- = f(m=U(z*) = 0 men f{™)(2*) # 0 sa séiger man att z* har multipliciteten
m. For en multipelrot z* giller att tangenten till grafen av f i x = 2* sammanfaller med z-axeln.

Exempel 2.1. Betrakta ekvationen
f(z) =2* —62° + 1222 — 102 + 3 = 0.

I figuren till vinster ser vi rotterna till denna ekvation som skdrningspunkterna mellan funktionens graf
och z-axeln. Derivering ger
f(z) = 423 — 1822 + 24z — 10
f'(x) = 1222 — 36z + 24
f"(z) = 242 — 36

Eftersom f(1) = f'(1) = f""(1) = 0 men f"'(1) = —12 # 0 sd dr = 1 en trippelrot till ekvationen och
x = 3 dr en enkelrot da f(3) = 0 men f'(3) =8 #0.

2 2
1 1
0 0
1 1
% 1 2 3 4 % 1 2 3 4

Till hoger i figuren har vi dndrat koefficienten framfor 22-termen med knappt 1% till 12.1. Vi fir d& tva
(reella) rotter z = 1.5488 och & = 2.8746, en {orindring med 55% resp. 4%. [

Av det hir exemplet ser vi att det &r tveksamt om man 6verhuvud taget skall forsoka bestimma multi-
pelrotter.

Nér vi vill bestimma rétterna till en ekvation f(z) = 0, ritar vi forst upp grafen till funktionen f och gor
en grov lokalisering av dem, for att sedan bestimma dem noggrant. Om vi har en enkel rot s far vi en
teckenviixling hos funktionen f i ett intervall runt roten. Vi kan da anviinda den s.k. intervallhalverings-
metoden for att f& en noggrann bestdmning av roten. Man delar d& intervallet 1 mitten och behaller det av
delintervallen dér funktionen vixlar tecken. Sedan upprepar man detta forfarande tills det kvarvarande
intervallet &r tillrackligt litet.

Intervallhalveringsmetoden kan formuleras;

Givet ett intervall 1(®) = [a,b] med teckenviixling, dvs. f(a) - f(b) < 0 bestim en f5ljd av
intervall {I(*)} enligt,

I(k):{[aJaT-H)]a Omf(a)f(aT-H))<O ,k:1,2’___

[«+2)b], annars

Exempel 2.2. Lit oss se pa ekvationen
f(z) =tan(z) —z =0

Viritar linjen y = x och kurvan y = tan(z) och finner rétterna som z-koordinaterna for skirningspunkterna
mellan linjen och kurvan. Fran grafen kan vi kanske se att vi har den minsta positiva roten i intervallet
4.4 < x < 4.6 och den niist minstai 7.6 < x < 7.8.



Vi anvinder intervallhalveringsmetoden utgaende ifran dessa intervall. I MATLAB skulle det kunna se ut
s hir (for den minsta positiva roten)

>> a=4.4; fa=tan(a)-a;
>> b=4.6; fb=tan(b)-b;

>> faxfb

ans =

-5.5539

Vi ser att vi har en teckenviixling och fortsidtter med

>> for k=1:20

m=(a+b) /2; fm=tan(m)-m; disp([m fm])

if fa*xfm<0
b=m; fb=fm; % Teckenvéxling mellan a och m, [a,m] nytt intervall.
else
a=m; fa=fm; % Teckenvéxling mellan m och b, [m,b] nytt intervall.
end
end

Resultatet ser vi i tabellen; medelpunkten i de reducerade intervallen samt storleken pa f i medelpunkten.

k 2 (F) f(x<m)

0 | 4.50000000000000 | 0.13733205455118
1 | 4.45000000000000 | -0.72673142705204
2 | 4.47500000000000 | -0.34193309600374
3 | 4.48750000000000 | -0.11607846046461
4 | 4.49375000000000 | 0.00688685252299
5 | 4.49062500000000 | -0.05549125562777
6 | 4.49218750000000 | -0.02453083095561
7 | 4.49296875000000 | -0.00887975722717
8 | 4.49335937500000 | -0.00101097164019
9 | 4.49355468750000 | 0.00293430089835
10 | 4.49345703125000 | 0.00096075596117
11 | 4.49340820312500 | -0.00002533485450
12 | 4.49343261718750 | 0.00046765378061
13 | 4.49342041015625 | 0.00022114527223
14 | 4.49341430664063 | 0.00009790166145
15 | 4.49341125488281 | 0.00003628251667
16 | 4.49340972900391 | 0.00000547360940
17 | 4.49340896606445 | -0.00000993067798
18 | 4.49340934753418 | -0.00000222854815
19 | 4.49340953826904 | 0.00000162252716
20 | 4.49340944290161 | -0.00000030301137

10




Fran véart exempel ser vi att intervallhalvering konvergerar mycket langsamt. Om vi tar z(®) som de
successiva intervallens mittpunkter sa giller att

* 1 *
) — 27| < 2—k|x(0) — "

For att f3 en ny korrekt decimal i approximationen av z* méste vi i snitt gora 3.32 halveringar (2¥ = 10 =
k =~ 3.32). Detta ir en alltfor langsam konvergens f6r praktiska tillimpningar. Vi beréknar funktionen f
vid varje delning, men vi anvander bara funktionsvirdets tecken. Vi behtver mer effektiva metoder som
inte 6dslar berdkningskraft pd detta sétt. Sidana skall vi se pé nu.

2.1 Nagra iterationsmetoder.

En iterationsmetod &r en metod som utgéende ifrn en forsta approximation z(®) av en rot z* till ekva-
tionen f(z) = 0 genererar en talfoljd {z(*)}%2; som forhoppningsvis konvergerar mot z*, dvs. sidan att
limy_ oo 29 = z*.

Om {z(®)}2  &r en talfsljd som konvergerar mot z*, si &r konvergensordningen det storsta
positiva talet ¢, sddant att
(k+1) _ .
x x
T At JEP N
k—o00 |.’L'(k) — .Z'*lq
C kallas den asymptotiska felkonstanten. Om ¢ = 1 sa s#gs konvergensen vara linjir, om
1 < g < 2 sa ségs konvergensen vara superlinjir och om g = 2 sa sigs konvergensen vara

kvadratisk.

Newtons metod.

Antag att () &r en approximation av en rot till ekvationen f(z) = 0.
Taylorutvecklingen runt z(® ger;

f(@) = f(@O) + (@) (@ - ). (2.2)
Vi far en lokal linjéir modell av ekvationen genom att sétta hogerledet i (2.2) till 0;
@) + @)@ - 2®) =0
och 16sa ut z som vi tar som niista approximation (1) av roten.

I figuren nedan ser vi hur vi utgaende ifran startapproximationen z(®) riknar fram 2") genom att lokalt
approximera f med tangentlinjen och félja den ned till z-axeln.

2 VG

Allmént kan Newtons metod formuleras;

Givet en approximativ l6sning #(®) av f(z) = 0, bestiim en f5ljd av approximationer
{z(®)} enligt,

k+1) _ (K f(m(k)) _
$(+)_m()_W,k_071,... (2.3)

Om startapproximationen ligger tillréickligt niira en rot sa konvergerar iterationerna mot denna rot. En
olamplig startapproximation leder till att Newtons metod divergerar.

Exempel 2.3. Aterigen ser vi pa ekvationen i exempel 2.2. Vi har f(z) = tan(z) — z med derivatan
f'(z) = tan?(z). Om vi tar 2(°) = 4.5 som startapproximation far vi med MATLAB

11



>> x=4.5; f=tan(x)-x; disp([x f])
>> for k=1:5
fprim=tan(x)"2;
x=x-f/fprim;
f=tan(x)-x; disp([x £])
end

Som ger f6ljande resultat

2

f(=™)

4.50000000000000
4.49361390274320
4.49340965501325
4.493409457909 25

T W N - O

4.49340945790906
4.49340945790906

0.13733205455118
0.00413187378926
0.00000397968077
0.00000000000369
0.00000000000000
0.00000000000000

Vi ser att vi far mycket snabb konvergens, antal korrekta decimaler fordubblas ungefir i varje steg. W

Om z* #r roten s& ger Taylorutveckling runt z(*);

0= f(z) = F@®) + [/(e®) " —2®) + 2 /(€W (" — a2,

dir €™ ligger mellan z* och 2(*) . Fran (2.3) har vi

@)D - 50 = — f(ah).

Addition av dessa uttryck och en omflyttning ger

fl(m(k))(x(k+l) _ IL'*) — %fll(é-(k))(x* _ m(k))2‘

Sa om f'(z®)) # 0 sa giller
|f" (€ (’“))I
12 (@)
dvs. om Newtons metod konvergerar mot en enkelrot® s3 #ir konvergensen kvadratisk och den asymptotiska,
felkonstanten blir .,

o 1)

o2
Kvadratisk konvergens innebér att nira roten far vi ungefir en férdubbling av antalet korrekta decimaler
i varje iteration.

|$(k+1) —x |

Sekantmetoden.

Fér att fa en metod som inte anvinder derivator kan man ersitta f'(z(*)) i Newtons metod med en

differensapproximation
f@®) — fa®)

k) — gk 1)

f'(@™) ~

och far da sekantmetoden;

Givet tva approximationer z(®) och (1) av 1ssningen till f(z) = 0, bestsim en foljd av
approximationer {z(F)} enligt,

(k) _ p(k=1)
_ gy T z —1.92....
&) famy — parmy = b2

SO+ = (R)

Geometriskt kan vi tolka metoden som att vi drar sekanten mellan tva punkter pa grafen och féljer den
tills den skir z-axeln.

30m vi har en multipelrot s blir konvergensen endast linjir for Newtons metod och asymptotiska felkonstanten blir
C= mT_l, dir m &r rotens multiplicitet.

12
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Exempel 2.4. Samma ekvation som forut, dvs. f(z) = tan(z) — = = 0. Vi startar med 2(°) = 4.4 och
() = 4.6. Sekantmetoden kan dé skrivas s hir i MATLAB

>> x0=4.4 ; x1=4.6;
>> fO=tan(x0)-x0; fil=tan(xl)-x1;
>> disp([x0 £0]), disp([x1 f11)
>> for k=2:10
x=x1-f1*(x1-x0)/(£f1-£0) ;
f=tan(x)-x;
disp([x £1)
x0=x1; x1=x; f0=f1; fi1=f;
end

Vi far foljande resultat

k 2 (F) f(:c(k))

0 | 4.40000000000000 | -1.30367621935025
1 | 4.60000000000000 4.26017489564805
2 | 4.44686236897447 | -0.76968920869564
3 | 4.47029608002518 | -0.42066508206646
4 | 4.49853981227796 0.10615193525585
5 | 4.49284879103358 | -0.01129041742933
6 | 4.49339590205426 | -0.00027368508835
7 | 4.49340949375490 | 0.00000072375364
8 | 4.49340945790677 | -0.00000000004627
9 | 4.49340945790906 0.00000000000000
10 | 4.49340945790906 0.00000000000000

Man kan visa att konvergensordningen for sekantmetoden, vid bestimning av enkelrétter, dr ¢ &~ 1.618,
dvs. konvergensen dr da superlinjir. Detta innebér att néra roten fir vi ungefdr 1.6 gnger s& ménga
korrekta decimaler f6r varje iteration. Sekantmetoden &r, trots den lagre konvergensordningen, ofta mer
effektiv &n Newtons metod eftersom sekantmetoden bara gor en funktionsberdkning per iteration medan
Newtons metod dessutom gor en derivataberikning.

Hybridmetoder.

Bade Newtons metod och sekantmetoden #r lokalt konvergenta metoder, medan intervallhalveringsme-
toden dr en globalt konvergent. Genom att anvinda en kombination av intervallhalveringsmetoden och
lokala metoder kan man férena de goda egenskaperna hos respektive metod och undvika de daliga. Man
far da s.k. hybridmetoder. Det finns mycket effektiva sddana metoder i olika programbibliotek. I MATLAB
finner vi fzero som bygger pd denna teknik.

2.2 Losningsnoggrannhet.

I praktiken kommer man att avbryta iterationsmetoderna efter dndligt méanga iterationer. Detta samt
avrundningsfel under berékningen av funktionen f gor att man tvingas acceptera approximativa losningar

Z med f(Z) #0.

Lat x* vara den exakta losningen till ekvationen och lat dx = Z — z* vara felet i var approximativa
16sning.

13



Taylorutveckling runt x* ger

(@) = f(z* +2) = f(z*) + f'(z*)dx + O(62?) =

= f'(z*)dz + O(6z?).
For sma dx giller
fl(a")oz ~ f(),
sa om f'(z*) # 0, dvs. om roten #r enkel* | har vi
o f@ @)

Exempel 2.5. Lat oss betrakta funktionen
f(z) =2%e"* 0.2

Ekvationen f(z) = 0 har tre enkelrétter som vi ser i vinster figur nedan. I hoger figur har vi ritat
grafen av f + ¢ for |e| < 0.05. Vi ser hur derivatan kommer in. Den minsta roten ., ir vilbestimd
(vidlkonditionerad) eftersom derivatan #r stor i dess omgivning. Diremot dr den storsta roten x4, daligt
bestdmd (illakonditionerad), derivatan &r ju liten dir. Nirmare bestdmt far vi 2, = —0.37 £ 0.04 och
Tmaz = 4.75 £ 0.45.

2 2
1 1
0 0
= 0 2 4 6 E 0 2 4 6

|
L.

Ett alternativ &r foljande: Antag att & #r var approximativa rot och vi tar E = 3 - 107" for nagot
positivt heltal t. Om vi kan visa att funktionen f vixlar tecken pa intervallet Z — F < x < & + E, dvs.
f(Z—E)- f(z+ FE) <0, sa blir f noll ndgonstans i intervallet (om f &r kontinuerlig), och ddrmed har z
t korrekta decimaler.

2.3 Anvindning av fzero.

Antag vi skall bestimma den niist minsta positiva roten till ekvationen i exempel 2.2. Vi borjar med att
rita grafen till f(z) = tan(z) — x.

Fran figuren i exemplet ser vi att aktuella roten bor ligga mellen 7.4 och 7.8. Vi borjar med att bilda en
vektor, eller en lista, av sig 200 tal jamnt fordelade mellan 7.4 och 7.8 med:

>> x=linspace(7.4,7.8,200);

Vi undvek utskrift av talen genom att sétta ett semikolon (;) efter uttrycket. Nu definierar vi funktionen
f som en inline-funktion (vi kan dven gora en function-fil)

>> f=inline(’tan(x)-x’,’x’)
f =

Inline function:

f(x) = tan(x)-x

40m f'(z*) = 0, dvs. om vi har en multipelrot, tar vi med fler termer i Taylorutvecklingen och far,

7@ = L@ gy | o(ggmt).
m.

1601 m\/m!ﬂ N Vm, @)
|£Om) (z*)] |fm)(z)|’

14

For sma dz giller da

dir m ar rotens multiplicitet.



MATLAB bekréftar definitionen, undvik utskrift med ; efter uttrycket. Nu &r det dags att rita grafen
>> plot(x,f(x))

Vi lagger pa ett rutnit, fér att littare se var roten dr, med

>> grid on

For att fa en snyggare figur viljer vi limplig skala pa koordinataxlarna med

>> axis([7.4 7.8 -10 10])

och sitter rubrik och axeltexter med

>> title(’f(x)=tan(x)-x=0, 2:a roten’)
>> xlabel(’x’), ylabel(’f(x)’)

f(x)=tan(x)-x=0, 2:a roten

10

-10
7.4 7.5 7.6 7.7 7.8
Nu léser vi in en startapproximation z(®) med hjilp av
>> [x0,y0]=ginput(1);

Héarkorset placeras over skdrningspunkten mellan grafen och y-axeln. Musknapp trycks ned och punktens
koordinater hamnar i x0 respektive yO.

Vi ser pa (9 och f(2(%)) med disp som ger en kompakt utskrift

>> disp([x0,f(x0)]1)
7.7355e+00 6.6645e-01

Vi tar nu x0 som startapproximation till fzero for att fa en noggranne approximation

>> x=fzero(f,x0); disp([x,f(x)])
7.7253e+00 -2.3093e-14

Om vi vill ha statistik utskriven fran fzero sa far vi det med x=fzero(f,x0,optimset (’display’,’iter?’)).
Beror var ekvation av en parameter p kan virden pa den vidarebefodras via fzero till funktionen som
definierar ekvationen enligt

>> x=fzero(f,x0,[],p)

Har har vi valt att sétta en platshallare (tomma mingden) istéllet for att anviinda optimset, vi far da
default-vardet pa ’>display’ som &r ’off’.

Om funktionen istéllet #r beskriven pa en textfil, en s.k. function-fil, med namnet f_ex2 2.m och in-
nehallet

function f=f_ex2_2(x)
f=tan(x)-x;

sd finner vi roten med kommandot >> fzero(@f_ex2_2,x0).
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24

1.

Ovningar.

Visa att ekvationen 22 — cos(z) = 0 har precis en positiv rot. Beréikna sedan denna rot med fyra
korrekta decimaler.

. For att studera egenfrekvensen vid torisionssvingning vill man berikna nagra av de minsta positiva

rotterna till ekvationen

ztan(z) =a, a>0
Hur manga positiva rétter finns det och ungefir var ligger de.
Berikna den minsta positiva roten, for a = 2, med fyra korrekta decimaler.
Man kan berikna /c, med enbart upprepade additioner och divisioner, genom att losa ekvationen
z°—c=0,
med t.ex. Newtons metod.

Hur ser iterationsformeln ut om vi anvinder Newtons metod? For vilka startapproximationer kon-
vergerar metoden?

Visa att konvergensen #r kvadratisk for den hir ekvationen da ¢ # 0. Vad giller da ¢ = 0. Bestdm
den asymptotiska felkonstanten i bada fallen.

Ljudnivan L (i decibel) pa avstandet r meter fran en ljudkilla ges av formeln
L = Lo — 20 %log(r) — Br

déir Ly &r ljudnivan 1 meter fran ljudkillan och § dr en parameter som anger hur ljudet férsvagas da
det gar genom luften. (8 beror av luftens viskositet, temperatur och fuktighet.) Vi vill for Lo = 80
dB bestdmma det avstind dir ljudnividn dr 20 dB dd 8 = 1.15- 10 3. Rita en lamplig graf, med
plot, och lis av en startapproximation av avstandet, med ginput. Bestim sedan en noggrannare
approximation med fzero.

. Rita den kurva som implicit definieras av

z? +y? = 1 + asin(zy)

for a = 0.8,1.6,2.4 och 3.2. Ledning: Ansitt poldra koordinater och 16s ut radien, som funktion av
vinkeln, fér olika vinklar med fzero.

Betrakta polynomet
p@)=(@-1E@-2)(z-3)---(z-7) =

=27 — 2825 + 32225 — 19602* + 67692° — 1313222 + 13068z — 5040.

Representera polynomet med en vektor som innehaller dess koefficienter. Detta kan goras i MATLAB
med poly.

En lang stang upphettas momentant vid tiden ¢ = 0 i mittpunkten. Med denna punkt i x = 0 och
z-axeln utmed stdngen bestdms temperaturen T'(z,t) for ¢ > 0 av uttrycket

T(z,t) = Ce™® /" |/t

ddr parametrarna k = 5.17 och C' = 28.3 beror av virmeledningsféormagan respektive den tillférda
varmen.

Berikna under hur lang tid som temperaturen vid z = 1 dverstiger 20°. Anviind fzero.
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2.5 Losningar.

1. Vi ritar upp ¥ = 22 och y = cos(z) for att se var kurvorna skéir varandra.

Med MATLAB gors detta sa hir 2
>> x=linspace(0,pi,200); 1.5
>> plot(x,x."2,x,cos(x),’~-.") — y=x
>> axis([0 pi -1 21) o —y=cos(x)
>> legend(’y=x"2’,’y=cos(x)’) 05 N
N \‘
0 AN
'~
-0.5 S
_1 =
0 1 2 3

Lat f(x) = 22 — cos(x). Vi vill alltsd 16sa f(z) = 0.

x? vixer monotont pa z > 0

. hogst ti0<z<
cos(z) avtar monotont i 0 <z <7 } = hogstenroti0<z<m

=]

I
I

Sé precisenroti0 <z < T ochingeni § <z <.

)=-1<0

) = (%)2 >0 } (teckenvixling) = minst enroti0 <z < g

ol

Eftersom 22 > 72 > 1 = max, cos(z) d& x > 7 s4 finns det ingen rot i 7 < z < oo.

Vi tar () = 1 som startapproximation i Newtons metod (f'(z) = 2z + sin(z)) och far:

>> x=1; disp(x) 1
>> f=inline(’x"2-cos(x)’,’x’); 0.83821840990471
>> fprim=inline(’2*x+sin(x)’,’x’); 0.82424186822587
>> for k=1:5 0.82413231905093
x=x—f (x)/fprim(x) ; disp(x) 0.82413231230252
end 0.82413231230252

S4 vi tar & = 0.8241 som approximation av roten med felgrins E = 1 - 10~

>> xapprox=round (le4+*x)/le4 0.82410000000000

>> E=0.5e-4;

>> f(x-E) -1.191078187362526e-04
>> f(x+E) 1.191145167211971e-04

Eftersom f(Z — E) och f(Z + E) har olika tecken ir saken klar.

2. Vi skall 16sa f(z) = = tan(z) — a = 0, for a = 2. Borjar med att rita graf med MATLAB

>> a=2; xmin=0; xmax=20; fmin=-200; fmax=200;
>> x=linspace(xmin,xmax,500); nx=[xmin xmax]; ny=[0 0];
>> f=x.*tan(x)-a;

>> f(f<fmin)=-Inf; % Dessa tva rader behdvs inte men ger snyggare graf.
>> f(f>fmax)=Inf; % De lodrdta asymptoterna kommer annars med.
>> subplot(2,2,1), plot(x,f,nx,ny,’:’) % Graf med nollnivan prickad.

>> axis([xmin xmax -20 20]), title(’f(x) = x tan(x) - a’)
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3.(a)

f(x) = x tan(x) — a g(x) = x sin(x) — a cos(x)

20 20
10 10
0 0
-10 -10
-0 5 10 15 20 -0 5 10 15 20

Bittre att formulera om: z tan(z) = a = x sin(x) = a cos(z). Sa vi lser istillet g(z) =
x sin(z) —a cos(z) =0

>> g=inline(’x.*sin(x)-a*cos(x)’,’x’,’a’); % Vi later a vara en parameter.
>> subplot(2,2,2), plot(x,g(x,a),nx,ny,’:’)
>> axis([xmin xmax -20 20]), title(’g(x) = x sin(x) - a cos(x)’)

Vi anvinder zoom for att lokalisera aktuellt nollstille

20 10 5
2
10 5 1
0 0 0 0
-10 -5 -1
-2
-20 -10 -5
0 10 20 0 5 10 0 5 0 1 2

Far noggrann approximation med fzero

>> [x0,y]=ginput(1);
>> x=fzero(g,x0,[],a) % Observera hur a kommer med.
x =

1.0769

f@)y=2%-c, f'(z) =22

200 .
2kt — (k) _ ]{’((z(k))) = %(a:(k) + m); k=0,1,---

Konvergens for (%) > 0 (och da blir alltid (") > /¢, sedan monoton konvergens).

4D — /o= La®) + g — o=
= 5w (M) + ¢ =220 /0) = iz (2 — y/e)?

(k+1) _\/_ 1 1
T c o

Alltsa kvadratisk konvergens med asymptotiska felkonstanten 2%/5
Om ¢ = 0 (dubbelrot) har vi z(k+1) = 1) dvs. vi fir linjir konvergens med asymptotiska
felkonstanten 1.

. Vi skall 16sa ekvationen f(z) = 60 — 201%log(x) — 1.15- 10 3z = 0. Vi ritar grafen, ldser av

startapproximation med ginput och beriknar 16sningen med fzero.
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>> 1jud=inline(’60-20%*logl0(x)-1.15e-3*x’,’x’) 4,
ljud =
Inline function:
ljud(x) = 60-20*1oglO(x)-1.15e-3*x
>> x=linspace(1,1000,200);
>> plot(x,ljud(x),x,0%x,”:’)
>> [avst_0,y]=ginput(1);
>> avst=fzero(ljud,avst_0)
avst =
888.9647

0 200 400 600 800 1000

5. Lat x = r(6) cos(8),y = r(8) sin(#). Inséttning ger
2,2 2 . . 21
z*+y° =r(0)° 1+ asin(zy) =1+ asin(r(f) 3 sin(20))
Vi skall allts, givet 6, 1osa ekvationen f(r) =1+ asin(r?1 sin(26)) — r? = 0.

>> bloeja=inline(’1+a*sin(r. 2*sin(2*theta)/2)-r."2’,’r’, theta’,’a’);
>> a=0.8;
>> theta=linspace(0,2*pi,50); r=zeros(size(theta));
>> r(1)=fzero(bloeja,1,[],theta(l),a);
>> for k=2:length(theta)
r(k)=fzero(bloeja,r(k-1),[],theta(k),a);

end
>> subplot(2,2,1), polar(theta,r), text(-0.1,-0.1,’a=0.8")
oSV.

Observera att vi tar r(6r—1) som startapproximation av r(6).

90 1.2503 90 1.5887
60 60

| 062517 " 0.78436

270 270

90 1.8438 90 2.0493

6. Vi ritar upp grafen av polynomet och dess storningar

-28 +0.002
300

>> x=linspace(0,8,200);

>> c=poly(1:7) 200

>> cl=c; c1(2)=c1(2)-0.002;

>> c2=c; c2(2)=c2(2)+0.002;

>> plot(x,polyval(c,x), ... 0
x,polyval(el,x),’ -7,

100

x,polyval(c2,x),’-.7 ,x,0%x,’:?) 100
>> title(’-28 \pm 0.002’)
-300
0 8
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Vi ser att det hiinder ritt mycket med grafen i intervallet 3.5 < z < 7.5 d& vi stor z8-koefficienten.

>> [roots(c) roots(cl) roots(c2)]

ans =
7.0000 7.2330 6.6444 + 0.3908i
6.0000 5.4587 + 0.5401i 6.6444 - 0.3908i1
5.0000 5.4587 - 0.5401i 4.3682 + 0.2244i
4.0000 3.8196 4.3682 - 0.22441
3.0000 3.0331 2.9717
2.0000 1.9989 2.0011
1.0000 1.0000 1.0000

Vi ser att d& x®-koefficienten &r -28.002 sd har tva reella nollstiillen gdtt ut i komplexa talplanet
och da den dr -27.998 sa dr det fyra som forsvunnit.

. Vi skapar en fil med beskrivning av var funktion

function f=varm(t,k,C,x)
f=Cxexp(-x"2/k./t)./sqrt(t)-20;

och ritar graf med
>> k=5.17; C=28.3; x=1;

>> t=linspace(0.01,2,100); plot(t,varm(t,k,C,x)), grid on
>> xlabel(’tid’), ylabel(’temperatur-20’)

temperatur-20

tid

Sedan liser vi in startapproximationer samt finjusterar dessa med

>> [t0,T0]=ginput(1); tO=fzero(@varm,t0,[],k,C,x);
>> [t1,T1]=ginput(1); ti=fzero(@varm,tl,[],k,C,x);
>> tiden=t1-t0
tiden =

1.4145e+00

20



3 Numerisk derivation och integration.

I det hir avsnittet skall vi se pa lite olika differensapproximationer av derivator. Vi skall ocksa se pa
interpolation med polynom och hur detta anvinds for att berdkna integraler.

3.1 Differensapproximation av derivator.

Om vi infor framatdifferenskvoten

Doy(e) = VD) = y(@)
bakatdifferenskvoten
D yia) = M=V =D
och centraldifferenskvoten
Duyla) = YO+ D=3t 1)

s& dr de approximationer av derivatan y'(z).
Om vi infor centraldifferenskvoten
y(z+h) —2y(x) +y(z —h)

DiD_y(z) = i
s ér den en approximation av andra derivatan y''(z).
Det giller att
"(z) = Dyy(z) + O(h )
"(z) = D_y(z) + O(h

och
y"(z) = Dy D_y(x) + O(h?) (3.4)

Framéat- och bakatdifferenskvoten Dy och D_ &r forsta ordningens approximationer av y'(z), medan
centraldifferenskvoten Dy #dr av andra ordningen. Centraldifferensen D, D_ ger en andra ordningens
approximation av y"(z).

Nu skall vi se varfor det blir sa. Taylorutveckling av y runt z ger

" (3) (4 1) (5
y(m+h)=y(w)+y'(m)h+y; )h2+y 6( )h3+y 2i )h4+--- (3.5)
h
> @, 9@, 1Y@,
ylz —h) =y(z) —vy'(z)h + 5 h 5 h® + 54 h (3.6)

Fran (3.5) respektive (3.6) foljer direkt relationerna (3.1) och (3.2). Subtraktion av (3.5) med (3.6) ger
(3.3) och addition ger (3.4).

Exempel 3.1. Lat oss for y(z) = exp(z) approximera y'(0.4) med framéatdifferensen D; och central-
differensen Dg for att jimféra approximationernas olika noggrannhetsordning. Vi far for en foljd av allt
mindre h-virden tabellen (exakt giller y'(0.4) = exp(0.4) = 1.49182469764127 - - -)

h D (h)y(x) Dy (h)y(z) — y'(z)
107 | 1.56896573058858  0.07714103294731
1072 | 1.49930874715833  0.00748404951706
1073 | 1.49257085868970  0.00074616104843
10* | 1.49189929136373  0.00007459372246
107° | 1.49183215678583  0.00000745914456

for framéatdifferensen. Vi ser att felet dr proportionellt mot h. Fér centraldifferensen far vi

h Do (h)y(x) Do(h)y(x) —y'(x)
107 | 1.49431231562063  0.00248761797935
1072 | 1.49184956151056  0.00002486386929
1073 | 1.49182494627875  0.00000024863748
107" | 1.49182470012832  0.00000000248705
10° | 1.49182469766362  0.00000000002235

Hir dr felet proportionellt mot AZ. [ |
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3.2 Differensapproximation av hog noggrannhetsordning.

Om vi tar h mycket litet for att fa ett litet diskretiseringsfel far vi kancellation vid berdkning av diffe-
renskvoten (funktionsvirdena #r nistan lika och vi subtraherar). Behover vi noggrannare approximation
av derivator far vi istillet anvinda differensapproximationer av hégre noggrannhetsordning.

Exempel 3.2. Vi tar samma funktion som i exempel 3.1 och fortsétter att approximera med Dy fér &nnu
mindre h-virden, dvs. vi férsdker lata h — 0. S& hir ser det ut

h Do (h)y(=) Do(h)y(x) —y'(x)
10-% | 1.49182469766362  0.00000000002235
1077 | 1.49182469821874  0.00000000057747
107% | 1.49182469710851 -0.00000000053276
1079 | 1.49182488584643  0.00000018820516
10719 | 1.49182444175722  -0.00000025588405
10711 | 1.49182888264932  0.00000418500804
1072 | 1.49169565588636  -0.00012904175491

Felet borjar tydligen viixa istéllet for att avtaga ytterligare. |
Vi skall ta och se efter vad som hinder med centraldifferenskvoten

ylx+h) —yle—h)

Doy(z) = o

om vi anvinder approximationer § av y, med |j — y| < E,,.
Dessa approximationer anvéinder vi i Doy(z) och beréiknar Doy(z) med

—~ 2F E
_ <y _ By

Detta fel vixer da h minskar. Om vi tar h mycket litet far vi ju kancellation vid berdkning av diffe-
renskvoten.

Diskretiseringsfelet
h2
[Doy(z) —y'(x)| < gly(?’)(m)l

minskar d& A minskar.

Vi ritar en figur dér vi ser att det finns ett optimalt h-virde, for vilket totala felet

| Doy() — ' ()|

blir sa litet som mojligt.

| Doy () —y' ()]

hopt h

Antag att vi approximerar y'(z) med en centraldifferenskvot med steget h, 1at Do (h)y(z) beteckna denna
approximation. Detta dr en andra ordningens approximation, men vi vill f4 en &nnu noggrannare approx-
imation. Om vi dessutom har anvint steget 2h, dvs. berdknat approximationen Do (2h)y(z) av y'(z), sa

géller

Doyla) = LEFIL_WED) gy 2y 0) 1 ogut)
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Do(emy(z) = LEFIN V22 iy 4 0 0) 1 00ht)

Fran dessa relationer far vi att
4Do(h)y(z) — Do(2h)y(z) = 3y'(z) + O(h*)

eller
Do(h) — Do(2h)

(Do(h) + 3

) y(x) = y'(z) + O(h*) (3.7)

Vi har fatt en 4:e ordningens approximation av derivatan. I viinsterledet i (3.7) kan vi uppfatta w

som en korrektion av Dy(h). Denna teknik att fi noggrannare approximationer kallas Richardsonextra-
polation.

Ser vi efter i detalj s& blir differenskvoten i (3.7)

—y(xz + 2h) + 8y(x + h) — 8y(x — h) + y(z — 2h)
12h

och de punkter som anvinds &r

r—2h x—h T z+h x + 2h

Exempel 3.3. Vi anvinder nu det extrapolerade virdena fran (3.7) pa samma funktion som i exempel
3.1.

h Dairp(h)y(z)  Dawrp(h)y(z) — o' (x)
101 | 1.49181971896888  -0.00000497867239
1072 | 1.49182469714400  -0.00000000049728
1073 | 1.49182469764133 0.00000000000006

Felet &r proportionellt mot h*. Givetvis kommer felet fven for de extrapolerade viirdena att borja vixa
da vi tar h alltfor litet. Posingen &dr att vi far hog noggrannhet utan att ta h speciellt litet. [ |

3.3 Numerisk integrering.

Ofta kan man inte analytiskt bestdmma integraler

/a ' fla)ar

utan man far n6ja sig med att berdkna approximationer. Till exempel integralen

1 2
/em dx
0

kan inte berdknas exakt, eftersom det inte finns nagot slutet uttryck for den primitiva funktionen. Men
det kan ocksa vara sa att integranden bara dr kiind i vissa punkter, som i foljande exempel.

Exempel 3.4. Man kan berdkna hur mycket energi det behtvs for att upphetta en mol metylklorid
(CH,4CI) fran 300 K till 1000 K genom att berékna integralen

1000
ap = / Cp(T)dT
300

dér Cp(T) dr vérmekapaciteten per mol for metylklorid enligt tabellen

T (K) 300 400 500 600 700 800 900 1000
C, (J/mol K) | 40.82 48.10 55.09 61.25 66.60 71.26 75.33 78.90
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Trapetsregeln och Simpsons regel.

En typ av metoder far man genom att ersiitta integranden med ett interpolationspolynom och integrera
detta (vi far s.k. Newton-Cotes formler).

Anvinder vi ett forstagrads polynom P (z), som interpolerar f i a och b, far vi den s.k. trapetsregeln

b b —
[ @i [ P = 255w+ 1),

Da f(z) = Pi(z) + W(w —a)(z — b) (se appendix A) sa blir felet vid approximationen (om f #r

kontinuerlig)
/ab @(x —a)(x —b)dx = —f,;(;) (b—a)®,

dir a < ¢ <b. Trapetsregeln ér exakt for linjéira polynom.

Om vi anviinder ett andragrads polynom P»(z), som interpolerar f i a, “TH’ och b, far vi Simpsons regel

b b —a a
[ t@as = [ Pr@ys = 0 5@ + 4550 + S0).

Man kan visa att felet &r (om f(4) ir kontinuerlig)

dir a < ¢ <b, dvs. Simpsons regeln dr exakt fér kubiska polynom.

Trapetsmetoden.

For att fa bittre noggrannhet i approximationen dr det inte lampligt att ta interpolationspolynom av allt
hogre gradtal, som vi férstar av interpolationsexemplet. Vad man kan gora ér t.ex. att dela upp intervallet
a <z <bin delintervall av lingden h = ”’T“ och anviinda trapetsregeln pa varje delintervall. Vi far da
trapetsmetoden

I f(zn)

T, = h{%") + flz)+ -+ f(zn-1) + 5 1

dir x; = a + ih.

Man brukar successivt berdkna T7,T5,Ty,--- s& att man hela tiden utnyttjar redan beriknade funk-

\

tionsvirden.
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Vi har att T,, — f: f(z)dz da n — oo, dvs. trapetsmetoden dr konvergent.

For T, far vi ett fel for varje delintervall, det totala felet blir

n—1 gy n—1 ppy
_ 13 f (CZ) __b—a 2Zi:0f (Cz)
h ; 12 12 h n
dar z; < (; < x;41. Nu kan vi skriva felet si hér;

b—a "
e ()

dira < ¢ <b.

Adaptiva metoder.

Det finns en mingd av andra typer av metoder, t.ex. adaptiva metoder dir man efterstrivar att utvirdera
integranden f dér det &r storst variation i den. I MATLAB finns de adaptiva funktionerna quad och quadl.

3.4 Anvindning av quad och quadl.
Om vi exempelvis vill berikna den bestimda integralen fol ¢’ dr s& kan den approximeras med
>> quad(inline(’exp(x.72)’),0,1)

Funtionen som beskriver integranden skall skrivas sa att den beriknas fér en vektor med z-virden. Vill
vi ha resultatet med feltoleransen 10~% (default &r 10-6) gor vi

>> quad(inline(’exp(x.72)’),0,1,1e-8)

Vid krav pa hog noggrannhet bér man anvinda quadl.

Om integranden beror av en parameter och vi vill utfora integrationen for olika virden pa parametern,

t.ex. om
/7r/2 d0
0 4/1—22sin*(6)

skall beriknas for olika virden pa x, sa gor vi det enligt
>> quad(inline(’1./sqrt(1-x"2*sin(theta)."2)’,’theta’,’x’),0,pi/2,[1,[1,x)

dir x maste givits ett virde. Har har vi satt tomma mingden [ ] som platshallare for feltoleransen och
far da default-toleransen, givetvis kan vi dven sétta in 6nskad tolerans. Den andra platshallaren giller en
parameter som styr om det skall ske utskrift av delresultat under integrationen (default &r ingen utskrift).

Har vi definierat integranden med en funktionsfil, t.ex.

function f=mitt_ex(x)
f=exp(x.72);

s& beriknas integralen (6ver 0 < z < 1) med

>> quad(@mitt_ex,0,1)

3.5 Ovningar.

1. Foljande tabell 6ver f(z) ar given

z 12 14 16
Ff(x) | 36 38 46

Uppskatta f'(1.4) och f""(1.4) med centraldifferenskvoter.

25



2.

For centraldifferenskvoten

fl@+h) —flz—h T(C) | HJ)
Dy f(x) = )2h @l 16 | 67.2632
) 17 71.4476
géller , \ ) 18 75.6312
f'(z) — Do(h) f(x) = a1h” + agh” + - -~ 19 79.8141
dar koefficienterna aq,as, - - - dr oberoende av h. 20 84.9963
21 88.1778
Antag att vi har foljande tabell 6ver entalpin H for 1 kg vatten 29 02.3589
vid 1 atm (1.01325-10° Pa) tryck 23 96.5395
Berikna en approximation av virmekapaciteten C,(T) = H'(T) 24 100.7196

vid temperaturen 7" = 20°C med hjilp av differensapproximation
och Richardsonextrapolation. Gor en ordentlig feluppskattning.
Tabellviardena &r korrekt avrundade.

Berikna integralen i exempel 3.4 med trapetsmetoden. Hur stort kan beloppet av trunkeringsfelet
hogst bli om vi vet att andra derivatan av C, till belopp &r mindre &n 8.3 - 1075

Hur mycket inverkar felen i tabellen pa det berdknade virdet av g, (tabellvirdena har tva korrekta
decimaler).

Berdkna en approximation av fol tan(y/z)dz. Integrandens derivata &r obegrinsad i z = 0 sé en
variabelsubstitution &r limplig innan man anvinder nagon numerisk metod.

sin(z)

. Vad gor man med fol mdﬂ?? Integranden &r ju singuldr.

Rita upp cosinus- och sinusfunktionerna 6ver intervallet 0 < z < 5. Fyll det slutna omradet mellan
graferna. Anvind fill. Berikna dven arean av omradet med quad.

I samband med studiet av ljusdiffraktion stGter man pé de s.k. Fresnelintegralerna

C(a) :/Ow cos (%t?) dt,  S@) :/Ow sin (?) dt

Rita upp dessa funktioners grafer dver intervallet 0 < x < 5. Anviind quad pa ett forstandigt sitt,
dven repetitionssatsen for behovs.

3.6 Losningar.
1. Vi har
f(1.6) — f(1.2) f(1.6) —2f(1.4) + f(1.2)
I ~ — i ~ —
fl(14) = 02 2.5, resp. f'(1.4) 0.22 15
2. Richardson-extrapolation ger

h Do(h)H(20) AJ3 Dy (h)H(20)
1 4.182050

2 4.181925 -4.166667-10~5 4.181883
1 4181850  -2.500000-10~5  4.181825

Vi tar D;(1)H (20) som approx1mat10n av H'(20).

Epymyu =222 =£2 < 1.1074 = EDl(h)H <2.i.1074
|D1(1)H(20) — H'(20)| < |D1( )H (20) — D1(2)H(20)| = 5.8 -107°.
Vi far H'(20) = 4.181825+1.5- 1074

. Med MATLAB beréknar vi g, och skattar absoluta felet

>> T=300:100:1000; h=100;

>> Cp=[40.82 48.10 55.09 61.25 66.60 71.26 75.33 78.90];
>> plot(T,Cp,’*’), axis([200 1200 0 80])

>> fill([T(end) T(end) T(1) T],[Cp(end) O O Cpl,’g’)

>> axis([200 1200 0 80])
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80 * 80

60 * 60

a0t * 40

20 20

0 0
200 400 600 800 1000 200 400

600 800 1000
>> qp=h*(Cp(1)/2+sum(Cp(2:end-1) )+Cp(end) /2)
ap =
43749
>> Absfel=(T(end)-T(1))/12*max(abs(diff(Cp,2)))
Absfel =
48.4167

Trapetsmetoden ger ¢, = 43749 och trunkeringsfelet blir hogst 48.4. Métfel inverkar med en
osikerhet pa 3.5 som i detta fall dr nirmast férsumbart.

. Skall bersikna I = [ tan(y/Z) dz. Integranden f(z) = tan(y/z) har derivatan f'(z) = a1+
tan?(,/7)) som &r singuldr i z = 0.

Variabelsubstitution \/z = 2z (dz = 2zdz) ger [ = 2 fol ztan(z) dz. Integranden g(z) = ztan(z)
har derivatan g'(z) = tan(z) + z(1 + tan?(z)) som &r reguljir. Denna integral ér mer litthanterlig!

6 6
5 — f(x) 5 — 9(2)
‘ - P - 9@ /
4 4 ’
| /
,
3fl 3 .
\ 7z
2t 2 -7
\ -
1 Te. oo —==" 1 -7
0 [ —
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Vi anviinder trapetsmetoden pa fol f(z)dx

>> n=1; a=0; b=1; T0=0; itmax=20; tol=le-5;

>> for i=1:itmax
h=(b-a)/n; x=a+h*[0:n]’; f=tan(sqrt(x));
T=h*(£f(1)/2+sum(£f(2:n))+f(n+1)/2);
disp([sprintf (’%7.0f’,n),’ ’,sprintf(’%2.7£’,T)])
if abs(T-TO)<tol, break, end
TO=T; n=2x%n;

end

.7787039
.8166071
.8388319
.8491718
.8534776
.8551661

N N
[N N Ne

1
3
oSV.
2048 0.8561744

Med 2048 funktionsber#kningar far vi resultatet. Om vi nu anvinder trapetsmetoden pa fol 9(2)dz
far vi lika bra resultat med 512 funktionsberékningar.

Behovet av variabelsubstitution finns dven da vi anvinder firdig programvara, t.ex. quad eller
quadl i MATLAB (feltoleransen sitts till 10~°)

>> f=inline(’tan(sqrt(x))’); >> g=inline(’2*z.*tan(z)’);
>> [q,fcnt]=quadl(f,0,1,1e-5) >> [q,gent]=quadl(g,0,1,1e-5)
qQ= qQ=
0.85618 0.85618
fent = gent =
78 18
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Algoritmerna #r adaptiva, den gor funktionsberikningar déir de beh6vs som bist. Det blir ganska
stor skillnad i antal funktionsberdkningar dven har.

. Om vi later = sin(t) overgar integralen i fow/ 2 sin(sin(t)) dt som beridknas till 1.7865 med t.ex.
trapetsmetoden.

. I figuren ser vi att vi skall fylla i fran z, = 7 till 2, = 2T, dessa z-vérden uppfyller sin(z) = cos(z).

>> x=linspace(0,5,250);
>> y=cos(x); z=sin(x);

>> plot(x,y,x,2)
>> text(0.9,-0.5,%cos(x)’), text(3,0.5,’sin(x)’)
>> xa=pi/4; xb=b*pi/4;
>> xa_xb=linspace(xa,xb,200); xb_xa=fliplr(xa_xb);
>> hold on
>> £ill([xa_xb xb_xal,
[sin(xa_xb) cos(xb_xa)l,’g’)

>> hold off
>> arean=quad(’sin(x)-cos(x)’,xa,xb)
arean =

2.8284

. Vi skall rita upp Fresnelintegralerna

Cla) :/Ow cos (%ﬂ i,  S@) :/Ow sin (’%2) dt

over intervallet 0 < z < 5.

>> n=200;
>> x=linspace(0,5,n);
>> c=inline(’cos(pi/2*t."2)’); s=inline(’sin(pi/2*t."2)’);
>> C=zeros(size(x)); S=zeros(size(x));
>> for k=2:n
C(k)=C(k-1)+quad(c,x(k-1),x(k)); S(k)=S(k-1)+quad(s,x(k-1),x(k));
end
>> subplot(2,1,1), plot(x,C,x,S,’r’), title(’Fresnels integraler’)
>> text(0.2,0.6,’C(x)?), text(1,0.3,’S(x)’), xlabel(’x’)
>> subplot(2,2,3), plot(C,S), axis(’equal’), title(’Cornus spiral’)
>> xlabel(’C(x)’), ylabel(’S(x)’)

Fresnels integraler
0.8 T T T

Cornus spiral

0.6

S(x)

0.2

C)
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4 Begynnelsevirdesproblem.

I det hir kapitlet skall vi studera numerisk 16sning av begynnelsevirdesproblem for forsta ordningens

differentialekvationer '~ fy) ;
y =fty)a<t<h,
4.1

{ y(a) =, “D
dér f &r en kind funktion och ¢ #r en kiind konstant. Den exakta 1osningen till problemet &r en funktion
t — y(t), vid tiden ¢t = a #r funktionens virde kint och for a < t < b dr dess derivata kénd.

Exempel 4.1. I den vinstra figuren nedan har vi ritat riktningsfiltet till den skalira ekvationen,
y' = —y(t) +sin(t) + cos(t),0 < t < 4,
och i den hogra l8sningskurvorna for nagra olika begynnelsevirden pa y(0).

2

2
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Vi ser hur 16sningskurvorna féljer riktningsfiltet.

Med MATLAB kan vi fa fram en numerisk 16sning® genom att anviinda funktionen ode45. Vi beskriver
hogerledet i differentialekvationen och beriknar sedan 16sningen for t.ex. y(0) =1

>> myrslok=inline(’-y+sin(t)+cos(t)’,’t’,’y’)
myrslok =

Inline function:
myrslok(t,y) = -y+sin(t)+cos(t)

>> y0=1; [t,y]l=ode45 (myrslok,0:0.1:4,y0);
>> plot(t,y)
Riktningsfiltet kan vi rita med®

>> s=0.1;
>> for t=0:0.4:4
for y=-2:0.4:2

dt=1; dy=myrslok(t,y); % I punkten (t,y) ritar vi ett
plot([t,t+s*dt], [y,y+s*dyl) % litet streck i riktningen (1,y’).
hold on

end

end

Exempel 4.2. T detta exempel visar vi hur ett begynnelsevirdesproblem fér en andra ordningens dif-
ferentialekvation kan skrivas som ett system av forsta ordningens differentialekvationer, dvs. pa formen
(4.1). Tekniken kan direkt generaliseras till begynnelseviirdesproblem for hégre ordningens differentia-
lekvationer.

En bladfjider dr fastspind i sin ena dnda. Om man knipper pa den fria dndan kommer den att vibrera.
Svéingningen #r inte harmonisk, den &terstéllande kraften &r —kx?, dér z &r avvikelsen fran jamviktsléget.
P& grund av luftmotstandet blir svingningen dimpad. Man tar hinsyn till detta genom en motstandsterm
proportionell mot hastigheten. Detta ger rorelseekvationen
k A
2= s !

—X .
m m

5Till det hir enkla problemet finns en formel for den exakta l6sningen, y(t) = cexp(—t) + sin(t), dér ¢ = y(0).
6Nir vi l4rt oss lite linjir algebra kan vi anviinda funktionen quiver for att enklare rita riktningsfalt.
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Genom att lata ' = v kan vi skriva ekvationen som ett forsta ordningens system

{x’:v
P _ k3 _ A
v=—Lkg 2y

For begynnelseviirdena z(0) = 1 och ©(0) = 2'(0) = 0 har vi i figuren nedan till vinster ritat z som
funktion av t. I den hogra figuren ser vi fasportrittet, dvs. vi ser kurvan t — (z(t),z'(t)), som man ofta
ritar upp foér sddana hir problem. Vi har tagit % = 1.0 och % = 0.05. Trots att ekvationen ser mycket
enkel ut kan man inte fa fram den exakta l6sningen pa sluten form utan vi har fatt anviinda en numerisk
metod for att approximera den.

1 1
0.5 0.5
x 0 *x 0
-0.5 -0.5
) 50 t 100 150 ) 0 1
X

Fran matematiken vet vi att om f #r kontinuerlig och uppfyller ett s.k. Lipschitz-villkor,

|f(t7u) _f(tav)l < L|u—v\,

i strimman a < t < b, diir L kallas Lipschitz-konstanten, sa har problemet (4.1) en entydigt bestdmd
16sning y(t) som &r definierad pa hela intervallet a < ¢ < b. Vi skall se att Lipschitz-konstanten dven har
betydelse for de numeriska metoder som anviinds for att 16sa begynnelseviirdesproblem.

4.1 Nagra differensmetoder.

Program for 16sning av problemet (4.1) stegar sig fram, utgdende fran y(a) = ¢ i t = a, genom att
bestdmma approximationer y,, av y(t,) pa ett nit a = to < t; < --- < ty = b. I varje steg fran #,
bestdms en steglingd h,, si att approximationen y,, 1 i t,+1 = t,, + h,, uppfyller vissa noggrannhetskrav.

Vi skall se hur man kan approximera differentialekvationen (4.1) med en differensekvation. Det som ligger
nirmast till hands &r kanske att approximera derivatan y'(¢) med en differenskvot, t.ex. framéatdifferensen

y'(t) ~ Dyy(t) = Mﬂ
bakatdifferensen 0 (t—h)
R n _ v —ylt=h)

y'(t)~D-y(t) = h

eller centraldifferensen
(t+h)—y(t—h)
2h

Later vi y,, vara approximationen av den exakta l6sningen y(t,) s& leder dessa differensapproximationer
till Euler framatmetoden

y'(t) ~ Doy(t) = 2

Ynt+1 = Yn + hf(tna yn)a

Euler bakdtmetoden
Ynt+1 = Yn + hf(tn-i-l: yn-‘rl):

respektive mittpunktsmetoden
Yn+1 = Yn—1 + 2hf(tn7 yn)

Euler framatmetoden kan vi tolka geometriskt; utgdende fran begynnelsevirdet foéljer metoden rikt-
ningsfiltet med korta steg.
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Ett annat séitt att gora en differensmetod som ligger nira till hands #r att utga fran integralformuleringen
av (4.1) och approximera integralen pa nagot lampligt sétt. Integration av differentialekvationen i (4.1)
fran t,, till t,,41 = t, + h ger

Y(tng1) = y(tn) + /t o f@&,y(t))dt.

n

Om vi approximerar integralen med trapetsregeln sa far vi den s.k. trapetsmetoden,

h
Ynt+1 = Yn + §{f(tnayn) + f(tn+1:yn+1)}'

Euler framatmetoden, Euler bakatmetoden och trapetsmetoden dr exempel pa enstegsmetoder, man
behdver bara kinna y, for att berdkna y, ;. Mittpunktsmetoden &r en flerstegsmetod, man behdver
kdnna y, 1 och y, for att kunna berdkna y, ;.

Euler framatmetoden och mittpunktsmetoden dr exempel pa explicita metoder, vi stoppar bara in y,
respektive y,, 1 och y,, i hogerledet for att fa fram y,, 1. Euler bakatmetoden och trapetsmetoden kallas
for implicita metoder, i varje steg maste vi i allménhet 16sa en ickelinjér ekvation i yn41.

En implicit metod kraver mer berdkningsarbete per steg &n en explicit metod. Foér vissa typer av be-
gynnelsevirdesproblem, s.k. styva problem, &r implicita metoder 1ampliga att anvinda, eftersom man da
kan ta storre steglingd dn fér explicita metoder. Totalt sett blir da en implicit metod mer effektiv &n en
explicit.

En differensmetod sigs vara konvergent om
yn — y(t) da h — 0,

dér n =122, for allaa < ¢t <b.

Metoderna ovan #r alla konvergenta. Vi kommer i senare avsnitt se att det krdvs mer dn konvergens for
att ge onskad noggrannhet till en rimlig berskningskostnad.

Exempel 4.3 Vi visar nu att Euler framatmetoden dr konvergent: Lat e, = y(t,) — y,. Taylorutveckling

ger
2

_y”(Tn) =

Y(tny1) = y(tn) + hyl(tn) + 2

2

= y(tn) + hf(tn,y(t0)) + /(1)

Om vi subtraherar yp+1 = yn + hf(tn, yn) far vi
h2 n
ent1 = en + h{f(tn,y(tn)) — f(tn,yn)} + 7:9 (Tn)

eller
2

h
fensal < (L+ ADfen| + 5 max [y"(7)
dér L ar Lipschitz-konstanten. Med induktion far vi

2

n—1
h
n k
len] < (14 hL)"|eo| + (E (1+hL) ) > max |y"(7)|

a<7<b
k=0 -

Men nu ir |eg| = 0 och

n—1

1 L) -1
Z(l + hL)k = % (geometriska seriens summa)
k=0

Eftersom (1 4+ hL)" < efnh = ¢L(tn—0) g3 har vi
len| < ua ("~ — 1) max |y"(r)|
m=or a<r<b

och vi ser att e, —» 0 dd h — 0. [ |
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Storningsresultat.

Nir t.ex. Eulers metod tar ett steg sa gor den ett litet fel sa att den inte ligger kvar pa l6sningskurvan
vi vill f6lja utan hamnar pa en 16sningskurva tillhdrande ett annat begynnelsevirde. Det bista metoden
kan gora i niista steg idr att férsoka félja denna nyaltsningskurva sa bra som mojligt ett litet stycke.

Hur bra det kommer att ga beror bade pa metodens egenskaper och pa problemets egenskaper. Om
nirliggande l6sningskurvor dras samman med tiden sa dr problemet stabilt (eller vilkonditionerat) och
om de sprids ut kraftigt med tiden sa &r problemet instabilt (eller illakonditionerat).

Vi behover storningsresultat fér att beskriva problemets egenskaper.

Om y(t) och u(t) dr tva losningar till ekvationen i (4.1) med olika begynnelsevirden och om L
dr Lipschitz-konstanten s giller att

() — u(®)] < " [y(tn) — ultn)l (4.2)

for a < t, <t <b.

Om L(b — a) inte alltfor stort visar (4.2) att problemet inte #r alltfér instabilt, och de klassiska metoder
vi presenterar senare i kursen kommer fungera bra. Da L(b — a) stor #r antingen problemet kraftigt
instabilt, dvs. kraftig spridning hos 16sningskurvorna, och da kan vi inte gora mycket at det, eller ocksa
dr det kraftigt sammandragande, ett s.k. styvt problem, och da blir de klassiska metoderna ineffektiva
och vi behover speciella metoder for att kunna 16sa dessa styva problem effektivt. Den klassiska Lipschitz-
konstanten kan inte skilja de tva senare fallen &t vilket den skalidra s.k. testekvationen y' = Ay visar.

Spridning Sammandragning
2 2
' 1¥
>0 >0 >
1 1 //
-2 -2
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

t t

I uppskattningen (4.2) giller da likhet for A > 0 (spridning), men f6r A < 0 (sammandragning) far vi
samma uppskattning som for |A|. Anledningen #r att i bégge fallen #r Lipschitz-konstanten L = |A|. Denna
oférmaga hos Lipschitz-konstanten att skilja dessa fall at har gjort att man fatt s6ka andra begrepp, men
vi gar inte in pa det i denna kursen.

4.2 Felspridning.

Program f6r 16sning av begynnelseviardesproblem anvinder inte konstant steglingd h. Man vill uppskatta
felet i varje steg och justera h, steglingden for nista steg, utifran denna uppskattning. Ett for kort steg
leder till onddiga berdkningar och dirmed ineffektivitet, medan ett for langt steg leder till att man inte
klarar av uppsatta krav pa noggrannhet. Det fel som vanligen uppskattas av programmen ir det sa kallade
lokala felet och inte det verkliga felet. Det &r ju det senare felet en anvindare egentligen dr intresserad
av.

Globala och lokala fel.
Lat y(t) beteckna den entydiga 16sningen till problemet

{ y' = f(t,y),a<t<h,
y(a) = c.

Med det verkliga eller globala felet i ¢t = ¢,, avser man
gn = Y(tn) — Yn.
Tyvarr dr det relativt svart och kostsamt att uppskatta detta fel.

Antag att man har en approximation y,, av 16sningen vid tiden ¢t = ¢,,. Det man kan &nska &r att kunna
noggrant félja den 16sningskurva som passerar punkten (t,,y,) fram till tiden ¢ = ¢,4;.
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Lat u,(t) vara 16sningen till

{ u!, =)f t,un‘), (4.3)

Un(tn

Man brukar kalla u,(t) den lokala 16sningen.

Med det lokala felet i ¢t = ¢,,41 avser man

ln+1 = Un(tn—i-l) — Yn+1,

dvs. felet som blir d4 man forsoker folja 16sningen som utgar ifran (¢,,y,) genom att ta ett steg med
metoden. Dessa fel illustreras i figuren.

f Yn+1
ln+1 .

/ﬁl) In+1

" Yn
In :

y(tn) Y(tnt1)

“ Yo

to =a tn tn+1 t

Det dr ett rimligt 6nskemél att den numeriska metoden haller de lokala felen smé, vilken effekt dessa fel
har pa det globala felet beror pa differentialekvationen. Det giller att

Int1 = Y(tnt1) — Yny1 = {y(tn—i-l) - Un(tn—i-l)} + {un(tn-l-l) - yn-i-l}a
dvs.

In+1 = {Y(tnt1) — un(tng1) } + lngr- (4.4)

Eftersom y(t,) — un(trn) = gn sa dr y(tnt1) — Un(tne1) det av differentialekvationen fortplantade globala
felet fran t = t,,, se figuren igen.

Det globala felet gp,+1 dr alltsd summan av det fran det tidigare steget fortplantade globala felet och det
lokala felet [,,41.

Exempel 4.4. Lat oss betrakta testekvationen y' = Ay, for en komplex konstant A . Det giller att

y(6) = y(ta)e 1
Un(t) = yne =0,

sa
y(tn+1) n( n+1) {y( ) yn}e)‘(tn+1_tn) = gneAh
Fran (4.4) far vi da
In+1 = gnexh" + ln+1- (45)

Om Re(A) > 0 divergerar 16sningskurvorna och ju storre Re(\) r ju storre spridning far vi. Fran (4.5) ser
vi att smé lokala fel i varje steg inte medfér sma globala fel. A andra sidan om Re()) < 0 s& konvergerar
losningskurvorna och (4.5) visar att kontroll av de lokala felen ger kontroll av det globala felet.

Vi far en uppskattning av det globala felet m.h.a. de lokala felen genom upprepad anvindning av (4.5);

n+1
Atn+1—1;
Int+1 = Ze (tns1=t)y,

En metod s#gs ha noggrannhetsordning p om det lokala felet #ir O(hP*!), dvs. om det
lokala felet dr av ordning p + 1.
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Exempel 4.5. For Euler framatmetoden har vi

lny1 = un(tn+1) —Yn+1 = un(tn+1) - {yn + hf(tna yn)}

Taylorutveckling ger
2

Un(tng1) = un(tn) + hul,(t,) + %uﬁ(Tn) =

h2
=Yn + hf(tnayn) + _ulylb(’rn)a

2
s& vi har
h2 n
ln+1 = ?un(’rﬂ)a
dvs. Euler framatmetoden ir en forsta ordningens metod. Aven Euler bakat #r en forsta ordningens
metod, medan mittpunktsmetoden och trapetsmetoden &dr av andra ordningen. [ |

Det lokala felet for en flerstegsmetod kommer att bero pa hur metoden sprider tidigare lokala fel. Man
maste kriva att metoden #r stabil, dvs. att sma storningar i begynnelsevirden och hégerled i differen-
sekvationen ger endast sma storningar i dess 1osning.

4.3 Stabilitet.

Trots att konvergens dr nddvindigt for en metod skall vara anvindbar, sa #r det langt ifran tillrickligt.
Det &r av avgorande betydelse hur approximationerna {y, } beter sig for steglingder som inte gar mot noll.
En acceptabel situation &r att de berdknade y,-virdena, under inverkan av lokala fel och avrundningsfel,
har samma kvalitativa beteende som den exakta losningen y(t); dvs. att felen inte vixer allt for mycket
och forstor approximationen. Den verkliga noggrannheten hos {y,} bestims av steglingden.

Exempel 4.6. Lat oss studera hur mittpunktsmetoden fungerar pa testproblemet

{ y' =Xy, t >0
y(0) = c.
Vi far

Yo=c¢, y1=ce,

Ynt1 = Yn—1 + 2hAYn,
dér yo och y; har givits den exakta 16sningens vérden.
Man kan visa att for 16sningen till denna differensekvation giller

yn = Bre’ (L + O(h?)) + f2(=1)"e " (1 + O(h?)),
dar
Bi = c+ O(h2)N2),
Ba = O(h3X3).

Vi ser att 1osningen till differensekvationen konvergerar mot l6sningen till differentialekvationen som
O(h?).
Det finns tva parametrar 51 och (5 i losningen till det diskreta problemet men i det kontinuerliga pro-
blemets 16sning y(t) = ce* finns det bara en parameter. Den forsta termen i y,, approximerar den sokta
losningen y(¢) medan den andra termen &r en s.k. parasitlésning, den har inget med det ursprungliga
problemet att géra utan har skapats av diskretiseringen. D4 A > 0 &r detta inget problem for parasiten
dor bort med tiden, men da A < 0 blir det problem for da vixer parasiten exponentiellt med tiden.
Teckenvixlingen i parasiten gor att den diskreta 16sningen kommer att oscillera.

Figuren nedan visar hur det ser ut med A = —1 och ¢ = 2. Till vanster tog vi steglangden h = 0.1 och till
hoger h = 0.05. Forr eller senare slar parasiten igenom och f6érstor approximationen, men vi kan flytta
den tidpunkten framat genom att vilja h allt mindre.

h=0.1 h=0.05
2 2
1 1
>0 >0 'MWW
1 1
2 2
0 5 10 0 10

—-
—-
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Mittpunktsmetoden #r visserligen konvergent, men vi ser att det inte ricker for att fa ett tillfredsstéllande
uppforande. [ |

Vi behover analysera hur metoderna beter sig for fixa stegléingder, som inte gr mot noll. I allménnhet
kan denna analys bara utféras for vildigt sma klasser av ekvationer, den enklaste &r just testekvationen

y' =Xy, t>0. (4.6)

For Re(\) <0 ar alla 1osningar till (4.6) begrinsade sa det vore naturligt att kriva att foljden {y,} ocksa
skulle vara begrinsad. Analysen forenklas om man bara betraktar konstanta steglingder h.

En metod kallas absolut stabil om den for givna h och A ger begriinsade approximationer
da den anvénds pa (4.6). Mingden i komplexa planet av alla h\ for vilka detta giller
kallas metodens absoluta stabilitetsomrade.

Exempel 4.7. Om vi anvinder Euler framatmetoden pa (4.6) far vi
Ynt1 = Yn + hAyn = (L + hA)yn

och vi ser att {y,} &r begrinsad om och endast om |1 + hA| < 1, dvs. om och endast om h ligger pa
cirkelskivan med radien 1 och centrum i z = —1.

Med Euler bakatmetoden pa (4.6) far vi

Yn+1 = Yn + h)\yn+1;

dvs.
1

Ynt1 = T\

och {yn} dr begrinsad om och endast om |1—hA| = 1, dvs. om och endast om hA ligger utanfor cirkelskivan
med radien 1 och centrum i z = 1.

Mittpunktsmetodens stabilitetsomrade &r endast ett litet intervall pa imaginidra axeln (|[Im(h\)| < 1).
For trapetsmetoden far vi

1+ 3hA
Ynt+1 = T— 1 Yn»
~Lh
och stabilitetsomradet &r vinstra halvplanet, Re(hA) < 0.

I figuren ser vi stabilitetsomradena (gratonade) fér Euler framéat, Euler bakat och trapets metoderna.

EF EB Trapets
4 4
2 2
| @ :
-2 -2
-4 4
4 -2 0 2 4 0o 2

En metod vars stabilitetsomrade innehaller hA = 0 kallas nollstabil eller bara stabil och om
stabilitetsomréadet innehéaller véinstra halvplanet, Re(hA) < 0, sé kallas den A-stabil . (En sddan
metod har samma, stabilitetsegenskaper som det kontinuerliga problemet i fallet y' = \y.)

4.4 Anvindning av ode45.

For att fa effektiva metoder maste man variera steglingden s att den anpassar sig efter bl.a. variation
i l6sningen. Funktionen ode45 i MATLAB &r ett exempel pa sadana metoder. Den bygger pa ett s.k.
Runge-Kutta-Fehlberg par, en 4:e ordningens metod och en 5:e ordningens. Man anvinder skillnaden
mellan metoderna f6r att skatta det lokala felet.

Vi skall se hur man far fram losningen till ekvationen i exempel 4.2. Forst lagrar vi en beskrivning av
hogerledet i differentialekvationen (efter omskrivning till system) pa en fil blad.m:

function f=blad(t,y)
f=[y(2);-1xy(1)"3-0.05*y(2)];
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I MATLAB tar vi och sétter begynnelsetid tg = 0 , sluttid #s,; = 150 och begynnelseviirdet yo = [1,0]7.

>> t0=0; tslut=150;
>> y0=[1;0];

Sedan tar vi och later ode45 rikna fram 16sningen med kommandot
>> [t,y]=ode45(@blad,t0,tslut,y0);

Nu dr t en vektor i MATLAB med de tidpunkter (mellan tq och ts,,;) déir approximationer har riknats
fram och y #r en matris med tva kolonner, den forsta kolonnen innehaller z-virdena (liget vid de olika
tidpunkterna) och den andra innehdller z'-viirdena (hastigheten vid de olika tidpunkterna). Vi ritar upp
16sningen ¢ — (¢, z(t)) med

>> subplot(2,2,1)

>> plot(t,y(:,1))

>> axis([0 150 -1 1])

>> xlabel(’t’), ylabel(’x’)

och fasportriittet ¢ — (x(t),z' (t)) med

>> subplot(2,2,2)

>> plot(y(:,1),y(:,2))

>> axis([-1 1 -1 1]), axis(’square’) % Kvadratiskt koordinat system.
>> xlabel(’x’), ylabel(’x’’?)

Sa fick vi alltsa fram bilderna i exempel 4.2.

4.5 Ovningar.

1. Rikna fram approximationer av y(0.8), dir y(¢) &r 16sningen till problemet

{ yI:1+ty2
y(0)=0

Anvind Eulers metod med stegen 0.2 och 0.1.

Vilken approximationsordning tycks metoden ha?

2. En klotformig vattentank med radien R t0ms pa vatten genom att ett hal med radien r Oppnas i
botten. I toppen pa tanken finns ett 6ppet lufthal. Vattenstandet H ges som losningen till differen-
tialekvationen

C
H=———— 0=-r’/2,
(2R - H)VH Ve

med begynnelsevillkoret H(0) = Hy. Lat Hp =3 m, R=3m, r =0.4 m, g = 9.81 m/s?.
Bestdm H (t) numeriskt med ode45.
3. Antag att vi har en partikel med massan m = 0.1 kg som &r fastsatt i en fjiider med fjaderkonstanten

k = 0.12 N/m. Detta innebir att kraften da fjidern strickts en stricka z blir —kz. Fjiderns andra
dnda &r fastsatt i en fix punkt och partikeln kan réra sig utan friktion lings en horisontell linje.

F ;
~

k 5
/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\é/\/\/\/\/\/\ m

0 N
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4.6

Vid tiden ¢t = 0 sliépps partikeln fran vila, pa avstandet zo = 0.1 m fran jimviktspunkten, och man
vill forutséga den fortsatta rorelsen.

Infor ett koordinatsystem enligt figuren ovan med origo dir partikeln har sitt jimviktslige. D3 z

betecknar partikelns liage far vi rorelseekvationen z" = —%m.

Vi kan skriva om ekvationen som ett begynnelsevirdesproblem for ett férsta ordningens system

med begynnelsevillkoren z(0) = zq, v(0) = 0.

Los problemet numeriskt. Rita en bild av 16sningen under 30 sekunder.

Losningar.

. Vi vill beriikna en approximation av y(0.8). (Exakt giller y(0.8) = 0.919965461 ---) Med f(t,y) =

1 + ty? blir Euler framatmetoden;

Yn+l = Yn + hf(tm yn) =Yn + h(l + tnyi)

h=02|t =0 Yo =0
t1 =02 y1=yo+h(l+tys)=0+02-(1+0-0%)=0.2
ta=04 yo=y1+h(l+ty})=02+0.2-(1+0.2-0.2%) = 0.4016
t3 = 0.6 y3 =y + h(l +t2y3) = 0.4016 + 0.2 - (1 + 0.4 - 0.40162) = 0.6145
ty = 0.8 ys=ys+h(l+t3y7) =0.6145+0.2- (1 + 0.6 - 0.6145%) = 0.8598

y(0.8;0.2) = 0.8598 med felet 0.0601 - - -

h=0.1 t(]:O yOZO

t1 =0.1 :y0+h(1+t0y§) :0+01(1+002):01

ta=0.2 yo=y1+h(l+t9?)=0.14+0.1-(1+0.1-0.1%) = 0.2001

ts = 0.3 y3 = ys + h(1+ tay?) = 0.2001 + 0.1 - (1 + 0.2 - 0.20012) = 0.3009

ts =0.8 ys =yr+h(l+try2) =---=0.8854

y(0.8;0.1) = 0.8854 med felet 0.0345 - - -

Eftersom felet ungefiir halveras da vi halverar steglingden s bekritas att Euler framatmetoden &r
av 1l:a ordningen.

. >> f=inline(’C/(2*%R-H)/sqrt(H)’,’t’,’H’, ...

;dumy;’7c;’:R:) Héjden — H(t)
- 3
£ =
Inline function: 25
f(t,H,dummy,C,R) = C/(2*R-H)/sqrt (H)
>> H0=3; R=3; r=0.4; g=9.81; C=-r"2*sqrt(2*g);

>> tmax=21; 15
>> tidsint=linspace(0,tmax,100); 1
>> [t,H]=o0de45(f,tidsint ,HO0,[],C,R); 05
>> plot(t,H) '
% 5 10 15 20 25

tiden -t (i sek)
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3. Vi infor ett koordinatsystem med origo dir partikeln
har sitt jamviktslige. Da = betecknar partikelns lige

far vi rorelseekvationen z' = —%x med z(0) = zo och

z'(0) = 0.
Vi skriver om till system 15 /‘/
' =wv, z(0) =x¢ 05
v'=—%g 00)=0 >
och 16ser med ode45. g %
I
>> dudt=inline(’ [u(2) ;-k*u(1)/m]’,’t’,’u’, ... -0.5 .’ o
’du.mmy’ s 1k . ’m;) ;
>> k=0.12; m=0.1; tmax=30; u0=[0.1;0]; 7
>> tidsint=linspace(0,tmax,100); S

>> [t,u]=ode45(dudt,tidsint,u0, [],k,m);

-1 0 Tiden t

Laget x

>> plot3(t,u(:,1),u(:,2)), axis(’square’)
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Appendix A - Interpolation.

Lat f vara en skaldr funktion i en variabel, dvs. f : IR — IR. Antag att vi har n + 1 olika punkter
Xo,T1,- -, %, med motsvarande funktionsvirden f; = f(x;),7 =0,1,---,n, och vill bestimma en lamplig
funktion P som interpolerar dessa virden, dvs. som uppfyller

P(.’L‘z) :fi,iZO,l,'-',TL.

Vanligt &r att anvinda ett polynom av grad n eller styckvisa polynom, s.k. spline-interpolation.

Polynominterpolation.

Interpolationspolynomet P,, av grad n #r entydigt bestimt, men man kan ansitta polynomet pa olika
satt. En ofta praktisk ansats &r Newtons ansats

Po(z) = co+ c1(x — o) + ca(x — x0)(® — 1) + - - -

+ep(x —20) (@ — 1) -+ (T — Tp1)-

Interpolationskraven P, (z;) = f;,4=0,1,---,n ger

Pr(z0) = co = fo,
Pn(ml) =cCo + 01(55'1 - IL‘()) = f1,

P, (zy) = co + ¢1(xn — o) + co(xn —20)(@p —21) + -+
+en(Tn — 20)(Tn — 1) -+ (T — Tn—1) = fa-

Detta dr ett nedat triangulirt linjirt ekvationssystem med koefficienterna cg, ¢y, - - -, ¢, som obekanta.
Man loser ldtt detta system genom framatsubstitution.

En annan ansats dr Lagranges ansats

(z — z;)
(zi — ;)

s

Py (z) = Zfi li(z), lLi(z)=

[
I
~. 0

Vi observerar att I;(z;) = 1, om ¢ = j, annars 0. Fér n = 1 far vi

r — I r — Xg

Pi(z) = fo

1
To — I1 I — Zo

och fér n = 2 far vi

(x — zo)(z — 1)
(z2 — 0)(2 — 71)

(x — zo)(x — x2)
(21 — 20)(21 — 22)

(x —z1)(x — x2)
(zo — 1)(0 — 22)

Py(z) = fo + f1 + fo

Nu skall vi se hur vil f(z) approximeras av P,(x).

Om f(z) har n + 1 kontinuerliga derivator si giller for interpolationsfelet;
(n+1)
@)= Pale) = 5 0 = ) = 1) -0 = 20)
med £(x) nagonstans mellan zg,z1,- -, 2z, och z.

Férklaring: Lat e(z) = f(z) — Pp(x) och g(z) = (x —x0)(x —21) - - - (& — 2,) och bilda w(t) = e(z)g(t) —
e(t)g()-

D3 giller w(z) = 0 och w(z;) =0,i=0,1,---,n eftersom g(z;) = e(x;) = 0.
Alltsd har w de n + 2 nollstillena xg,z1,- -, %,z och upprepad anvindning av Rolles sats ger att
w™t ) (£(z)) = 0 for nagot &(z) mellan 29,21, - - -, &, och z.

Nu har vi w1 (t) = e(2)g™tV (t) — etV (t)g(z), men etV (t) = fF+(¢) och gtV (t) = (n 4 1)!

for alla t sa
0=w"t (E(x)) = e(x)g" (E(x)) — eV (E(2))g(x) =
= (n+1)le(z) — f(E(2))g(x)
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och resultatet foljer. [ |

Interpolation av vissa funktioner med polynom av hogt gradtal kan uppfora sig illa. Felet kan bli mycket
stort vilket man kan se om man interpolerar funktionen

1

@) = 1355

paintervallet —1 < z < 1, med polynom av hogt gradtal och ekvidistanta interpolationspunkter. I figuren
nedan ser vi resultatet fér n = 3,4, 5,8, tkar man gradtalet si blir resultatet bara dnnu séimre. Det som

intraffar brukar kallas Runges fenomen.

Gradn=3 Gradn=4

15 15

-0.5 -0.5
-1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Gradn=5 Gradn=28
1.5 1.5

40



