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1 Introduktion.Det h�ar kompendiet handlar om hur man l�oser n�agra olika typer av matematiska problem, som oftauppst�ar i teknik oh naturvetenskap, med hj�alp av dator. Inom �amnesomr�adet numerisk analys utveklaroh analyserar man metoder f�or att l�osa s�adana problem. Det �ar ett speialiserat omr�ade som det kr�avsganska god kunskap i matematik f�or att man skall kunna tr�anga in i.F�or att f�a relativt l�attillg�angliga ber�akningsverktyg har man samlat datorprogram, d�ar man implemen-terat dessa numeriska metoder, i paket f�or olika ber�akningsuppgifter, s.k. matematisk programvara.Vi kommer anv�anda matematisk programvara f�or de olika klasser av matematiska problem som vi skallbehandla. Den typiske anv�andaren av matematisk programvara �ar inte expert p�a numerisk analys utanvill bara kunna utf�ora ber�akningar f�or att f�a svar p�a fr�agor inom sitt eget �amnesomr�ade. Man m�aste �and�aha en del kunskap om de numeriska metoder som anv�ands i den matematiska programvaran f�or att kunnaanv�anda den p�a ett tillfredst�allande s�att. D�arf�or kommer vi oks�a att presentera en del av de numeriskametoder som programvaran bygger p�a.Resten av det h�ar avsnittet behandlar n�agra grundl�aggande begrepp inom numerisk analys, n�agot omhur datorer r�aknar oh slutligen n�agot om matematisk programvara.1.1 V�agen till ber�akningsresultat.Givet en matematisk modell f�or ett experiment eller en konstruktion s�a leder de esta fr�agest�allningarfram till att man vill l�osa ett matematiskt problem av n�agot slag.Med hj�alp av matematisk analys kan man komma fram till resultat om existens oh egenskaper hosl�osningen till ett matematiskt problem. Om det matematiska problemet kommer fr�an en matematiskmodell inom t.ex. mekaniken s�a �ar det rimligt att v�anta sig att det existerar en entydigt best�amd l�osningtill problemet som beror kontinuerligt p�a indata, annars vore modellen inte anv�andbar. Ett matematisktproblem som har dessa egenskaper kallas r�attst�allt.Ibland kan man oks�a skriva upp en formel f�or l�osningen, dvs. ge den p�a sluten form. Vanligen m�asteman, f�or att man skall kunna f�a en l�osning p�a sluten form, f�orenkla det matematiska problemet s�a kraftigtatt det kanske inte alls beskriver verkligheten l�angre.Med numerisk analys f�ors�oker man ist�allet hitta en approximativ l�osning direkt till det ursprungligaproblemet.Exempel 1.1. L�at oss betrakta en matematisk pendel. En masspunkt med massan m h�anger i en viktl�ossmal stav av l�angden L. ����������������������������������������dAAAAAAA?t mmgL
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Med betekningarna i �guren oh Newtons andra lag f�ar vi r�orelseekvationen�00 + gL sin(�) = 0:Man kan visa att det f�or givna begynnelsev�arden p�a hastighet oh l�age �nns en entydigt best�amd l�osningsom beror kontinuerligt p�a indata. Problemet �ar allts�a r�attst�allt. Det g�ar dok inte att skriva upp enl�osning p�a sluten form. D�aremot kan man f�or sm�a utslagsvinklar approximera sin(�) med � oh f�ar d�aden linj�ara ekvationen �00 + gL� = 0med l�osningen �(t) = A sin�r gLt�+B os�r gLt� ;1



d�ar A oh B �ar konstanter som best�ams entydigt av begynnelsev�ardena.F�or st�orre utslagsvinklar ger den f�orenklade ekvationen helt andra l�osningar �an den ursprungliga ekva-tionen oh blir d�armed helt meningsl�os.D�aremot kan man med numeriska metoder, som vi skall ta fram senare i kursen, hitta en godtykligt braapproximation av l�osningen till den ursprungliga ekvationen.Numeriskt problem oh algoritm.Ett matematiskt problem inneh�aller ofta o�andligt myket information. F�or att vi skall kunna behandladet med datorn m�aste vi approximera det matematiska problemet med ett numeriskt problem med bara�andligt myket information som kan representeras i datorn, dvs. ett �andligt antal tal med �andligt antalsi�ror. Vi g�or d�a en s.k. diskretisering av problemet. Exempel p�a diskretisering �ar d�a vi ers�atter eno�andlig serie med en partialsumma eller en di�erentialekvation med en di�erensekvation. Vid en s�adandiskretisering uppst�ar ett s.k. diskretiseringsfel.Exempel 1.2. Om vi inf�or fram�atdi�erenskvotenD+(h)y(x) = y(x+ h)� y(x)hoh entraldi�erenskvoten D+D�(h)y(x) = y(x+ h)� 2y(x) + y(x� h)h2s�a �ar de approximationer av derivatorna y0(x) respektive y00(x). Senare i kursen kommer vi visa att 1y0(x) = D+(h)y(x) +O(h)oh y00(x) = D+D�(h)y(x) +O(h2)H�ar har vi m�att p�a hur noggranna approximationerna �ar, dvs. hur stora diskretiseringsfelen �ar. 2Vi kommer anv�anda di�erensapproximationer bland annat f�or att approximera l�osningar till di�erentia-lekvationer (som i exempel 1.1). Hur noggrann denna approximation blir, beror bl.a. av diskretiseringsfeleni approximationen av derivatorna.Med en numerisk algoritm f�or ett numeriskt problem avses en fullst�andig beskrivning av en f�oljd avv�alde�nierade operationer, genom vilken varje till�aten upps�attning indata transformeras till en upps�attningutdata. Algoritmen brukar implementeras i form av ett datorprogram av �andlig l�angd oh som �ar exe-kverbart p�a �andlig tid.F�orhoppningsvis �ar utdata fr�an den numeriska algoritmen en god approximation av l�osningen till detmatematiska problemet. Att unders�oka om s�a �ar fallet �ar en uppgift f�or den numeriska analysen.Stabilitet.Ett problem (matematiskt eller numeriskt) kallas stabilt eller v�alkonditionerat om sm�a f�or�andringar iindata till problemet leder till endast sm�a f�or�andringar i l�osningen till problemet. St�orningar i indataf�orekommer ofta. Indata kan vara m�atdata av begr�ansad noggrannhet eller reella tal som m�aste approx-imeras med ett �xt antal si�ror f�or att kunna lagras i datorn.En algoritm kallas stabil eller v�alkonditionerad om den ger exakt l�osning till ett problem som �ar n�aradet ursprungliga problemet, dvs. exakt l�osning till ett st�ort problem. Genom s.k. bak�atfelanalys f�ors�okerman ge begr�ansningar p�a storleken av dessa st�orningar.I �guren nedan till v�anster ser vi hur en stabil algoritm beter sig f�or ett stabilt problem. Ist�allet f�orl�osningen x till problemet P s�a ger algoritmen l�osningen x� till problemet P �. Eftersom algoritmen�ar stabil s�a ligger P � n�ara P . Nu �ar problemet stabilt s�a x� ligger n�ara x. Allts�a har vi f�att en braapproximation av den exakta l�osningen till det givna problemet.1I matematikboken beskrivs stort ordo p�a sid. 356.2Nu skall vi se varf�or det blir s�a. Taylorutvekling av y runt x gery(x + h) = y(x) + y0(x)h+ y00(x)2 h2 + y(3)(x)6 h3 + y(4)(x)24 h4 + � � �y(x � h) = y(x) � y0(x)h+ y00(x)2 h2 � y(3)(x)6 h3 + y(4)(x)24 h4 � � � �Subtraktion resp. addition ger resultaten. 2



P �P --x�x P �P���������:XXXXXXXXXz x�xTill h�oger i �guren ser vi hur en stabil algoritm beter sig f�or ett instabilt problem. Ist�allet f�or l�osningen xtill problemet P s�a ger algoritmen l�osningen x� till problemet P �. Eftersom algoritmen �ar stabil s�a liggerP � n�ara P . Men nu �ar problemet instabilt s�a x� ligger inte n�ara x. Allts�a har vi inte lykats f�a en braapproximation av den s�okta l�osningen. Algoritmen kan givetvis inte trolla bort instabiliteten i problemet.Eftersom numeriska algoritmer kan ha olika grad av stabilitet �ar det viktigt att v�alja algoritm med tankep�a detta. Instabila algoritmer kommer vi �overhuvudtaget inte anv�anda oss av.1.2 Noggrannhetsanalys.L�at x betekna ett exakt v�arde oh ~x en approximation av x ( n�armev�arde till x). F�or det absoluta feleti ~x inf�or vi betekningen ex = ~x� x�Aven Æx kommer att anv�andas f�or att betekna det absoluta felet, speiellt d�a vi inte direkt ser det somett fel utan snarare som en os�akerhet eller variation.Oftast k�anner vi inte x utan bara ~x oh f�ar d�a ge en gr�ans f�or storleken p�a det absoluta felet. Dennagr�ans beteknar vi med Ex, dvs. jexj � ExHar man en approximation ~x oh en gr�ans f�or absoluta felet Ex s�a vet vi om x att~x�Ex � x � ~x+ExDetta brukar oks�a skrivas x = ~x�Ex.Det �ar rimligt att s�atta felet i relation till hur stor en kvantitet �ar. Vi inf�or f�oljande betekning f�or detrelativa felet i ~x rx = exx = ~x� xx (om x 6= 0)Med denna betekning g�aller ~x = x(1 + rx)som �ar bra att utnyttja i vissa sammanhang. F�or gr�ansen p�a storleken av relativa felet anv�ander vibetekningen Rx, dvs. jrxj � Rx:En approximation ~x av x s�ags ha t korrekta deimaler omjexj � 12 � 10�t:Om ~x har k inledande nollor s�a s�ager vi att ~x har s = t � k signi�kanta si�ror. Detta g�aller f�or ~x medbelopp mindre �an 1. Om vi t.ex. har talet 7100� 50 s�a s�ager vi att approximationen har 2 signi�kantasi�ror.Felfortplantning.Vi k�anner en approximation ~x av x oh vill ber�akna f(x). Det vi kan g�ora �ar att ber�akna f(~x). Vad g�allerd�a f�or ef = f(~x)� f(x)Vi tar oh Taylorutveklar f runt ~xf(x) = f(~x� (~x� x)) = f(~x� ex) = f(~x)� f 0(~x)ex + f 00(~x)2 e2x � � � �3



som ger ef = f(~x)� f(x) = f 0(~x)ex � f 00(~x)2 e2x + � � �Vi �ar intresserade av storleksordningen p�a ef , s�a om f 0(~x) 6= 0 oh ex litet kan vi bortse ifr�an h�ogrepotenser av ex oh f�ar den s.k. felfortplantningsformelnef � f 0(~x)exExempel 1.3. Betrakta triangeln ������s sd�ar vi inte k�anner sidan s exakt, utan s = ~s�Es. Triangelns area �arA(s) = 12s2oh vi vill veta med vilken noggrannhet den kan best�ammas. Vi har A0(s) = s s�a vi f�ar att eA � A0(~s)es =~ses1.3 Talrepresentation i datorn oh yttalsaritmetik.Om man vill kunna hantera b�ade (till belopp) myket sm�a oh myket stora tal i datorn s�a �ar det intel�ampligt att arbeta med ett �xt antal deimaler, utan man arbetar ist�allet med ett �xt antal si�ror, s.k.yttal.Tal representeras d�a p�a formen x = �m�emed 1 � m < � (normalisering som g�or representationen entydig), � = �1 oh L � e � U ett heltal. H�arkallas � f�or basen (vanligen 2 eller 16), m f�or mantissan oh e f�or exponenten. Om vi l�ater t vara antaletsi�ror i br�akdelen av m s�a kan ett allm�ant yttalssystem karakteriseras genom (�; t; L; U).Om resultatet vid en ber�akning ger ett yttal med e > U har man ett s.k. �overspill (overow). Motsva-rande d�a e < L kallas underspill (underow).Ber�akningar kan givetvis inte g�oras exakta utan avrundningsfel uppst�ar eftersom datorn r�aknar med ett�andligt �xt antal si�ror. F�orlust av relativ noggrannhet p.g.a. kanellation av si�ror (vid subtraktion avtv�a n�astan lika tal) oh utskiftning (vid addition av tal med v�asentligt olika storleksordning) �ar sv�arighetersom man ofta helt eller delvis kan ta sig f�orbi genom omskrivningar.En standard f�or bin�ar yttalsaritmetik antogs 1985 av den amerikanska organisationen IEEE. Standardende�nierar fyra olika format f�or yttal, grundformat oh ut�okat format b�agge i enkel oh dubbel preision.Grundformatet i enkel preision anv�ander 1 ord = 32 bitar med 1 bit f�or teken, 8 bitar f�or exponentenoh 23 bitar f�or br�akdelen.0 8 31� e fDet inneb�ar att L = �126 oh U = 127. F�or v�ardet v av ett lagrat tal g�aller:(1). Om e = 255 oh f 6= 0 s�a �ar v = NaN (Not-a-Number).(2). Om e = 255 oh f = 0 s�a �ar v = (�1)�1.(3). Om 0 < e < 255 s�a �ar v = (�1)�(1:f)2e�127.(4). Om e = 0 oh f 6= 0 s�a �ar v = (�1)�(0:f)2�126 (gradvis underspill).(5). Om e = 0 oh f = 0 s�a �ar v = (�1)�0. 4



Normalfallet �ar (3). Normaliseringen g�or att heltalssi�ran alltid �ar en 1:a som d�arf�or inte beh�over lagras.Vi ser att exponenten �ar lagrad f�orskjuten.Fall (1) NaN kan t.ex. uppst�a vid en operation 0=0 eller kvadratroten ur ett negativt tal. �Overspillrepresenteras av (2). Vanligen s�atts resultatet till noll vid underspill, i standarden f�oreskrivs dok gradvisunderspill, fall (4).Grundformatet i dubbel preision anv�ander 2 ord = 64 bitar med 1 bit f�or teken, 11 bitar f�or exponentenoh 52 bitar f�or br�akdelen. Detta ger L = �1022 oh U = 1023. Flyttalssystemen vid IEEE-standard �arallts�a (2, 23, -126, 127) vid enkel preision oh (2, 52, -1022, 1023) vid dubbel preision.Standarden f�oreskriver ett minsta antal bitar f�or det ut�okade formatet. Vanligen har man anv�ant 80 bitarf�or b�ade enkel oh dubbel preision. De 80 bitarna r�aker preis till f�or dubbel preision.F�or yttalsrepresentationen av x, ofta beteknad fl(x), kan det relativa avrundningsfelet uppskattas medjx� fl(x)jjxj � �;d�ar � = 12��t kallas avrundningsenheten (t �ar antal si�ror i br�akdelen). Denna relation kan oks�a skrivasfl(x) = x(1 + r) med jrj � �Av detta ser vi att yttalen ligger t�atare n�ara det till belopp minsta talet �an n�ara det till belopp st�orstatalet.Implementeringar av standarden skall inneh�alla bl.a. de fyra r�aknes�atten, kvadratrotsfunktion oh kon-vertering bin�art-deimalt. N�ar alla operander �ar normaliserade, skall en operation utf�oras s�a att resultatet�ar lika med det avrundade resultatet av samma operation utf�ord med o�andlig preision, dvs.fl(x op y) = (x op y)(1 + r) jrj � �Standarden spei�erar att avrundning skall ske enligt de regler vi �ar vana vid.Vid s.k. fram�atanalys f�oljer man upp alla ber�akningar oh avrundningar f�or att f�a en uppskattning avhur myket det ber�aknade v�ardet skiljer sig fr�an det exakta.Tidigare n�amnde vi den s.k. bak�atanalysen, som kan vara enklare att anv�anda vid mer komplieradealgoritmer. H�ar uppfattades den erh�allna approximationen som exakt l�osning till ett st�ort problem, dvs.med avvikelse i indata, oh alla ber�aknings- oh avrundningsfel relateras till fel i indata.1.4 �Ovningar.1. L�at x = 1:00�0:005 oh y = 2:00�0:01. Best�am gr�anser f�or absoluta oh relativa felen i produktenxy respektive kvoten xy .2. Linsformeln 1f = 1a + 1bger ett samband mellan f�orem�alsavst�andet a, bildavst�andet b oh br�annvidden f . Vad g�aller f�or fom vi har f�oljande os�akerhet i indata, a = 200� 1 oh b = 100� 0:5?3. Antag att vi st�ar framf�or ett torn oh att avst�andet till tornet �ar 30�1 m. Vidare �ar vinkeln mellanmarkplanet oh siktlinjen upp till tornets topp 19� 1 Æ. Hur h�ogt �ar tornet?4. Ge en felgr�ans f�or felet i y = os(x) d�a x = 0� 0:001. T�ank dig f�or innan du anv�ander felfortplant-ningsformeln.5. Vi vill ber�akna f = x2 � y2 (x oh y lagrade i datorn) med hj�alp av yttalsaritmetik oh v�aljermellan algoritmernaAlgoritm 1 : t1 = x2; t2 = y2; f1 = t1 � t2Algoritm 2 : s1 = x+ y; s2 = x� y; f2 = s1s2(a) Ange det absoluta felet i det ber�aknade v�ardet f�or de b�ada fallen.(b) Kan man garantera att det relativa felet blir litet f�or n�agon av algoritmerna?5



1.5 L�osningar.1. Vi har x = 1:00� 0:005 oh y = 2:00� 0:01. F�or multiplikationen f�ar vixy � (~x +Ex)(~y +Ey) = 1:005 � 2:01 = 2:02005xy � (~x �Ex)(~y �Ey) = 0:995 � 1:99 = 1:98005dvs. 1:98005 � xy � 2:02005. Som approximation av z = xy tar vi~z = 1:98005+ 2:020052 = 2:00005med Ez = 2:02005� 1:980052 = 0:02oh Rz � 0:01, eftersom jrz j = jezjjzj � Ez1:98005 = 0:01010075 � � �F�or divisionen f�ar vi xy � ~x+Ex~y �Ey = 1:0051:99 = 0:5050251 � � �< 0:505026xy � ~x�Ex~y +Ey = 0:9952:01 = 0:4950248 � � �> 0:495024dvs. 0:495024< xy < 0:505026, oh som approximation av z = xy tar vi~z = 0:495024+ 0:5050262 = 0:500025med Ez = 0:505026� 0:4950242 = 0:005001 � 0:005oh Rz � 0:01, eftersom jrz j = jezjjzj � Ez0:495024 = 0:0101025 � � �2. Vi skall ber�akna f d�a 1f = 1a + 1b , med a = 200� 1 oh b = 100� 0:5. Direkt r�akning ger1f � 1~a�Ea + 1~b�Eb = 1199 + 199:5 = 166:333 � � �1f � 1~a+Ea + 1~b+Eb = 1201 + 1100:5 = 167varav 66:333 � � � � f � 67. S�a vi tar ~f = 66:667 med jef j = j ~f � f j � 0:334, dvs. Ef = 0:334, ohRf � 0:005.3. H�ojden ges av h = s tan(v)
v

s

htan(v) v�axande p�a ��=2 � v � �=2) 29 tan(18Æ) � h � 31 tan(20Æ)F�oljer att 9:422::: � h � 11:283::: eller h = 10:35� 0:936



4. Vi har y(x) = os(x) oh ~x = 0 med jexj � 0:001. Felfortplantningsformeln ey � y0(~x)ex dugerinte ty y0(~x) = y0(0) = � sin(0) = 0. Vi skulle f�a ey � 0 men vi m�aste f�a fram storleksordningen.Taylorutvekling runt ~x gery(x) = y(~x) + y0(~x)(x � ~x) + 12y00(~x)(x � ~x)2 + � � � �� y(~x)� y0(~x)ex + 12y00(~x)e2xEftersom y0(~x) = 0 f�ar vi ey � � 12y00(~x)e2x. Nu �ar y00(x) = � os(x) s�a vi f�ar jeyj<� 12e2x � 12 � 10�6.5.(a) F�or algoritm 1 f�ar vi fl(fl(x2)� fl(y2)) = (x2(1 + r1)� y2(1 + r2))(1 + r3);d�ar jr1j � �, jr2j � � oh jr3j � �. Om vi utveklar h�ogerledet f�ar vix2(1 + r1 + r3 + r1r3)� y2(1 + r2 + r3 + r2r3) == x2 � y2 + r3(x2 � y2) + r1x2 � r2y2 + x2r1r3 � y2r2r3S�a f�or det absoluta felet g�allerfl(x2 � y2)� (x2 � y2) � r3(x2 � y2) + r1x2 � r2y2d�ar vi bortsett fr�an termer som �ar av storleksordningen O(�2).F�or algoritm 2 f�ar vi (med jr1j � �, jr2j � � oh jr3j � �)fl(fl(x+ y) � fl(x� y)) == ((x+ y)(1 + r1)(x � y)(1 + r2))(1 + r3) == (x2 � y2)(1 + r1)(1 + r2)(1 + r3) == (x2 � y2)(1 + r1 + r2 + r3 + r1r2 + r1r3 + r2r3 + r1r2r3)S�a f�or det absoluta felet g�allerfl((x+ y)(x� y))� (x2 � y2) � (x2 � y2)(r1 + r2 + r3)d�ar vi bortsett fr�an termer som �ar O(�2).(b) F�or algoritm 1 f�ar vi relativa felet � r3 + r1x2 � r2y2x2 � y2d�ar den sista termen kan bli obegr�ansat stor d�a jxj � jyj, medan f�or algoritm 2 f�ar virelativa felet � r1 + r2 + r3som begr�ansas av 3� oberoende av x oh y. S�a algoritm 2 �ar b�attre �an algoritm 1.
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2 Ikelinj�ara ekvationer.Vi skall studera numerisk l�osning av ikelinj�ara ekvationer,f(x) = 0; (2:1)d�ar f �ar en skal�ar funktion i en variabel, dvs. f : IR! IR.En rot x� till ekvationen f(x) = 0 kallas en enkelrot om derivatan f 0(x�) 6= 0 annars kallas den enmultipelrot. Om f 0(x�) = � � � = f (m�1)(x�) = 0 men f (m)(x�) 6= 0 s�a s�ager man att x� har multipliitetenm. F�or en multipelrot x� g�aller att tangenten till grafen av f i x = x� sammanfaller med x-axeln.Exempel 2.1. Betrakta ekvationenf(x) � x4 � 6x3 + 12x2 � 10x+ 3 = 0:I �guren till v�anster ser vi r�otterna till denna ekvation som sk�arningspunkterna mellan funktionens grafoh x-axeln. Derivering ger f 0(x) = 4x3 � 18x2 + 24x� 10f 00(x) = 12x2 � 36x+ 24f 000(x) = 24x� 36Eftersom f(1) = f 0(1) = f 00(1) = 0 men f 000(1) = �12 6= 0 s�a �ar x = 1 en trippelrot till ekvationen ohx = 3 �ar en enkelrot d�a f(3) = 0 men f 0(3) = 8 6= 0.
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Till h�oger i �guren har vi �andrat koeÆienten framf�or x2-termen med knappt 1% till 12.1. Vi f�ar d�a tv�a(reella) r�otter x = 1:5488 oh x = 2:8746, en f�or�andring med 55% resp. 4%.Av det h�ar exemplet ser vi att det �ar tveksamt om man �overhuvud taget skall f�ors�oka best�amma multi-pelr�otter.N�ar vi vill best�amma r�otterna till en ekvation f(x) = 0, ritar vi f�orst upp grafen till funktionen f oh g�oren grov lokalisering av dem, f�or att sedan best�amma dem noggrant. Om vi har en enkel rot s�a f�ar vi entekenv�axling hos funktionen f i ett intervall runt roten. Vi kan d�a anv�anda den s.k. intervallhalverings-metoden f�or att f�a en noggrann best�amning av roten. Man delar d�a intervallet i mitten oh beh�aller det avdelintervallen d�ar funktionen v�axlar teken. Sedan upprepar man detta f�orfarande tills det kvarvarandeintervallet �ar tillr�akligt litet.Intervallhalveringsmetoden kan formuleras;Givet ett intervall I(0) = [a; b℄ med tekenv�axling, dvs. f(a) � f(b) < 0 best�am en f�oljd avintervall fI(k)g enligt,I(k) = � [a; a+b2 ℄; om f(a) � f(a+b2 ) < 0[a+b2 ; b℄; annars ; k = 1; 2; � � �Exempel 2.2. L�at oss se p�a ekvationen f(x) � tan(x) � x = 0Vi ritar linjen y = x oh kurvan y = tan(x) oh �nner r�otterna som x-koordinaterna f�or sk�arningspunkternamellan linjen oh kurvan. Fr�an grafen kan vi kanske se att vi har den minsta positiva roten i intervallet4:4 � x � 4:6 oh den n�ast minsta i 7:6 � x � 7:8. 9
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Vi anv�ander intervallhalveringsmetoden utg�aende ifr�an dessa intervall. I Matlab skulle det kunna se uts�a h�ar (f�or den minsta positiva roten)>> a=4.4; fa=tan(a)-a;>> b=4.6; fb=tan(b)-b;>> fa*fbans =-5.5539Vi ser att vi har en tekenv�axling oh forts�atter med>> for k=1:20m=(a+b)/2; fm=tan(m)-m; disp([m fm℄)if fa*fm<0b=m; fb=fm; % Tekenv�axling mellan a oh m, [a,m℄ nytt intervall.elsea=m; fa=fm; % Tekenv�axling mellan m oh b, [m,b℄ nytt intervall.endendResultatet ser vi i tabellen; medelpunkten i de reduerade intervallen samt storleken p�a f i medelpunkten.k x(k) f(x(k))0 4.50000000000000 0.137332054551181 4.45000000000000 -0.726731427052042 4.47500000000000 -0.341933096003743 4.48750000000000 -0.116078460464614 4.49375000000000 0.006886852522995 4.49062500000000 -0.055491255627776 4.49218750000000 -0.024530830955617 4.49296875000000 -0.008879757227178 4.49335937500000 -0.001010971640199 4.49355468750000 0.0029343008983510 4.49345703125000 0.0009607559611711 4.49340820312500 -0.0000253348545012 4.49343261718750 0.0004676537806113 4.49342041015625 0.0002211452722314 4.49341430664063 0.0000979016614515 4.49341125488281 0.0000362825166716 4.49340972900391 0.0000054736094017 4.49340896606445 -0.0000099306779818 4.49340934753418 -0.0000022285481519 4.49340953826904 0.0000016225271620 4.49340944290161 -0.0000003030113710



Fr�an v�art exempel ser vi att intervallhalvering konvergerar myket l�angsamt. Om vi tar x(k) som desuessiva intervallens mittpunkter s�a g�aller attjx(k) � x�j � 12k jx(0) � x�jF�or att f�a en ny korrekt deimal i approximationen av x� m�aste vi i snitt g�ora 3.32 halveringar (2k = 10)k � 3:32). Detta �ar en alltf�or l�angsam konvergens f�or praktiska till�ampningar. Vi ber�aknar funktionen fvid varje delning, men vi anv�ander bara funktionsv�ardets teken. Vi beh�over mer e�ektiva metoder sominte �odslar ber�akningskraft p�a detta s�att. S�adana skall vi se p�a nu.2.1 N�agra iterationsmetoder.En iterationsmetod �ar en metod som utg�aende ifr�an en f�orsta approximation x(0) av en rot x� till ekva-tionen f(x) = 0 genererar en talf�oljd fx(k)g1k=0 som f�orhoppningsvis konvergerar mot x�, dvs. s�adan attlimk!1 x(k) = x�.Om fx(k)g1k=0 �ar en talf�oljd som konvergerar mot x�, s�a �ar konvergensordningen det st�orstapositiva talet q, s�adant att limk!1 jx(k+1) � x�jjx(k) � x�jq = C <1:C kallas den asymptotiska felkonstanten. Om q = 1 s�a s�ags konvergensen vara linj�ar, om1 < q < 2 s�a s�ags konvergensen vara superlinj�ar oh om q = 2 s�a s�ags konvergensen varakvadratisk.Newtons metod.Antag att x(0) �ar en approximation av en rot till ekvationen f(x) = 0.Taylorutveklingen runt x(0) ger; f(x) � f(x(0)) + f 0(x(0))(x � x(0)): (2:2)Vi f�ar en lokal linj�ar modell av ekvationen genom att s�atta h�ogerledet i (2.2) till 0;f(x(0)) + f 0(x(0))(x � x(0)) = 0oh l�osa ut x som vi tar som n�asta approximation x(1) av roten.I �guren nedan ser vi hur vi utg�aende ifr�an startapproximationen x(0) r�aknar fram x(1) genom att lokaltapproximera f med tangentlinjen oh f�olja den ned till x-axeln.
x(0) x(1) x(2) x�Allm�ant kan Newtons metod formuleras;Givet en approximativ l�osning x(0) av f(x) = 0, best�am en f�oljd av approximationerfx(k)g enligt, x(k+1) = x(k) � f(x(k))f 0(x(k)) ; k = 0; 1; � � � (2:3)Om startapproximationen ligger tillr�akligt n�ara en rot s�a konvergerar iterationerna mot denna rot. Enol�amplig startapproximation leder till att Newtons metod divergerar.Exempel 2.3. �Aterigen ser vi p�a ekvationen i exempel 2.2. Vi har f(x) = tan(x) � x med derivatanf 0(x) = tan2(x). Om vi tar x(0) = 4:5 som startapproximation f�ar vi med Matlab11



>> x=4.5; f=tan(x)-x; disp([x f℄)>> for k=1:5fprim=tan(x)^2;x=x-f/fprim;f=tan(x)-x; disp([x f℄)endSom ger f�oljande resultat k x(k) f(x(k))0 4.50000000000000 0.137332054551181 4.49361390274320 0.004131873789262 4.49340965501325 0.000003979680773 4.49340945790925 0.000000000003694 4.49340945790906 0.000000000000005 4.49340945790906 0.00000000000000Vi ser att vi f�ar myket snabb konvergens, antal korrekta deimaler f�ordubblas ungef�ar i varje steg.Om x� �ar roten s�a ger Taylorutvekling runt x(k);0 = f(x�) = f(x(k)) + f 0(x(k))(x� � x(k)) + 12f 00(�(k))(x� � x(k))2;d�ar �(k) ligger mellan x� oh x(k). Fr�an (2.3) har vif 0(x(k))(x(k+1) � x(k)) = �f(x(k)):Addition av dessa uttryk oh en omyttning gerf 0(x(k))(x(k+1) � x�) = 12f 00(�(k))(x� � x(k))2:S�a om f 0(x(k)) 6= 0 s�a g�aller jx(k+1) � x�j = jf 00(�(k))jj2f 0(x(k))j jx(k) � x�j2;dvs. om Newtons metod konvergerar mot en enkelrot3 s�a �ar konvergensen kvadratisk oh den asymptotiskafelkonstanten blir C = jf 00(x�)jj2f 0(x�)j :Kvadratisk konvergens inneb�ar att n�ara roten f�ar vi ungef�ar en f�ordubbling av antalet korrekta deimaleri varje iteration.Sekantmetoden.F�or att f�a en metod som inte anv�ander derivator kan man ers�atta f 0(x(k)) i Newtons metod med endi�erensapproximation f 0(x(k)) � f(x(k))� f(x(k�1))x(k) � x(k�1) ;oh f�ar d�a sekantmetoden;Givet tv�a approximationer x(0) oh x(1) av l�osningen till f(x) = 0, best�am en f�oljd avapproximationer fx(k)g enligt,x(k+1) = x(k) � f(x(k)) x(k) � x(k�1)f(x(k))� f(x(k�1)) ; k = 1; 2; � � �Geometriskt kan vi tolka metoden som att vi drar sekanten mellan tv�a punkter p�a grafen oh f�oljer dentills den sk�ar x-axeln.3Om vi har en multipelrot s�a blir konvergensen endast linj�ar f�or Newtons metod oh asymptotiska felkonstanten blirC = m�1m , d�ar m �ar rotens multipliitet. 12



x(0) x(1) x(2) x(3)x�Exempel 2.4. Samma ekvation som f�orut, dvs. f(x) � tan(x) � x = 0. Vi startar med x(0) = 4:4 ohx(1) = 4:6. Sekantmetoden kan d�a skrivas s�a h�ar i Matlab>> x0=4.4 ; x1=4.6;>> f0=tan(x0)-x0; f1=tan(x1)-x1;>> disp([x0 f0℄), disp([x1 f1℄)>> for k=2:10x=x1-f1*(x1-x0)/(f1-f0);f=tan(x)-x;disp([x f℄)x0=x1; x1=x; f0=f1; f1=f;endVi f�ar f�oljande resultat k x(k) f(x(k))0 4.40000000000000 -1.303676219350251 4.60000000000000 4.260174895648052 4.44686236897447 -0.769689208695643 4.47029608002518 -0.420665082066464 4.49853981227796 0.106151935255855 4.49284879103358 -0.011290417429336 4.49339590205426 -0.000273685088357 4.49340949375490 0.000000723753648 4.49340945790677 -0.000000000046279 4.49340945790906 0.0000000000000010 4.49340945790906 0.00000000000000Man kan visa att konvergensordningen f�or sekantmetoden, vid best�amning av enkelr�otter, �ar q � 1:618,dvs. konvergensen �ar d�a superlinj�ar. Detta inneb�ar att n�ara roten f�ar vi ungef�ar 1.6 g�anger s�a m�angakorrekta deimaler f�or varje iteration. Sekantmetoden �ar, trots den l�agre konvergensordningen, ofta mere�ektiv �an Newtons metod eftersom sekantmetoden bara g�or en funktionsber�akning per iteration medanNewtons metod dessutom g�or en derivataber�akning.Hybridmetoder.B�ade Newtons metod oh sekantmetoden �ar lokalt konvergenta metoder, medan intervallhalveringsme-toden �ar en globalt konvergent. Genom att anv�anda en kombination av intervallhalveringsmetoden ohlokala metoder kan man f�orena de goda egenskaperna hos respektive metod oh undvika de d�aliga. Manf�ar d�a s.k. hybridmetoder. Det �nns myket e�ektiva s�adana metoder i olika programbibliotek. IMatlab�nner vi fzero som bygger p�a denna teknik.2.2 L�osningsnoggrannhet.I praktiken kommer man att avbryta iterationsmetoderna efter �andligt m�anga iterationer. Detta samtavrundningsfel under ber�akningen av funktionen f g�or att man tvingas aeptera approximativa l�osningar�x med f(�x) 6= 0.L�at x� vara den exakta l�osningen till ekvationen oh l�at Æx = �x � x� vara felet i v�ar approximatival�osning. 13



Taylorutvekling runt x� gerf(�x) = f(x� + Æx) = f(x�) + f 0(x�)Æx+O(Æx2) == f 0(x�)Æx+O(Æx2):F�or sm�a Æx g�aller f 0(x�)Æx � f(�x);s�a om f 0(x�) 6= 0, dvs. om roten �ar enkel4 , har viÆx � f(�x)f 0(x�) � f(�x)f 0(�x) :Exempel 2.5. L�at oss betrakta funktionenf(x) = x2e�x � 0:2Ekvationen f(x) = 0 har tre enkelr�otter som vi ser i v�anster �gur nedan. I h�oger �gur har vi ritatgrafen av f + " f�or j"j � 0:05. Vi ser hur derivatan kommer in. Den minsta roten xmin �ar v�albest�amd(v�alkonditionerad) eftersom derivatan �ar stor i dess omgivning. D�aremot �ar den st�orsta roten xmax d�aligtbest�amd (illakonditionerad), derivatan �ar ju liten d�ar. N�armare best�amt f�ar vi xmin = �0:37� 0:04 ohxmax = 4:75� 0:45.
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Ett alternativ �ar f�oljande: Antag att �x �ar v�ar approximativa rot oh vi tar E = 12 � 10�t f�or n�agotpositivt heltal t. Om vi kan visa att funktionen f v�axlar teken p�a intervallet �x � E � x � �x + E, dvs.f(�x�E) � f(�x+E) < 0, s�a blir f noll n�agonstans i intervallet (om f �ar kontinuerlig), oh d�armed har �xt korrekta deimaler.2.3 Anv�andning av fzero.Antag vi skall best�amma den n�ast minsta positiva roten till ekvationen i exempel 2.2. Vi b�orjar med attrita grafen till f(x) = tan(x)� x.Fr�an �guren i exemplet ser vi att aktuella roten b�or ligga mellen 7.4 oh 7.8. Vi b�orjar med att bilda envektor, eller en lista, av s�ag 200 tal j�amnt f�ordelade mellan 7.4 oh 7.8 med:>> x=linspae(7.4,7.8,200);Vi undvek utskrift av talen genom att s�atta ett semikolon (;) efter uttryket. Nu de�nierar vi funktionenf som en inline-funktion (vi kan �aven g�ora en funtion-�l)>> f=inline('tan(x)-x','x')f = Inline funtion:f(x) = tan(x)-x4Om f 0(x�) = 0, dvs. om vi har en multipelrot, tar vi med er termer i Taylorutveklingen oh f�ar,f(�x) = f(m)(x�)m! Æxm +O(Æxm+1):F�or sm�a Æx g�aller d�a jÆxj � mrm! jf(�x)jjf(m)(x�)j � mrm! jf(�x)jjf(m)(�x)j ;d�ar m �ar rotens multipliitet. 14



Matlab bekr�aftar de�nitionen, undvik utskrift med ; efter uttryket. Nu �ar det dags att rita grafen>> plot(x,f(x))Vi l�agger p�a ett rutn�at, f�or att l�attare se var roten �ar, med>> grid onF�or att f�a en snyggare �gur v�aljer vi l�amplig skala p�a koordinataxlarna med>> axis([7.4 7.8 -10 10℄)oh s�atter rubrik oh axeltexter med>> title('f(x)=tan(x)-x=0, 2:a roten')>> xlabel('x'), ylabel('f(x)')
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Nu l�aser vi in en startapproximation x(0) med hj�alp av>> [x0,y0℄=ginput(1);H�arkorset plaeras �over sk�arningspunkten mellan grafen oh y-axeln. Musknapp tryks ned oh punktenskoordinater hamnar i x0 respektive y0.Vi ser p�a x(0) oh f(x(0)) med disp som ger en kompakt utskrift>> disp([x0,f(x0)℄)7.7355e+00 6.6645e-01Vi tar nu x0 som startapproximation till fzero f�or att f�a en noggrannare approximation>> x=fzero(f,x0); disp([x,f(x)℄)7.7253e+00 -2.3093e-14Om vi vill ha statistik utskriven fr�an fzero s�a f�ar vi det med x=fzero(f,x0,optimset('display','iter')).Beror v�ar ekvation av en parameter p kan v�arden p�a den vidarebefodras via fzero till funktionen somde�nierar ekvationen enligt>> x=fzero(f,x0,[℄,p)H�ar har vi valt att s�atta en platsh�allare (tomma m�angden) ist�allet f�or att anv�anda optimset, vi f�ar d�adefault-v�ardet p�a 'display' som �ar 'off'.Om funktionen ist�allet �ar beskriven p�a en text�l, en s.k. funtion-�l, med namnet f ex2 2.m oh in-neh�alletfuntion f=f_ex2_2(x)f=tan(x)-x;s�a �nner vi roten med kommandot >> fzero(�f ex2 2,x0).15



2.4 �Ovningar.1. Visa att ekvationen x2 � os(x) = 0 har preis en positiv rot. Ber�akna sedan denna rot med fyrakorrekta deimaler.2. F�or att studera egenfrekvensen vid torisionssv�angning vill man ber�akna n�agra av de minsta positivar�otterna till ekvationen x tan(x) = a; a > 0(a) Hur m�anga positiva r�otter �nns det oh ungef�ar var ligger de.(b) Ber�akna den minsta positiva roten, f�or a = 2, med fyra korrekta deimaler.3. Man kan ber�akna p, med enbart upprepade additioner oh divisioner, genom att l�osa ekvationenx2 �  = 0;med t.ex. Newtons metod.(a) Hur ser iterationsformeln ut om vi anv�ander Newtons metod? F�or vilka startapproximationer kon-vergerar metoden?(b) Visa att konvergensen �ar kvadratisk f�or den h�ar ekvationen d�a  6= 0. Vad g�aller d�a  = 0. Best�amden asymptotiska felkonstanten i b�ada fallen.4. Ljudniv�an L (i deibel) p�a avst�andet r meter fr�an en ljudk�alla ges av formelnL = L0 � 20 10log(r) � �rd�ar L0 �ar ljudniv�an 1 meter fr�an ljudk�allan oh � �ar en parameter som anger hur ljudet f�orsvagas d�adet g�ar genom luften. (� beror av luftens viskositet, temperatur oh fuktighet.) Vi vill f�or L0 = 80dB best�amma det avst�and d�ar ljudniv�an �ar 20 dB d�a � = 1:15 � 10�3. Rita en l�amplig graf, medplot, oh l�as av en startapproximation av avst�andet, med ginput. Best�am sedan en noggrannareapproximation med fzero.5. Rita den kurva som impliit de�nieras avx2 + y2 = 1 + a sin(xy)f�or a = 0:8; 1:6; 2:4 oh 3.2. Ledning: Ans�att pol�ara koordinater oh l�os ut radien, som funktion avvinkeln, f�or olika vinklar med fzero.6. Betrakta polynomet p(x) = (x � 1)(x� 2)(x� 3) � � � (x� 7) == x7 � 28x6 + 322x5 � 1960x4 + 6769x3 � 13132x2 + 13068x� 5040:Representera polynomet med en vektor som inneh�aller dess koeÆienter. Detta kan g�oras iMatlabmed poly.7. En l�ang st�ang upphettas momentant vid tiden t = 0 i mittpunkten. Med denna punkt i x = 0 ohx-axeln utmed st�angen best�ams temperaturen T (x; t) f�or t > 0 av uttryketT (x; t) = Ce�x2=kt=ptd�ar parametrarna k = 5:17 oh C = 28:3 beror av v�armeledningsf�orm�agan respektive den tillf�ordav�armen.Ber�akna under hur l�ang tid som temperaturen vid x = 1 �overstiger 20Æ. Anv�and fzero.16



2.5 L�osningar.1. Vi ritar upp y = x2 oh y = os(x) f�or att se var kurvorna sk�ar varandra.Med Matlab g�ors detta s�a h�ar>> x=linspae(0,pi,200);>> plot(x,x.^2,x,os(x),'-.')>> axis([0 pi -1 2℄)>> legend('y=x^2','y=os(x)')
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L�at f(x) = x2 � os(x). Vi vill allts�a l�osa f(x) = 0.x2 v�axer monotont p�a x � 0os(x) avtar monotont i 0 � x � � �) h�ogst en rot i 0 � x � �f(0) = �1 < 0f(�2 ) = (�2 )2 > 0 � (tekenv�axling) ) minst en rot i 0 � x � �2S�a preis en rot i 0 � x � �2 oh ingen i �2 < x � �.Eftersom x2 > �2 > 1 = maxx os(x) d�a x > � s�a �nns det ingen rot i � < x <1.Vi tar x(0) = 1 som startapproximation i Newtons metod (f 0(x) = 2x+ sin(x)) oh f�ar:>> x=1; disp(x)>> f=inline('x^2-os(x)','x');>> fprim=inline('2*x+sin(x)','x');>> for k=1:5x=x-f(x)/fprim(x); disp(x)end
10.838218409904710.824241868225870.824132319050930.824132312302520.82413231230252S�a vi tar ~x = 0:8241 som approximation av roten med felgr�ans E = 12 � 10�4.>> xapprox=round(1e4*x)/1e4>> E=0.5e-4;>> f(x-E)>> f(x+E) 0.82410000000000-1.191078187362526e-041.191145167211971e-04Eftersom f(~x�E) oh f(~x+E) har olika teken �ar saken klar.2. Vi skall l�osa f(x) = x tan(x)� a = 0, f�or a = 2. B�orjar med att rita graf med Matlab>> a=2; xmin=0; xmax=20; fmin=-200; fmax=200;>> x=linspae(xmin,xmax,500); nx=[xmin xmax℄; ny=[0 0℄;>> f=x.*tan(x)-a;>> f(f<fmin)=-Inf; % Dessa tv�a rader beh�ovs inte men ger snyggare graf.>> f(f>fmax)=Inf; % De lodr�ata asymptoterna kommer annars med.>> subplot(2,2,1), plot(x,f,nx,ny,':') % Graf med nollniv�an prikad.>> axis([xmin xmax -20 20℄), title('f(x) = x tan(x) - a')17
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f(x) = x tan(x) − a
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g(x) = x sin(x) − a cos(x)

B�attre att formulera om: x tan(x) = a ) x sin(x) = a os(x). S�a vi l�oser ist�allet g(x) =x sin(x)� a os(x) = 0>> g=inline('x.*sin(x)-a*os(x)','x','a'); % Vi l�ater a vara en parameter.>> subplot(2,2,2), plot(x,g(x,a),nx,ny,':')>> axis([xmin xmax -20 20℄), title('g(x) = x sin(x) - a os(x)')Vi anv�ander zoom f�or att lokalisera aktuellt nollst�alle
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F�ar noggrann approximation med fzero>> [x0,y℄=ginput(1);>> x=fzero(g,x0,[℄,a) % Observera hur a kommer med.x = 1.07693.(a) f(x) = x2 � ; f 0(x) = 2xx(k+1) = x(k) � f(x(k))f 0(x(k)) = 12 (x(k) + x(k) ); k = 0; 1; � � �Konvergens f�or x(0) > 0 (oh d�a blir alltid x(1) > p, sedan monoton konvergens).(b) x(k+1) �p = 12 (x(k) + x(k) )�p == 12x(k) ((x(k))2 + � 2x(k)p) = 12x(k) (x(k) �p)2x(k+1) �p(x(k) �p)2 = 12x(k) ! 12p d�a k !1Allts�a kvadratisk konvergens med asymptotiska felkonstanten 12p .Om  = 0 (dubbelrot) har vi x(k+1) = 12x(k), dvs. vi f�ar linj�ar konvergens med asymptotiskafelkonstanten 12 .4. Vi skall l�osa ekvationen f(x) = 60 � 20 10 log(x) � 1:15 � 10�3x = 0. Vi ritar grafen, l�aser avstartapproximation med ginput oh ber�aknar l�osningen med fzero.18



>> ljud=inline('60-20*log10(x)-1.15e-3*x','x')ljud =Inline funtion:ljud(x) = 60-20*log10(x)-1.15e-3*x>> x=linspae(1,1000,200);>> plot(x,ljud(x),x,0*x,':')>> [avst_0,y℄=ginput(1);>> avst=fzero(ljud,avst_0)avst =888.9647
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5. L�at x = r(�) os(�); y = r(�) sin(�). Ins�attning gerx2 + y2 = r(�)2; 1 + a sin(xy) = 1 + a sin(r(�)2 12 sin(2�))Vi skall allts�a, givet �, l�osa ekvationen f(r) = 1 + a sin(r2 12 sin(2�))� r2 = 0.>> bloeja=inline('1+a*sin(r.^2*sin(2*theta)/2)-r.^2','r','theta','a');>> a=0.8;>> theta=linspae(0,2*pi,50); r=zeros(size(theta));>> r(1)=fzero(bloeja,1,[℄,theta(1),a);>> for k=2:length(theta)r(k)=fzero(bloeja,r(k-1),[℄,theta(k),a);end>> subplot(2,2,1), polar(theta,r), text(-0.1,-0.1,'a=0.8')osv.Observera att vi tar r(�k�1) som startapproximation av r(�k).
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6. Vi ritar upp grafen av polynomet oh dess st�orningar>> x=linspae(0,8,200);>> =poly(1:7)>> 1=; 1(2)=1(2)-0.002;>> 2=; 2(2)=2(2)+0.002;>> plot(x,polyval(,x), ...x,polyval(1,x),'--', ...x,polyval(2,x),'-.',x,0*x,':')>> axis([0 8 -300 300℄)>> title('-28 \pm 0.002')
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Vi ser att det h�ander r�att myket med grafen i intervallet 3:5 � x � 7:5 d�a vi st�or x6-koeÆienten.>> [roots() roots(1) roots(2)℄ans =7.0000 7.2330 6.6444 + 0.3908i6.0000 5.4587 + 0.5401i 6.6444 - 0.3908i5.0000 5.4587 - 0.5401i 4.3682 + 0.2244i4.0000 3.8196 4.3682 - 0.2244i3.0000 3.0331 2.97172.0000 1.9989 2.00111.0000 1.0000 1.0000Vi ser att d�a x6-koeÆienten �ar -28.002 s�a har tv�a reella nollst�allen g�att ut i komplexa talplanetoh d�a den �ar -27.998 s�a �ar det fyra som f�orsvunnit.7. Vi skapar en �l med beskrivning av v�ar funktionfuntion f=varm(t,k,C,x)f=C*exp(-x^2/k./t)./sqrt(t)-20;oh ritar graf med>> k=5.17; C=28.3; x=1;>> t=linspae(0.01,2,100); plot(t,varm(t,k,C,x)), grid on>> xlabel('tid'), ylabel('temperatur-20')
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Sedan l�aser vi in startapproximationer samt �njusterar dessa med>> [t0,T0℄=ginput(1); t0=fzero(�varm,t0,[℄,k,C,x);>> [t1,T1℄=ginput(1); t1=fzero(�varm,t1,[℄,k,C,x);>> tiden=t1-t0tiden =1.4145e+00
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3 Numerisk derivation oh integration.I det h�ar avsnittet skall vi se p�a lite olika di�erensapproximationer av derivator. Vi skall oks�a se p�a hurman kan approximera best�amda integraler.3.1 Di�erensapproximation av derivator.Om vi inf�or fram�atdi�erenskvoten D+y(x) = y(x+ h)� y(x)hbak�atdi�erenskvoten D�y(x) = y(x)� y(x� h)hoh entraldi�erenskvoten D0y(x) = y(x+ h)� y(x� h)2hs�a �ar de approximationer av derivatan y0(x).Om vi inf�or entraldi�erenskvotenD+D�y(x) = y(x+ h)� 2y(x) + y(x� h)h2s�a �ar den en approximation av andra derivatan y00(x).Det g�aller att y0(x) = D+y(x) +O(h) (3:1)y0(x) = D�y(x) +O(h) (3:2)y0(x) = D0y(x) +O(h2) (3:3)oh y00(x) = D+D�y(x) +O(h2) (3:4)Fram�at- oh bak�atdi�erenskvoten D+ oh D� �ar f�orsta ordningens approximationer av y0(x), medanentraldi�erenskvoten D0 �ar av andra ordningen. Centraldi�erensen D+D� ger en andra ordningensapproximation av y00(x).Nu skall vi se varf�or det blir s�a. Taylorutvekling av y runt x gery(x+ h) = y(x) + y0(x)h+ y00(x)2 h2 + y(3)(x)6 h3 + y(4)(x)24 h4 + � � � (3:5)oh y(x� h) = y(x)� y0(x)h+ y00(x)2 h2 � y(3)(x)6 h3 + y(4)(x)24 h4 � � � � (3:6)Fr�an (3.5) respektive (3.6) f�oljer direkt relationerna (3.1) oh (3.2). Subtraktion av (3.5) med (3.6) ger(3.3) oh addition ger (3.4).Exempel 3.1. L�at oss f�or y(x) = exp(x) approximera y0(0:4) med fram�atdi�erensen D+ oh entral-di�erensen D0 f�or att j�amf�ora approximationernas olika noggrannhetsordning. Vi f�ar f�or en f�oljd av alltmindre h-v�arden tabellen (exakt g�aller y0(0:4) = exp(0:4) = 1:49182469764127 � � �)h D+(h)y(x) D+(h)y(x)� y0(x)10�1 1.56896573058858 0.0771410329473110�2 1.49930874715833 0.0074840495170610�3 1.49257085868970 0.0007461610484310�4 1.49189929136373 0.0000745937224610�5 1.49183215678583 0.00000745914456f�or fram�atdi�erensen. Vi ser att felet �ar proportionellt mot h. F�or entraldi�erensen f�ar vih D0(h)y(x) D0(h)y(x)� y0(x)10�1 1.49431231562063 0.0024876179793510�2 1.49184956151056 0.0000248638692910�3 1.49182494627875 0.0000002486374810�4 1.49182470012832 0.0000000024870510�5 1.49182469766362 0.00000000002235H�ar �ar felet proportionellt mot h2. 21



3.2 Di�erensapproximation av h�og noggrannhetsordning.Om vi tar h myket litet f�or att f�a ett litet diskretiseringsfel f�ar vi kanellation vid ber�akning av di�e-renskvoten (funktionsv�ardena �ar n�astan lika oh vi subtraherar). Beh�over vi noggrannare approximationav derivator f�ar vi ist�allet anv�anda di�erensapproximationer av h�ogre noggrannhetsordning.Exempel 3.2. Vi tar samma funktion som i exempel 3.1 oh forts�atter att approximera med D0 f�or �annumindre h-v�arden, dvs. vi f�ors�oker l�ata h! 0. S�a h�ar ser det uth D0(h)y(x) D0(h)y(x)� y0(x)10�6 1.49182469766362 0.0000000000223510�7 1.49182469821874 0.0000000005774710�8 1.49182469710851 -0.0000000005327610�9 1.49182488584643 0.0000001882051610�10 1.49182444175722 -0.0000002558840510�11 1.49182888264932 0.0000041850080410�12 1.49169565588636 -0.00012904175491Felet b�orjar tydligen v�axa ist�allet f�or att avtaga ytterligare.Vi skall ta oh se efter vad som h�ander med entraldi�erenskvotenD0y(x) = y(x+ h)� y(x� h)2hom vi anv�ander approximationer ~y av y, med j~y � yj � Ey.Dessa approximationer anv�ander vi i D0y(x) oh ber�aknar gD0y(x) medjgD0y(x) �D0y(x)j � 2Ey2h = EyhDetta fel v�axer d�a h minskar. Om vi tar h myket litet f�ar vi ju kanellation vid ber�akning av di�e-renskvoten.Diskretiseringsfelet jD0y(x)� y0(x)j<� h26 jy(3)(x)jminskar d�a h minskar.Vi ritar en �gur d�ar vi ser att det �nns ett optimalt h-v�arde, f�or vilket totala feletjgD0y(x) � y0(x)jblir s�a litet som m�ojligt.

-h
6

hopt
jD0y(x)� y0(x)j
jgD0y(x)�D0y(x)j

jgD0y(x) � y0(x)j���	
Antag att vi approximerar y0(x) med en entraldi�erenskvot med steget h, l�at D0(h)y(x) betekna dennaapproximation. Detta �ar en andra ordningens approximation, men vi vill f�a en �annu noggrannare approx-imation. Om vi dessutom har anv�ant steget 2h, dvs. ber�aknat approximationen D0(2h)y(x) av y0(x), s�ag�aller D0(h)y(x) = y(x+ h)� y(x� h)2h = y0(x) + h26 y(3)(x) +O(h4)22



D0(2h)y(x) = y(x+ 2h)� y(x� 2h)4h = y0(x) + 4h26 y(3)(x) +O(h4)Fr�an dessa relationer f�ar vi att4D0(h)y(x)�D0(2h)y(x) = 3y0(x) +O(h4)eller �D0(h) + D0(h)�D0(2h)3 � y(x) = y0(x) +O(h4) (3:7)Vi har f�att en 4:e ordningens approximation av derivatan. I v�ansterledet i (3.7) kan vi uppfatta D0(h)�D0(2h)3som en korrektion av D0(h). Denna teknik att f�a noggrannare approximationer kallas Rihardsonextra-polation.Ser vi efter i detalj s�a blir di�erenskvoten i (3.7)�y(x+ 2h) + 8y(x+ h)� 8y(x� h) + y(x� 2h)12hoh de punkter som anv�ands �ar -x� 2h x� h x x+ h x+ 2hExempel 3.3. Vi anv�ander nu det extrapolerade v�ardena fr�an (3.7) p�a samma funktion som i exempel3.1. h Dxtrp(h)y(x) Dxtrp(h)y(x)� y0(x)10�1 1.49181971896888 -0.0000049786723910�2 1.49182469714400 -0.0000000004972810�3 1.49182469764133 0.00000000000006Felet �ar proportionellt mot h4. Givetvis kommer felet �aven f�or de extrapolerade v�ardena att b�orja v�axad�a vi tar h alltf�or litet. Po�angen �ar att vi f�ar h�og noggrannhet utan att ta h speiellt litet.3.3 Numerisk integrering.Ofta kan man inte analytiskt best�amma integralerZ ba f(x)dxutan man f�ar n�oja sig med att ber�akna approximationer. Till exempel integralenZ 10 ex2 dxkan inte ber�aknas exakt, eftersom det inte �nns n�agot slutet uttryk f�or den primitiva funktionen. Mendet kan oks�a vara s�a att integranden bara �ar k�and i vissa punkter, som i f�oljande exempel.Exempel 3.4. Man kan ber�akna hur myket energi det beh�ovs f�or att upphetta en mol metylklorid(CH3Cl) fr�an 300 K till 1000 K genom att ber�akna integralenqp = Z 1000300 Cp(T )dTd�ar Cp(T ) �ar v�armekapaiteten per mol f�or metylklorid enligt tabellenT (K) 300 400 500 600 700 800 900 1000Cp (J/mol K) 40.82 48.10 55.09 61.25 66.60 71.26 75.33 78.9023
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Trapetsregeln oh Simpsons regel.En typ av metoder f�ar man genom att ers�atta integranden med ett interpolationspolynom oh integreradetta (vi f�ar s.k. Newton-Cotes formler).Anv�ander vi ett f�orstagrads polynom P1(x), som interpolerar f i a oh b, f�ar vi den s.k. trapetsregelnZ ba f(x)dx � Z ba P1(x)dx = b� a2 ff(a) + f(b)g:D�a f(x) = P1(x) + f 00(�(x))2 (x � a)(x � b) (se appendix A) s�a blir felet vid approximationen (om f 00 �arkontinuerlig) Z ba f 00(�(x))2 (x � a)(x� b)dx = �f 00(�)12 (b� a)3;d�ar a � � � b. Trapetsregeln �ar exakt f�or linj�ara polynom.Om vi anv�ander ett andragrads polynom P2(x), som interpolerar f i a, a+b2 oh b, f�ar vi Simpsons regelZ ba f(x)dx � Z ba P2(x)dx = b� a6 ff(a) + 4f(a+ b2 ) + f(b)g:Man kan visa att felet �ar (om f (4) �ar kontinuerlig)�f (4)(�)2880 (b� a)5;d�ar a � � � b, dvs. Simpsons regeln �ar exakt f�or kubiska polynom.Trapetsmetoden oh Simpsons metod.F�or att f�a b�attre noggrannhet i approximationen �ar det inte l�ampligt att ta interpolationspolynom av allth�ogre gradtal, som vi f�orst�ar av interpolationsexemplet. Vad man kan g�ora �ar t.ex. att dela upp intervalleta � x � b i n delintervall av l�angden h = b�an oh anv�anda trapetsregeln p�a varje delintervall. Vi f�ar d�atrapetsmetoden Tn = hff(x0)2 + f(x1) + � � �+ f(xn�1) + f(xn)2 g;d�ar xi = a+ ih.Man brukar suessivt ber�akna T1; T2; T4; � � � s�a att man hela tiden utnyttjar redan ber�aknade funk-tionsv�arden.
24



Vi har att Tn ! R ba f(x)dx d�a n!1, dvs. trapetsmetoden �ar konvergent.F�or Tn f�ar vi ett fel f�or varje delintervall, det totala felet blir�h3 n�1Xi=0 f 00(�i)12 = �b� a12 h2Pn�1i=0 f 00(�i)nd�ar xi � �i � xi+1. Nu kan vi skriva felet s�a h�ar;�b� a12 f 00(�)h2;d�ar a � � � b.Med samma intervallindelning f�ar vi Simpsons metodSn = h3 ff(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + � � �+ 2f(xn�2) + 4f(xn�1) + f(xn)gmed felet �b� a180 f (4)(�)h4Adaptiva metoder.Det �nns en m�angd av andra typer av metoder, t.ex. adaptiva metoder d�ar man efterstr�avar att utv�arderaintegranden f d�ar det �ar st�orst variation i den. IMatlab �nns de adaptiva funktionerna quad oh quadl.3.4 Anv�andning av quad oh quadl.Om vi exempelvis vill ber�akna den best�amda integralen R 10 ex2 dx s�a kan den approximeras med>> quad(inline('exp(x.^2)'),0,1)Funtionen som beskriver integranden skall skrivas s�a att den ber�aknas f�or en vektor med x-v�arden. Villvi ha resultatet med feltoleransen 10�8 (default �ar 10�6) g�or vi>> quad(inline('exp(x.^2)'),0,1,1e-8)Vid krav p�a h�og noggrannhet b�or man anv�anda quadl.Om integranden beror av en parameter oh vi vill utf�ora integrationen f�or olika v�arden p�a parametern,t.ex. om Z �=20 d�q1� x2 sin2(�)skall ber�aknas f�or olika v�arden p�a x, s�a g�or vi det enligt>> quad(inline('1./sqrt(1-x^2*sin(theta).^2)','theta','x'),0,pi/2,[℄,[℄,x)d�ar x m�aste givits ett v�arde. H�ar har vi satt tomma m�angden [ ℄ som platsh�allare f�or feltoleransen ohf�ar d�a default-toleransen, givetvis kan vi �aven s�atta in �onskad tolerans. Den andra platsh�allaren g�aller enparameter som styr om det skall ske utskrift av delresultat under integrationen (default �ar ingen utskrift).Har vi de�nierat integranden med en funktions�l, t.ex.funtion f=mitt_ex(x)f=exp(x.^2);s�a ber�aknas integralen (�over 0 � x � 1) med>> quad(�mitt_ex,0,1) 25



3.5 �Ovningar.1. F�oljande tabell �over f(x) �ar givenx 1.2 1.4 1.6f(x) 3.6 3.8 4.6Uppskatta f 0(1:4) oh f 00(1:4) med entraldi�erenskvoter.2. F�or entraldi�erenskvotenD0(h)f(x) = f(x+ h)� f(x� h)2hg�aller f 0(x)�D0(h)f(x) = a1h2 + a2h4 + � � �d�ar koeÆienterna a1; a2; � � � �ar oberoende av h.Antag att vi har f�oljande tabell �over entalpin H f�or 1 kg vattenvid 1 atm (1.01325�105 Pa) trykBer�akna en approximation av v�armekapaiteten Cp(T ) = H 0(T )vid temperaturen T = 20ÆC med hj�alp av di�erensapproximationoh Rihardsonextrapolation. G�or en ordentlig feluppskattning.Tabellv�ardena �ar korrekt avrundade.
T (ÆC) H (J)16 67.263217 71.447618 75.631219 79.814120 84.996321 88.177822 92.358923 96.539524 100.71963. Ber�akna integralen i exempel 3.4 med trapetsmetoden. Hur stort kan beloppet av trunkeringsfeleth�ogst bli om vi vet att andra derivatan av Cp till belopp �ar mindre �an 8:3 � 10�5.Hur myket inverkar felen i tabellen p�a det ber�aknade v�ardet av qp (tabellv�ardena har tv�a korrektadeimaler).4. Ber�akna en approximation av R 10 tan(px)dx. Integrandens derivata �ar obegr�ansad i x = 0 s�a envariabelsubstitution �ar l�amplig innan man anv�ander n�agon numerisk metod.5. Vad g�or man med R 10 sin(x)p1�x2 dx? Integranden �ar ju singul�ar.6. Rita upp osinus- oh sinusfunktionerna �over intervallet 0 � x � 5. Fyll det slutna omr�adet mellangraferna. Anv�and �ll. Ber�akna �aven arean av omr�adet med quad.7. I samband med studiet av ljusdi�raktion st�oter man p�a de s.k. FresnelintegralernaC(x) = Z x0 os��t22 � dt; S(x) = Z x0 sin��t22 � dtRita upp dessa funktioners grafer �over intervallet 0 � x � 5. Anv�and quad p�a ett f�orst�andigt s�att,�aven repetitionssatsen for beh�ovs.3.6 L�osningar.1. Vi har f 0(1:4) � f(1:6)� f(1:2)2 � 0:2 = 2:5; resp: f 0(1:4) � f(1:6)� 2f(1:4) + f(1:2)0:22 = 152. Rihardson-extrapolation gerh D0(h)H(20) �=3 D1(h)H(20)4 4.1820502 4.181925 -4.166667�10�5 4.1818831 4.181850 -2.500000�10�5 4.181825Vi tar D1(1)H(20) som approximation av H 0(20).ED0(h)H = 2EH2h = EHh < 12 � 10�4 ) ED1(h)H � 53 � 12 � 10�4.jD1(1)H(20)�H 0(20)j<� jD1(1)H(20)�D1(2)H(20)j = 5:8 � 10�5.Vi f�ar H 0(20) = 4:181825� 1:5 � 10�4 26



3. Med Matlab ber�aknar vi qp oh skattar absoluta felet>> T=300:100:1000; h=100;>> Cp=[40.82 48.10 55.09 61.25 66.60 71.26 75.33 78.90℄;>> plot(T,Cp,'*'), axis([200 1200 0 80℄)>> fill([T(end) T(end) T(1) T℄,[Cp(end) 0 0 Cp℄,'g')>> axis([200 1200 0 80℄)
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>> qp=h*(Cp(1)/2+sum(Cp(2:end-1))+Cp(end)/2)qp = 43749>> Absfel=(T(end)-T(1))/12*max(abs(diff(Cp,2)))Absfel =48.4167Trapetsmetoden ger ~qp = 43749 oh trunkeringsfelet blir h�ogst 48.4. M�atfel inverkar med enos�akerhet p�a 3.5 som i detta fall �ar n�armast f�orsumbart.4. Skall ber�akna I = R 10 tan(px) dx. Integranden f(x) = tan(px) har derivatan f 0(x) = 12px (1 +tan2(px)) som �ar singul�ar i x = 0.Variabelsubstitution px = z (dx = 2z dz) ger I = 2 R 10 z tan(z) dz. Integranden g(z) = z tan(z)har derivatan g0(z) = tan(z) + z(1 + tan2(z)) som �ar regulj�ar. Denna integral �ar mer l�atthanterlig!
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Vi anv�ander trapetsmetoden p�a R 10 f(x) dx>> n=1; a=0; b=1; T0=0; itmax=20; tol=1e-5;>> for i=1:itmaxh=(b-a)/n; x=a+h*[0:n℄'; f=tan(sqrt(x));T=h*(f(1)/2+sum(f(2:n))+f(n+1)/2);disp([sprintf('%7.0f',n),' ',sprintf('%2.7f',T)℄)if abs(T-T0)<tol, break, endT0=T; n=2*n;end1 0.77870392 0.81660714 0.83883198 0.849171816 0.853477632 0.8551661osv.2048 0.8561744 27



Med 2048 funktionsber�akningar f�ar vi resultatet. Om vi nu anv�ander trapetsmetoden p�a R 10 g(z) dzf�ar vi lika bra resultat med 512 funktionsber�akningar.Behovet av variabelsubstitution �nns �aven d�a vi anv�ander f�ardig programvara, t.ex. quad ellerquadl i Matlab (feltoleransen s�atts till 10�5)>> f=inline('tan(sqrt(x))');>> [q,fnt℄=quadl(f,0,1,1e-5)q = 0.85618fnt =78 >> g=inline('2*z.*tan(z)');>> [q,gnt℄=quadl(g,0,1,1e-5)q = 0.85618gnt =18Algoritmerna �ar adaptiva, den g�or funktionsber�akningar d�ar de beh�ovs som b�ast. Det blir ganskastor skillnad i antal funktionsber�akningar �aven h�ar.5. Om vi l�ater x = sin(t) �overg�ar integralen i R �=20 sin(sin(t)) dt som ber�aknas till 1.7865 med t.ex.trapetsmetoden.6. I �guren ser vi att vi skall fylla i fr�an xa = �4 till xb = 5�4 , dessa x-v�arden uppfyller sin(x) = os(x).>> x=linspae(0,5,250);>> y=os(x); z=sin(x);>> plot(x,y,x,z)>> text(0.9,-0.5,'os(x)'), text(3,0.5,'sin(x)')>> xa=pi/4; xb=5*pi/4;>> xa_xb=linspae(xa,xb,200); xb_xa=fliplr(xa_xb);>> hold on>> fill([xa_xb xb_xa℄, ...[sin(xa_xb) os(xb_xa)℄,'g')>> hold off>> arean=quad('sin(x)-os(x)',xa,xb)arean =2.8284 0 1 2 3 4 5
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7. Vi skall rita upp FresnelintegralernaC(x) = Z x0 os��t22 � dt; S(x) = Z x0 sin��t22 � dt�over intervallet 0 � x � 5.>> n=200;>> x=linspae(0,5,n);>> =inline('os(pi/2*t.^2)'); s=inline('sin(pi/2*t.^2)');>> C=zeros(size(x)); S=zeros(size(x));>> for k=2:nC(k)=C(k-1)+quad(,x(k-1),x(k)); S(k)=S(k-1)+quad(s,x(k-1),x(k));end>> subplot(2,1,1), plot(x,C,x,S,'r'), title('Fresnels integraler')>> text(0.2,0.6,'C(x)'), text(1,0.3,'S(x)'), xlabel('x')>> subplot(2,2,3), plot(C,S), axis('equal'), title('Cornus spiral')>> xlabel('C(x)'), ylabel('S(x)') 28
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4 Begynnelsev�ardesproblem.I det h�ar kapitlet skall vi studera numerisk l�osning av begynnelsev�ardesproblem f�or f�orsta ordningensdi�erentialekvationer � y0 = f(t; y); a � t � b;y(a) = ; (4:1)d�ar f �ar en k�and funktion oh  �ar en k�and konstant. Den exakta l�osningen till problemet �ar en funktiont 7! y(t), vid tiden t = a �ar funktionens v�arde k�ant oh f�or a < t < b �ar dess derivata k�and.Exempel 4.1. I den v�anstra �guren nedan har vi ritat riktningsf�altet till den skal�ara ekvationen,y0 = �y(t) + sin(t) + os(t); 0 � t � 4;oh i den h�ogra l�osningskurvorna f�or n�agra olika begynnelsev�arden p�a y(0).
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Vi ser hur l�osningskurvorna f�oljer riktningsf�altet.Med Matlab kan vi f�a fram en numerisk l�osning5 genom att anv�anda funktionen ode45. Vi beskriverh�ogerledet i di�erentialekvationen oh ber�aknar sedan l�osningen f�or t.ex. y(0) = 1>> myrslok=inline('-y+sin(t)+os(t)','t','y')myrslok =Inline funtion:myrslok(t,y) = -y+sin(t)+os(t)>> y0=1; [t,y℄=ode45(myrslok,0:0.1:4,y0);>> plot(t,y)Riktningsf�altet kan vi rita med6>> s=0.1;>> for t=0:0.4:4for y=-2:0.4:2dt=1; dy=myrslok(t,y); % I punkten (t,y) ritar vi ettplot([t,t+s*dt℄,[y,y+s*dy℄) % litet strek i riktningen (1,y').hold onendendExempel 4.2. I detta exempel visar vi hur ett begynnelsev�ardesproblem f�or en andra ordningens dif-ferentialekvation kan skrivas som ett system av f�orsta ordningens di�erentialekvationer, dvs. p�a formen(4.1). Tekniken kan direkt generaliseras till begynnelsev�ardesproblem f�or h�ogre ordningens di�erentia-lekvationer.En bladfj�ader �ar fastsp�and i sin ena �anda. Om man kn�apper p�a den fria �andan kommer den att vibrera.Sv�angningen �ar inte harmonisk, den�aterst�allande kraften �ar �kx3, d�ar x �ar avvikelsen fr�an j�amviktsl�aget.P�a grund av luftmotst�andet blir sv�angningen d�ampad. Man tar h�ansyn till detta genom en motst�andstermproportionell mot hastigheten. Detta ger r�orelseekvationenx00 = � kmx3 � �mx0:5Till det h�ar enkla problemet �nns en formel f�or den exakta l�osningen, y(t) =  exp(�t) + sin(t), d�ar  = y(0).6N�ar vi l�art oss lite linj�ar algebra kan vi anv�anda funktionen quiver f�or att enklare rita riktningsf�alt.31



Genom att l�ata x0 = v kan vi skriva ekvationen som ett f�orsta ordningens system� x0 = vv0 = � kmx3 � �mvF�or begynnelsev�ardena x(0) = 1 oh v(0) = x0(0) = 0 har vi i �guren nedan till v�anster ritat x somfunktion av t. I den h�ogra �guren ser vi fasportr�attet, dvs. vi ser kurvan t 7! (x(t); x0(t)), som man oftaritar upp f�or s�adana h�ar problem. Vi har tagit km = 1:0 oh �m = 0:05. Trots att ekvationen ser myketenkel ut kan man inte f�a fram den exakta l�osningen p�a sluten form utan vi har f�att anv�anda en numeriskmetod f�or att approximera den.
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Fr�an matematiken vet vi att om f �ar kontinuerlig oh uppfyller ett s.k. Lipshitz-villkor,jf(t; u)� f(t; v)j � Lju� vj;i strimman a � t � b, d�ar L kallas Lipshitz-konstanten, s�a har problemet (4.1) en entydigt best�amdl�osning y(t) som �ar de�nierad p�a hela intervallet a � t � b. Vi skall se att Lipshitz-konstanten �aven harbetydelse f�or de numeriska metoder som anv�ands f�or att l�osa begynnelsev�ardesproblem.4.1 N�agra di�erensmetoder.Program f�or l�osning av problemet (4.1) stegar sig fram, utg�aende fr�an y(a) =  i t = a, genom attbest�amma approximationer yn av y(tn) p�a ett n�at a = t0 < t1 < � � � < tN = b. I varje steg fr�an tnbest�ams en stegl�angd hn s�a att approximationen yn+1 i tn+1 = tn+hn uppfyller vissa noggrannhetskrav.Vi skall se hur man kan approximera di�erentialekvationen (4.1) med en di�erensekvation. Det som liggern�armast till hands �ar kanske att approximera derivatan y0(t) med en di�erenskvot, t.ex. fram�atdi�erenseny0(t) � D+y(t) = y(t+ h)� y(t)hbak�atdi�erensen y0(t) � D�y(t) = y(t)� y(t� h)heller entraldi�erensen y0(t) � D0y(t) = y(t+ h)� y(t� h)2hL�ater vi yn vara approximationen av den exakta l�osningen y(tn) s�a leder dessa di�erensapproximationertill Euler fram�atmetoden yn+1 = yn + hf(tn; yn);Euler bak�atmetoden yn+1 = yn + hf(tn+1; yn+1);respektive mittpunktsmetoden yn+1 = yn�1 + 2hf(tn; yn):Euler fram�atmetoden kan vi tolka geometriskt; utg�aende fr�an begynnelsev�ardet f�oljer metoden rikt-ningsf�altet med korta steg. 32



Ett annat s�att att g�ora en di�erensmetod som ligger n�ara till hands �ar att utg�a fr�an integralformuleringenav (4.1) oh approximera integralen p�a n�agot l�ampligt s�att. Integration av di�erentialekvationen i (4.1)fr�an tn till tn+1 = tn + h ger y(tn+1) = y(tn) + Z tn+1tn f(t; y(t))dt:Om vi approximerar integralen med trapetsregeln s�a f�ar vi den s.k. trapetsmetoden,yn+1 = yn + h2 ff(tn; yn) + f(tn+1; yn+1)g:Euler fram�atmetoden, Euler bak�atmetoden oh trapetsmetoden �ar exempel p�a enstegsmetoder, manbeh�over bara k�anna yn f�or att ber�akna yn+1. Mittpunktsmetoden �ar en erstegsmetod, man beh�overk�anna yn�1 oh yn f�or att kunna ber�akna yn+1.Euler fram�atmetoden oh mittpunktsmetoden �ar exempel p�a expliita metoder, vi stoppar bara in ynrespektive yn�1 oh yn i h�ogerledet f�or att f�a fram yn+1. Euler bak�atmetoden oh trapetsmetoden kallasf�or impliita metoder, i varje steg m�aste vi i allm�anhet l�osa en ikelinj�ar ekvation i yn+1.En impliit metod kr�aver mer ber�akningsarbete per steg �an en expliit metod. F�or vissa typer av be-gynnelsev�ardesproblem, s.k. styva problem, �ar impliita metoder l�ampliga att anv�anda, eftersom man d�akan ta st�orre stegl�angd �an f�or expliita metoder. Totalt sett blir d�a en impliit metod mer e�ektiv �an enexpliit.En di�erensmetod s�ags vara konvergent omyn ! y(t) d�a h! 0;d�ar n = t�ah , f�or alla a < t < b.Metoderna ovan �ar alla konvergenta. Vi kommer i senare avsnitt se att det kr�avs mer �an konvergens f�oratt ge �onskad noggrannhet till en rimlig ber�akningskostnad.Exempel 4.3 Vi visar nu att Euler fram�atmetoden �ar konvergent: L�at en = y(tn)�yn. Taylorutveklingger y(tn+1) = y(tn) + hy0(tn) + h22 y00(�n) == y(tn) + hf(tn; y(tn)) + h22 y00(�n)Om vi subtraherar yn+1 = yn + hf(tn; yn) f�ar vien+1 = en + hff(tn; y(tn))� f(tn; yn)g+ h22 y00(�n)eller jen+1j � (1 + hL)jenj+ h22 maxa���b jy00(�)jd�ar L �ar Lipshitz-konstanten. Med induktion f�ar vijenj � (1 + hL)nje0j+ n�1Xk=0(1 + hL)k! h22 maxa���b jy00(�)jMen nu �ar je0j = 0 ohn�1Xk=0(1 + hL)k = (1 + hL)n � 1(1 + hL)� 1 (geometriska seriens summa)Eftersom (1 + hL)n � eLnh = eL(tn�a) s�a har vijenj � h2L(eL(tn�a) � 1) maxa���b jy00(�)joh vi ser att en ! 0 d�a h! 0. 33



St�orningsresultat.N�ar t.ex. Eulers metod tar ett steg s�a g�or den ett litet fel s�a att den inte ligger kvar p�a l�osningskurvanvi vill f�olja utan hamnar p�a en l�osningskurva tillh�orande ett annat begynnelsev�arde. Det b�asta metodenkan g�ora i n�asta steg �ar att f�ors�oka f�olja denna nyal�osningskurva s�a bra som m�ojligt ett litet styke.Hur bra det kommer att g�a beror b�ade p�a metodens egenskaper oh p�a problemets egenskaper. Omn�arliggande l�osningskurvor dras samman med tiden s�a �ar problemet stabilt (eller v�alkonditionerat) ohom de sprids ut kraftigt med tiden s�a �ar problemet instabilt (eller illakonditionerat).Vi beh�over st�orningsresultat f�or att beskriva problemets egenskaper.Om y(t) oh u(t) �ar tv�a l�osningar till ekvationen i (4.1) med olika begynnelsev�arden oh om L�ar Lipshitz-konstanten s�a g�aller attjy(t)� u(t)j � eL(t�tn)jy(tn)� u(tn)j (4:2)f�or a � tn � t � b.Om L(b� a) inte alltf�or stort visar (4.2) att problemet inte �ar alltf�or instabilt, oh de klassiska metodervi presenterar senare i kursen kommer fungera bra. D�a L(b � a) stor �ar antingen problemet kraftigtinstabilt, dvs. kraftig spridning hos l�osningskurvorna, oh d�a kan vi inte g�ora myket �at det, eller oks�a�ar det kraftigt sammandragande, ett s.k. styvt problem, oh d�a blir de klassiska metoderna ine�ektivaoh vi beh�over speiella metoder f�or att kunna l�osa dessa styva problem e�ektivt. Den klassiska Lipshitz-konstanten kan inte skilja de tv�a senare fallen �at vilket den skal�ara s.k. testekvationen y0 = �y visar.
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Sammandragning

I uppskattningen (4.2) g�aller d�a likhet f�or � � 0 (spridning), men f�or � < 0 (sammandragning) f�ar visamma uppskattning som f�or j�j. Anledningen �ar att i b�agge fallen �ar Lipshitz-konstanten L = j�j. Dennaof�orm�aga hos Lipshitz-konstanten att skilja dessa fall �at har gjort att man f�att s�oka andra begrepp, menvi g�ar inte in p�a det i denna kursen.4.2 Felspridning.Program f�or l�osning av begynnelsev�ardesproblem anv�ander inte konstant stegl�angd h. Man vill uppskattafelet i varje steg oh justera h, stegl�angden f�or n�asta steg, utifr�an denna uppskattning. Ett f�or kort stegleder till on�odiga ber�akningar oh d�armed ine�ektivitet, medan ett f�or l�angt steg leder till att man inteklarar av uppsatta krav p�a noggrannhet. Det fel som vanligen uppskattas av programmen �ar det s�a kalladelokala felet oh inte det verkliga felet. Det �ar ju det senare felet en anv�andare egentligen �ar intresseradav.Globala oh lokala fel.L�at y(t) betekna den entydiga l�osningen till problemet� y0 = f(t; y); a � t � b;y(a) = :Med det verkliga eller globala felet i t = tn avser mangn = y(tn)� yn:Tyv�arr �ar det relativt sv�art oh kostsamt att uppskatta detta fel.Antag att man har en approximation yn av l�osningen vid tiden t = tn. Det man kan �onska �ar att kunnanoggrant f�olja den l�osningskurva som passerar punkten (tn; yn) fram till tiden t = tn+1.34



L�at un(t) vara l�osningen till � u0n = f(t; un);un(tn) = yn: (4:3)Man brukar kalla un(t) den lokala l�osningen.Med det lokala felet i t = tn+1 avser manln+1 = un(tn+1)� yn+1;dvs. felet som blir d�a man f�ors�oker f�olja l�osningen som utg�ar ifr�an (tn; yn) genom att ta ett steg medmetoden. Dessa fel illustreras i �guren.
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Det �ar ett rimligt �onskem�al att den numeriska metoden h�aller de lokala felen sm�a, vilken e�ekt dessa felhar p�a det globala felet beror p�a di�erentialekvationen. Det g�aller attgn+1 = y(tn+1)� yn+1 = fy(tn+1)� un(tn+1)g+ fun(tn+1)� yn+1g;dvs. gn+1 = fy(tn+1)� un(tn+1)g+ ln+1: (4:4)Eftersom y(tn)� un(tn) = gn s�a �ar y(tn+1)� un(tn+1) det av di�erentialekvationen fortplantade globalafelet fr�an t = tn, se �guren igen.Det globala felet gn+1 �ar allts�a summan av det fr�an det tidigare steget fortplantade globala felet oh detlokala felet ln+1.Exempel 4.4. L�at oss betrakta testekvationen y0 = �y; f�or en komplex konstant � . Det g�aller atty(t) = y(tn)e�(t�tn);un(t) = yne�(t�tn);s�a y(tn+1)� un(tn+1) = fy(tn)� ynge�(tn+1�tn) = gne�hn :Fr�an (4.4) f�ar vi d�a gn+1 = gne�hn + ln+1: (4:5)Om Re(�) > 0 divergerar l�osningskurvorna oh ju st�orre Re(�) �ar ju st�orre spridning f�ar vi. Fr�an (4.5) servi att sm�a lokala fel i varje steg inte medf�or sm�a globala fel. �A andra sidan om Re(�) < 0 s�a konvergerarl�osningskurvorna oh (4.5) visar att kontroll av de lokala felen ger kontroll av det globala felet.Vi f�ar en uppskattning av det globala felet m.h.a. de lokala felen genom upprepad anv�andning av (4.5);gn+1 = n+1Xj=1 e�(tn+1�tj)lj :En metod s�ags ha noggrannhetsordning p om det lokala felet �ar O(hp+1), dvs. om detlokala felet �ar av ordning p+ 1. 35



Exempel 4.5. F�or Euler fram�atmetoden har viln+1 = un(tn+1)� yn+1 = un(tn+1)� fyn + hf(tn; yn)g:Taylorutvekling ger un(tn+1) = un(tn) + hu0n(tn) + h22 u00n(�n) == yn + hf(tn; yn) + h22 u00n(�n);s�a vi har ln+1 = h22 u00n(�n);dvs. Euler fram�atmetoden �ar en f�orsta ordningens metod. �Aven Euler bak�at �ar en f�orsta ordningensmetod, medan mittpunktsmetoden oh trapetsmetoden �ar av andra ordningen.Det lokala felet f�or en erstegsmetod kommer att bero p�a hur metoden sprider tidigare lokala fel. Manm�aste kr�ava att metoden �ar stabil, dvs. att sm�a st�orningar i begynnelsev�arden oh h�ogerled i di�eren-sekvationen ger endast sm�a st�orningar i dess l�osning.4.3 Stabilitet.Trots att konvergens �ar n�odv�andigt f�or en metod skall vara anv�andbar, s�a �ar det l�angt ifr�an tillr�akligt.Det �ar av avg�orande betydelse hur approximationerna fyng beter sig f�or stegl�angder som inte g�ar mot noll.En aeptabel situation �ar att de ber�aknade yn-v�ardena, under inverkan av lokala fel oh avrundningsfel,har samma kvalitativa beteende som den exakta l�osningen y(t); dvs. att felen inte v�axer allt f�or myketoh f�orst�or approximationen. Den verkliga noggrannheten hos fyng best�ams av stegl�angden.Exempel 4.6. L�at oss studera hur mittpunktsmetoden fungerar p�a testproblemet� y0 = �y; t � 0y(0) = :Vi f�ar y0 = ; y1 = eh�;yn+1 = yn�1 + 2h�yn;d�ar y0 oh y1 har givits den exakta l�osningens v�arden.Man kan visa att f�or l�osningen till denna di�erensekvation g�alleryn = �1e�tn(1 +O(h2)) + �2(�1)ne��tn(1 +O(h2));d�ar �1 = +O(h2�2);�2 = O(h3�3):Vi ser att l�osningen till di�erensekvationen konvergerar mot l�osningen till di�erentialekvationen somO(h2).Det �nns tv�a parametrar �1 oh �2 i l�osningen till det diskreta problemet men i det kontinuerliga pro-blemets l�osning y(t) = e�t �nns det bara en parameter. Den f�orsta termen i yn approximerar den s�oktal�osningen y(t) medan den andra termen �ar en s.k. parasitl�osning, den har inget med det ursprungligaproblemet att g�ora utan har skapats av diskretiseringen. D�a � > 0 �ar detta inget problem f�or parasitend�or bort med tiden, men d�a � < 0 blir det problem f�or d�a v�axer parasiten exponentiellt med tiden.Tekenv�axlingen i parasiten g�or att den diskreta l�osningen kommer att osillera.Figuren nedan visar hur det ser ut med � = �1 oh  = 2. Till v�anster tog vi stegl�angden h = 0:1 oh tillh�oger h = 0:05. F�orr eller senare sl�ar parasiten igenom oh f�orst�or approximationen, men vi kan yttaden tidpunkten fram�at genom att v�alja h allt mindre.
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Mittpunktsmetoden �ar visserligen konvergent, men vi ser att det inte r�aker f�or att f�a ett tillfredsst�allandeuppf�orande.Vi beh�over analysera hur metoderna beter sig f�or �xa stegl�angder, som inte g�ar mot noll. I allm�annhetkan denna analys bara utf�oras f�or v�aldigt sm�a klasser av ekvationer, den enklaste �ar just testekvationeny0 = �y; t � 0: (4:6)F�or Re(�) � 0 �ar alla l�osningar till (4.6) begr�ansade s�a det vore naturligt att kr�ava att f�oljden fyng oks�askulle vara begr�ansad. Analysen f�orenklas om man bara betraktar konstanta stegl�angder h.En metod kallas absolut stabil om den f�or givna h oh � ger begr�ansade approximationerd�a den anv�ands p�a (4.6). M�angden i komplexa planet av alla h� f�or vilka detta g�allerkallas metodens absoluta stabilitetsomr�ade.Exempel 4.7. Om vi anv�ander Euler fram�atmetoden p�a (4.6) f�ar viyn+1 = yn + h�yn = (1 + h�)ynoh vi ser att fyng �ar begr�ansad om oh endast om j1 + h�j � 1, dvs. om oh endast om h� ligger p�airkelskivan med radien 1 oh entrum i z = �1.Med Euler bak�atmetoden p�a (4.6) f�ar vi yn+1 = yn + h�yn+1;dvs. yn+1 = 11� h�yn;oh fyng �ar begr�ansad om oh endast om j1�h�j = 1, dvs. om oh endast om h� ligger utanf�or irkelskivanmed radien 1 oh entrum i z = 1.Mittpunktsmetodens stabilitetsomr�ade �ar endast ett litet intervall p�a imagin�ara axeln (jIm(h�)j � 1).F�or trapetsmetoden f�ar vi yn+1 = 1 + 12h�1� 12h�yn;oh stabilitetsomr�adet �ar v�anstra halvplanet, Re(h�) � 0.I �guren ser vi stabilitetsomr�adena (gr�atonade) f�or Euler fram�at, Euler bak�at oh trapets metoderna.
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En metod vars stabilitetsomr�ade inneh�aller h� = 0 kallas nollstabil eller bara stabil oh omstabilitetsomr�adet inneh�aller v�anstra halvplanet, Re(h�) � 0, s�a kallas den A-stabil . (En s�adanmetod har samma stabilitetsegenskaper som det kontinuerliga problemet i fallet y0 = �y.)4.4 Anv�andning av ode45.F�or att f�a e�ektiva metoder m�aste man variera stegl�angden s�a att den anpassar sig efter bl.a. variationi l�osningen. Funktionen ode45 i Matlab �ar ett exempel p�a s�adana metoder. Den bygger p�a ett s.k.Runge-Kutta-Fehlberg par, en 4:e ordningens metod oh en 5:e ordningens. Man anv�ander skillnadenmellan metoderna f�or att skatta det lokala felet.Vi skall se hur man f�ar fram l�osningen till ekvationen i exempel 4.2. F�orst lagrar vi en beskrivning avh�ogerledet i di�erentialekvationen (efter omskrivning till system) p�a en �l blad.m:funtion f=blad(t,y)f=[y(2);-1*y(1)^3-0.05*y(2)℄; 37



I Matlab tar vi oh s�atter begynnelsetid t0 = 0 , sluttid tslut = 150 oh begynnelsev�ardet y0 = [1; 0℄T .>> t0=0; tslut=150;>> y0=[1;0℄;Sedan tar vi oh l�ater ode45 r�akna fram l�osningen med kommandot>> [t,y℄=ode45(�blad,t0,tslut,y0);Nu �ar t en vektor i Matlab med de tidpunkter (mellan t0 oh tslut) d�ar approximationer har r�aknatsfram oh y �ar en matris med tv�a kolonner, den f�orsta kolonnen inneh�aller x-v�ardena (l�aget vid de olikatidpunkterna) oh den andra inneh�aller x0-v�ardena (hastigheten vid de olika tidpunkterna). Vi ritar uppl�osningen t 7! (t; x(t)) med>> subplot(2,2,1)>> plot(t,y(:,1))>> axis([0 150 -1 1℄)>> xlabel('t'), ylabel('x')oh fasportr�attet t 7! (x(t); x0(t)) med>> subplot(2,2,2)>> plot(y(:,1),y(:,2))>> axis([-1 1 -1 1℄), axis('square') % Kvadratiskt koordinat system.>> xlabel('x'), ylabel('x''')S�a �k vi allts�a fram bilderna i exempel 4.2.4.5 �Ovningar.1. R�akna fram approximationer av y(0:8), d�ar y(t) �ar l�osningen till problemet� y0 = 1 + t y2y(0) = 0Anv�and Eulers metod med stegen 0.2 oh 0.1.Vilken approximationsordning tyks metoden ha?2. En klotformig vattentank med radien R t�oms p�a vatten genom att ett h�al med radien r �oppnas ibotten. I toppen p�a tanken �nns ett �oppet lufth�al. Vattenst�andet H ges som l�osningen till di�eren-tialekvationen H 0 = C(2R�H)pH ; C = �r2p2g;med begynnelsevillkoret H(0) = H0. L�at H0 = 3 m, R = 3 m, r = 0:4 m, g = 9:81 m/s2.Best�am H(t) numeriskt med ode45.3. Antag att vi har en partikel med massanm = 0:1 kg som �ar fastsatt i en fj�ader med fj�aderkonstantenk = 0:12 N/m. Detta inneb�ar att kraften d�a fj�adern str�akts en str�aka x blir �kx. Fj�aderns andra�anda �ar fastsatt i en �x punkt oh partikeln kan r�ora sig utan friktion l�angs en horisontell linje.
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Vid tiden t = 0 sl�apps partikeln fr�an vila, p�a avst�andet x0 = 0:1 m fr�an j�amviktspunkten, oh manvill f�oruts�aga den fortsatta r�orelsen.Inf�or ett koordinatsystem enligt �guren ovan med origo d�ar partikeln har sitt j�amviktsl�age. D�a xbeteknar partikelns l�age f�ar vi r�orelseekvationen x00 = � kmx.Vi kan skriva om ekvationen som ett begynnelsev�ardesproblem f�or ett f�orsta ordningens system� x0 = vv0 = � kmxmed begynnelsevillkoren x(0) = x0, v(0) = 0.L�os problemet numeriskt. Rita en bild av l�osningen under 30 sekunder.4.6 L�osningar.1. Vi vill ber�akna en approximation av y(0:8). (Exakt g�aller y(0:8) = 0:919965461 � � �) Med f(t; y) =1 + ty2 blir Euler fram�atmetoden;yn+1 = yn + hf(tn; yn) = yn + h(1 + tny2n)h = 0:2 t0 = 0 y0 = 0t1 = 0:2 y1 = y0 + h(1 + t0y20) = 0 + 0:2 � (1 + 0 � 02) = 0:2t2 = 0:4 y2 = y1 + h(1 + t1y21) = 0:2 + 0:2 � (1 + 0:2 � 0:22) = 0:4016t3 = 0:6 y3 = y2 + h(1 + t2y22) = 0:4016+ 0:2 � (1 + 0:4 � 0:40162) = 0:6145t4 = 0:8 y4 = y3 + h(1 + t3y23) = 0:6145+ 0:2 � (1 + 0:6 � 0:61452) = 0:8598y(0:8; 0:2) = 0:8598 med felet 0:0601 � � �h = 0:1 t0 = 0 y0 = 0t1 = 0:1 y1 = y0 + h(1 + t0y20) = 0 + 0:1 � (1 + 0 � 02) = 0:1t2 = 0:2 y2 = y1 + h(1 + t1y21) = 0:1 + 0:1 � (1 + 0:1 � 0:12) = 0:2001t3 = 0:3 y3 = y2 + h(1 + t2y22) = 0:2001+ 0:1 � (1 + 0:2 � 0:20012) = 0:3009... ...t8 = 0:8 y8 = y7 + h(1 + t7y27) = � � � = 0:8854y(0:8; 0:1) = 0:8854 med felet 0:0345 � � �Eftersom felet ungef�ar halveras d�a vi halverar stegl�angden s�a bekr�atas att Euler fram�atmetoden �arav 1:a ordningen.2. >> f=inline('C/(2*R-H)/sqrt(H)','t','H', ...'dummy','C','R')f = Inline funtion:f(t,H,dummy,C,R) = C/(2*R-H)/sqrt(H)>> H0=3; R=3; r=0.4; g=9.81; C=-r^2*sqrt(2*g);>> tmax=21;>> tidsint=linspae(0,tmax,100);>> [t,H℄=ode45(f,tidsint,H0,[℄,C,R);>> plot(t,H)
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3. Vi inf�or ett koordinatsystem med origo d�ar partikelnhar sitt j�amviktsl�age. D�a x beteknar partikelns l�agef�ar vi r�orelseekvationen x00 = � kmx med x(0) = x0 ohx0(0) = 0.Vi skriver om till system� x0 = v; x(0) = x0v0 = � kmx; v(0) = 0oh l�oser med ode45.>> dudt=inline('[u(2);-k*u(1)/m℄','t','u', ...'dummy','k','m');>> k=0.12; m=0.1; tmax=30; u0=[0.1;0℄;>> tidsint=linspae(0,tmax,100);>> [t,u℄=ode45(dudt,tidsint,u0,[℄,k,m);>> plot3(t,u(:,1),u(:,2)), axis('square') 0
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Appendix A - Interpolation.L�at f vara en skal�ar funktion i en variabel, dvs. f : IR ! IR. Antag att vi har n + 1 olika punkterx0; x1; � � � ; xn med motsvarande funktionsv�arden fi = f(xi), i = 0; 1; � � � ; n, oh vill best�amma en l�ampligfunktion P som interpolerar dessa v�arden, dvs. som uppfyllerP (xi) = fi; i = 0; 1; � � � ; n:Vanligt �ar att anv�anda ett polynom av grad n eller stykvisa polynom, s.k. spline-interpolation.Polynominterpolation.Interpolationspolynomet Pn av grad n �ar entydigt best�amt, men man kan ans�atta polynomet p�a olikas�att. En ofta praktisk ansats �ar Newtons ansatsPn(x) = 0 + 1(x� x0) + 2(x � x0)(x � x1) + � � �+n(x� x0)(x� x1) � � � (x� xn�1):Interpolationskraven Pn(xi) = fi; i = 0; 1; � � � ; n gerPn(x0) = 0 = f0;Pn(x1) = 0 + 1(x1 � x0) = f1;...Pn(xn) = 0 + 1(xn � x0) + 2(xn � x0)(xn � x1) + � � �+n(xn � x0)(xn � x1) � � � (xn � xn�1) = fn:Detta �ar ett ned�at triangul�art linj�art ekvationssystem med koeÆienterna 0; 1; � � � ; n som obekanta.Man l�oser l�att detta system genom fram�atsubstitution.En annan ansats �ar Lagranges ansatsPn(x) = nXi=1 fi li(x); li(x) = nYj=0j 6=i (x� xj)(xi � xj)Vi observerar att li(xj) = 1, om i = j, annars 0. F�or n = 1 f�ar viP1(x) = f0 x� x1x0 � x1 + f1 x� x0x1 � x0oh f�or n = 2 f�ar viP2(x) = f0 (x� x1)(x� x2)(x0 � x1)(x0 � x2) + f1 (x� x0)(x� x2)(x1 � x0)(x1 � x2) + f2 (x� x0)(x� x1)(x2 � x0)(x2 � x1)Nu skall vi se hur v�al f(x) approximeras av Pn(x).Om f(x) har n+ 1 kontinuerliga derivator s�a g�aller f�or interpolationsfelet;f(x)� Pn(x) = f (n+1)(�(x))(n+ 1)! (x� x0)(x� x1) � � � (x� xn)med �(x) n�agonstans mellan x0; x1; � � � ; xn oh x.F�orklaring: L�at e(x) = f(x)�Pn(x) oh g(x) = (x�x0)(x�x1) � � � (x�xn) oh bilda w(t) = e(x)g(t)�e(t)g(x).D�a g�aller w(x) = 0 oh w(xi) = 0; i = 0; 1; � � � ; n eftersom g(xi) = e(xi) = 0.Allts�a har w de n + 2 nollst�allena x0; x1; � � � ; xn; x oh upprepad anv�andning av Rolles sats ger attw(n+1)(�(x)) = 0 f�or n�agot �(x) mellan x0; x1; � � � ; xn oh x.Nu har vi w(n+1)(t) = e(x)g(n+1)(t) � e(n+1)(t)g(x), men e(n+1)(t) = f (n+1)(t) oh g(n+1)(t) = (n + 1)!f�or alla t s�a 0 = w(n+1)(�(x)) = e(x)g(n+1)(�(x)) � e(n+1)(�(x))g(x) == (n+ 1)!e(x)� f (n+1)(�(x))g(x)41



oh resultatet f�oljer.Interpolation av vissa funktioner med polynom av h�ogt gradtal kan uppf�ora sig illa. Felet kan bli myketstort vilket man kan se om man interpolerar funktionenf(x) = 11 + 25x2 ;p�a intervallet �1 � x � 1, med polynom av h�ogt gradtal oh ekvidistanta interpolationspunkter. I �gurennedan ser vi resultatet f�or n = 3; 4; 5; 8, �okar man gradtalet s�a blir resultatet bara �annu s�amre. Det somintr�a�ar brukar kallas Runges fenomen.
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