Losningsforslag till tentamen
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1

111214 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Oskar Hamlet , telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godként pa tentamen krivs minst 23 poidng da bonuspoing ej ir inrdiknad, samt minst 25 podng med bonus-
poéngen inriknad, pa tentamens Godkintdel. Fér godkint pa kursen krivs ocksa att du ér godkiind pa de tva

datorévningarna med tillhérande obligatoriska uppgifter. For betyg 4 eller 5 krévs dessutom 33 resp. 42 podng

sammanlagt pa tentamens bada delar (Godkéntdelen och Overbetygsdelen) och inklusive bonuspoing.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade papper.

Tentan réttas och bedéoms anonymt. Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfille meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkiantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas.
Losgor bladet och lamna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga 16sningar.

Till féljande uppgifter skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpap-
per. Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Lat D vara det omrade i zy-planet som begrinsas av parabeln y = 22 — 2z + 2
och linjen y = 2z — 1. Skissa omradet D och beridkna dess area.

L&sning: Vi borjar med att understka var kurvorna skér varandra;
2?20 +4+2=22—-1 < 2> —42+43=0 o 2=2+V4-3 & r=1lellerr=3

Kvadratkomplettering ger vidare att y = 22 — 2z + 1 = (z — 1)? + 1 s& parabeln har sin
vandpunkt i punkten (1,1). Omradet D #&r markerat med blatt i f6ljande figur;
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Arean av omradet D berdknas slutligen med foljande kalkyl;
3 3 1 4
/ (27 —1) = (2% — 22+ 2)) dx:/ (4 — 2% — 3) dx = [2x2—3x3—3x] =3
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Svar: 4/3

(6p)



3. Det var jul hemma hos familjen Jansson nér virmesystemet i deras hus plotsligen slutade
fungera. Temperaturen utomhus var vid hidndelsen —10°C' medan det inne i huset var
20°C' varmt. En timme efter hindelsen hade temperaturen i huset sjunkit till 16°C. Néar
temperaturen inomhus till slut nadde 10°C valde familjen att ldimna huset. Hur lang tid
hade det da gatt fran det att varmesystemet gick sonder ?

Antag att temperatursiankningen per tidsenhet &r proportionell mot skillnaden mellan
inner- och yttertemperatur (Newtons avsvalningslag). Om y(t) dr temperaturen i huset ¢
timmar efter att virmesystemet gatt sonder sa dr i s fall

y' = k(y — (-10))

for nagon proportionalitetskonstant k.

Lo6sning:

i(e_kty) = 10ke™ <

v =k(y—(-10) & o —ky=10k < o

e My=—10e"+C o y=-10+Cet

Vidare far vi att;

{y(0)220 {20=—10+C {0230
1 =

_ k _ 26 __ 13

B ln 13 13\!
say = —10+ 30e nw:—10+30<15> .

Vi vill nu ta reda pa vid vilken tidpunkt som y(t) = 10.

13\°¢ 2 13\°¢ In 2
t)=10 < 10=-10+30(— & == & t=-—3 (~283
y(t) + (15) 3 (15) In 13 ( )

2
3 timmar.

Svar: Familjen Jansson bér ldmna huset efter —%

15

4. (a) Bestim Maclaurinpolynomet Py(z) av grad 4 for funktionen f(x) = cos (3z?%)

1
Losning: Fran formelsamlingen far vi att cost = 1 — =t + O(t*), sa med t = 322 far
vi att cos (322) = 1 — 3(32%)% + O((32%)*) = 1 — Z2* + O(2®). Entydighetssatsen for

Taylorutvecklingar ger ddrmed att;

Svar: Py(z) =1— 3a*

1 — cos (32
(b) Anviand Maclaurinutveckling for att berikna gransvérdet lim M
z—0 3z
Losning:
1—cos(3z?) 9a*+0(z®) 3 4 3 \

Svar: 3/2

(6p)

(3p)



Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan

poéng pa denna del riknas in for att na godkintgrinsen.
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5. Lat R vara det omrade i xy-planet som begrénsas av kurvan y = ——och z-axeln.

VA4 + 22

Berdkna volymen av den kropp K som bildas da omradet R roterar kring y-axeln.

L&sning: Metoden med cylinderskal ger att;

1 2 2
1-— —
VolymenavK:/ 2rx x d :[t it }
0

V4 + 22 v dt = 2zxdz

55—t 2 g
= T _dt =7 |10Vt — 3| =2 —11
W/4 \/IE W[O\[ 3 L 37T<5\/5 )

Svar: gﬂ (5\/5 - 11)

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som ar sanna respektive falska,
samt motivera dina svar (rétt svar utan motivering ger inga po#ng).
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Svar: Sant, ty om vi anvinder formel for aritmetisk summa sa far vi;
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Alternativt kan vi betrakta uttrycket som ett grinsvirde av Riemannsummor;
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i S pm > L = [ear= |G <
k=1 k=1 "~~~
T Axg

(b) Om y; och yy &r 16sningar till differentialekvationen y” + 22y = 0
sa dr y1 + yo ocksa en 16sning till denna ekvation.

Svar: Sant, ty differentialekvationen &r linjar och homogen.
Inséttning i differentialekvationen ger ju att;

(y1 + )" + 2% (1 +y2) = y{ + 2%y + 94 + 2%ys =0

=0 =0

(c) Z 1 ar konvergent.
k=1

ok 2\" = /2\*
Svar: Sant, ty 0 < %1 < <3) och ; <3> ar en konvergent geometrisk serie.

7. Formulera och bevisa medelvardessatsen for integraler.

Losning Se foreldsningsanteckningar eller sid 308 i Adams.

(6p)

(2p)

(2p)

(2p)



Anonym kod sidnr. | Podng
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1 , 111214 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
. T Vi
(a) Bestdm — eVidt (2p)
dx 1
Svar: eV®
(b) Besti / -1 (3p)
estdm
(x+2)(x+1) v P
Losning:
z—1 3 2
——dx = —_— = dr =31 2| —21 1|+C
/(x+2)(x+1) T /<x+2 x+1> T n|z+ 2| nlz+ 1|+
Svar: 3ln|z 4+ 2| —2In|z + 1|+ C
™2 cosw
Berik ——d 3
(c¢) Beri na/0 T sn’a x (3p)
Losning:
/2
/0 % dx = [arctan (sin l’)]g/z = arctan 1 = %
Svar: 7/4
r_
(d) Los begynnelsevérdesproblemet { l;é 1__\/3 (3p)
Loésning:
dx dy dx
xy = @:@/:/@2 Inx+C
vie E=f L= [T e 2=
Bivillkoret y(1) =9 ger att C' = 6 sa;
Svar: y = L(Inz + 6)?
(e) Los differentialekvationen 3” + 4y’ + 13y =0 (ange lésningarna pa reell form) (3p)

Losning: Differentialekvationens karakteristiska ekvation #r r2 + 4r + 13 = 0.
Rétterna till denna ekvation dr r = —2 £ 4/(2)? — 13 = —2 4 3i , vilket ger oss
den allménna l6sningen

Svar: y = e~ 2% (C} cos 3z + Cy sin 3x)



