Losningsforslag till tentamen
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1

120413 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Emil Gustavsson , telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej réknedosa

For godkant pa tentamen kravs minst 23 poéng da bonuspoéng ej dr inrdknad, samt minst 25 poéng med bonus-
poédngen inrdknad, pa tentamens Godkéntdel. For godkéant pa kursen krdvs ocksa att du dr godkédnd pa de tva

datorévningarna med tillhérande obligatoriska uppgifter. Fér betyg 4 eller 5 krévs dessutom 33 resp. 42 poéng

sammanlagt pa tentamens bada delar (Godkintdelen och Overbetygsdelen) och inklusive bonuspoing.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade papper.

Tentan réttas och bedoms anonymt. Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfdllet. Forsta granskningstillfalle meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. (14p)
Losgor bladet och lamna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga 16sningar.

Till féljande uppgifter skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpap-
per. Motivera och férklara sa vil du kan.

2. Lat f(z) = (1 + x)?

1
(a) Beridkna integralen/ f(x)dx (3p)
0
1 1 1
Lﬁsning:/ f(x)dx—/ (1+\/:J?)2dx—/ (14 2Vz+z)dr =
0 0 0
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Svar: 17/6
1
(b) Berikna undersumman L(f, P;) till integralen / f(x) dx, ddr Py betecknar

0
indelningen (partition) av intervallet [0,1] i fyra lika stora delintervall. (3p)

Losning: L(f, P1) = ; ((1 + \/§)2 + (1 - \/E)Z + (1 - \/2)2 + <1 + \/g)2> -
=15 (22437 4+ (24 V2)2+ (2+v3)?) = § (13+2V2+2V3)
Svar: § (13 +2v2+2V/3)



yl:17y2
y(0) =0

Losning: Differentialekvationen dr separabel och for y # 41 har vi;

3. Los begynnelsevirdesproblemet {

dy dy 1 1 1
'=1-¢y? & :dt@:dt<:><+>d =dt
Y Y 1—y? (1-y)(1+y) 2\1ty 1-y4)Y

Integrerar vi bada led far vi;

1+y

1 1 1+y o
—(In1 —Injll-y))=t+C & —In|——|=t+C & —— =D
2(n] +y|—In|l—1y|) + 2n’1_y‘ + Ty e
for nagon konstant D (= £e2¢). Villkoret y(0) = 0 ger att D = 1 sa;
Lty o 2t 2t 2t e —1
2t
et —1
Svar: y = ———
var: y = 5

4. Lat ar, =2+ (F)*. Avgor (kort motivering kréivs) om talfoljden {ay}32, &r ...

(a) avtagande, viixande, alternerande eller ingetdera.

Svar: Talfoljden &r ej avatagande eller vixande ty t.ex. &r a; < az medan as > as.

Talfoljden &r ej heller alternerande ty t.ex. dr ajas > 0.

(b) nedat begrénsad, uppat begrinsad eller ingetdera.

Svar: Talfoljden &r bade nedat och uppat begréinsad ty |ay| < % for alla heltal k& > 1.

(c) konvergent eller divergent.

Svar: Talfoljden &r konvergent ty ap — 2 da k — oo

(I6sningen skall skrivas pa explicit form).

(2p)

(2p)

(2p)

VAND!



Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan

poéng pa denna del riknas in for att na godkintgrinsen.

5. Antag att vattnet i en damm halls pa plats av en plan vertikal forddmning. Vattnet i
dammen utévar ett hydrostatiskt tryck mot dammens fordédmning och den totala hydro-
statiska kraften mot forddmningen ges av integralen;

h
F(h) = bg /0 (h - y)b(y) dy

dir § =~ 1 kg/m3,g ~ 9.8 m/s?, h &r storsta vattendjupet méitt i meter och b(y) &r
forddmningens bredd vid hojden gy, méatt i meter fran fordimningens ldgsta punkt. Antag
i nedanstaende deluppgifter att forddmningen har formen av en halvcirkel med radie R (se

figur).

\ " /

(a) Bestdm ett uttryck for b(y).
Losning: Cirkelns ekvation ger att (R —y)? + (3b(y))? = R? s4;
Svar: b(y) = 2/R% — (R — y)?

(b) Bestam F(R).
Lésning: Fran deluppgift (a) foljer Pfxtt;

F(R) = 269 /0 (R—y)v/RE— (R—y)dy

Substitutionen & = R? — (R — y)? i denna integral ger att;
R? R?

F(R) = dg ; Vzdr =g [§$3/2]

2
= Z6gR?
0 3

Svar: F(R) = 26gR?
(c) Bestdam F(h) da0 < h < R.

Lo6sning: I det allménna fallet blir integralen lite knepigare men kan beridknas genom

ett variabelbyte fran y till 0 ddr R — y = Rsin6;

h /2
F(h) = 259/ (h—y)\/R?— (R —y)? dy:Qdeg/ (h+ Rsinf — R) cos? 0 db
0 (0%

R—h

dér o = arcsin “z*. Vi delar sedan upp integralen i tva delar och anvéinder den

trigonometriska formeln cos? § = %(1 + cos 26) pa den ena, och far da;

/2

F(h) = R%*ig ((h - R)/

w/2

1 2
= R%*g [(h — R)(60+ 5 sin 20) — chos3 9] =

«

1 2
= R%5g ((h —R) (;r —a—g sin 2a> + chos?’ a>

Svar: F(h) = R*6g (h— R) (5 — o — $sin2a) + 2Rcos®a) , dér a = arcsin

w/2
(14 cos26)df + ZR/ sin 6 cos? 0 d@) =

(2p)

(2p)

(2p)



6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera dina svar.

(rétt svar utan motivering ger inga po#ng)

h L dx ar k
(a) Ao x dr konvergent.

Svar: Falskt, ty \/111 L _—_L

> =
2 = 224z Vo

(b) Varje 16sning y(t) till differentialekvationen 3y’ = t(y? + ¢?) har ett

lokalt minimum dar ¢t = 0.

da x> 1och [° ﬁ ar divergent.

Svar: Sant, ty da t < 0 dr y/(t) = t(y> +t2) <0och dat > 0 &r ¢/ (t) = t(y*> +12) > 0
sa en 16sning dr avtagande innan ¢ = 0 och vixande efter ¢ = 0, vilket innebér att

y(t) maste ha ett minimum dér ¢ = 0.
= lyz\
(¢) Om f(x) = Z - (§> sa ar /(1) = 1.

i (%)n_l och diirmed f'(1) = ;i

n=1 n=1

Svar: Sant, ty f'(x) =

N =

7. Formulera och bevisa Taylors formel.

Losning: Se foreldsningsanteckningar eller sid 274-275 1 Adams.

)

(2p)

(2p)

(2p)

(6p)



Anonym kod sidnr. | Podng
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1 , 120413 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
. . r =1t -3t
(a) Betrakta den kurvai (z,y)-planet som ges av parametriseringen Y= 23 452 teR.
Ange de punkter pa kurvan i vilket kurvan har en vertikal tangent. (2p)
L&sning: I en punkt dir kurvan har vertikal tangent &r ‘é—f =3t2-3=0st==l.
Eftersom % = 6t2 + 10t # 0 for t = 41 s& har kurvan (med siikerhet) en tangent i
motsvarande punkter (och ingen spets). Dat =1 &ar (x,y) = (—2,7) och da t = —1
ir (z,y) = (2,3).
Svar: Kurvan har vertikal tangent i punkterna (—2,7) och (2, 3).
2
(b) Berikna / 2 Inx dx (3p)
0
2 3 2 2 .2 372
8 8 8
Losning: / ?Inzde = [xlna:} —/ T gz =12 - [SU} =-In2—-—
0 3 o Jo 3 3 6], 3 9
(Anm. Integranden é&r inte definierad for z = 0 sa integralen skall tolkas som ett
grinsviarde dir den undre grinsen gar mot 0. I ovanstaende kalkyler har vi bland
annat anviint att  lim — Ing = 0)
z—0F
2
8 8
Svar: / ?Inzrdr=—-In2— -
0 3 9
dy 2 1
Los differentialekvati =4+ === 3
(¢) Los differentialekvationen I + ol (3p)
Losning: Differentialekvationen &r linjar av forsta ordningen och en integrerande
2
faktor dr ef 9 = 2T — 42 , sS4
dy 2y 1 d , 2 1 C
—t+ === & — =1« = C & y=—+—
d:x+a: x2 da:(xy) ry=o+ 4 :c+a?2
1
Svar: Differentialekvationen har den allménna l6sningen y = — + —
xr  x
(d) Bestédm linjériseringen av f(z) = v/3 + 22 kring punkten x = 1. (3p)
x
Losning: Vi har f/(r) = ——— s4 linjériseringen av f(z) kring = = 1 #r;
g f(x) NeE Y g f(z) kring
1
L) = f)+ [ -1) =2+ 5(z-1)
Svar: Linjériseringen av f(z) kring z = 1 &r L(z) = 2+ 3(z — 1)
(e) Bestim en partikuliirlosning till differentialekvationen y” + 3’ +y = cosx (3p)

Losning: Som partikulérlosning ansétter vi y,(z) = Acosz + Bsinz som insatt i
differentialekvationen ger att —Asinx + B cosz = cosx, vilket dr uppfyllt om A =0
och B =1.

Svar: En partikulérlosning till differentialekvationen ar y,(x) = sinz



Formelblad

Trigonometri.

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) sin(x) sin(y) = %(cos(a: —y) —cos(z +y))

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y) sin(z) cos(y) = %(sin(az —y) +sin(z +y))

cos(z) cos(y) = %(cos(w —y) + cos(xz + y)) tan(z) + tan(y)

tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y)
Maclaurinutvecklingar
© 2 3
e* - kzzog;;' = ltotg gt
sinz = g(—l)k_1 (;;k_i)! = z-— %T + %T %7 +
Ccos T = g(—l)k é:' = 1 Z—T + Z—T %T +
14+2)* = g(g)xk = 1+am+wx2+... . Jzl<1 o, (Z)Za(a_k(llzn.1<)a_if+1)
In(l+2z) = g(_l)kﬂi = x—%2+%3—%4+... , —l<z<1
arctanz = i(—l)k_lggkjll = x—%?)—i-:)? —%7—&-... , Jz) <1



