Losningsforslag till tentamen
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1

120831 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Emil Gustavsson , telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej réknedosa

For godkant pa tentamen kravs minst 23 poéng da bonuspoéng ej dr inrdknad, samt minst 25 poéng med bonus-
poédngen inrdknad, pa tentamens Godkéntdel. For godkéant pa kursen krdvs ocksa att du dr godkédnd pa de tva

datorévningarna med tillhérande obligatoriska uppgifter. Fér betyg 4 eller 5 krévs dessutom 33 resp. 42 poéng

sammanlagt pa tentamens bada delar (Godkintdelen och Overbetygsdelen) och inklusive bonuspoing.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade papper.

Tentan réttas och bedoms anonymt. Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfdllet. Forsta granskningstillfalle meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas.
Losgor bladet och lamna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga 16sningar.

Till féljande uppgifter skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpap-
per. Motivera och férklara sa vil du kan.

2. Lat D vara det omrade i xy-planet som begrinsas av linjen y = = och parabeln y = z2.

Beriikna volymen av den kropp K som bildas da omradet D roterar kring z-axeln.

Loésning: Metoden med cirkelskivor ger att;
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3. Antag att 100 fiskar slédpps ut i en damm och att de sedan forokar sig i en takt som vl
beskrivs av den logistiska ekvationen;

dy_y(l y)

dt 100" 1000

dér y(t) &r antalet fiskar efter ¢ dagar. Efter hur manga dagar har det (enligt denna modell)
blivit 200 fiskar i dammen ? (Tips: Differentialekvationen &r separabel)

Lésning: For ¢y £ 0 och y # 1000 har vi;

1 1
dl_y(l y)@ dy dt ( >dy dt

dt — 100° 1000 y(1— =)~ 100 v T1000—45) %Y= 100

Integrerar vi bada led far vi;
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for nagon konstant D (= 4¢e©).
Villkoret y(0) = 100 ger att D = 1/9, och da y = 200 giiller att;

1 1
= et o = 1001n (9/4)
4 9
Svar: Det &r 200 fiskar i dammen efter 1001n (9/4) (=~ 81) dagar

4. Avgor om foljande tva serier dr konvergenta eller divergenta. Om en serie dr konvergent
(6p)

sa skall dess summa beréknas och om den ar divergent sa skall detta motiveras.

k41 = 3
(&) ;2k+3 (®) kzﬁ (—2)k

Losning/Svar:
(a) Serien dr di - ens t s int £0 (i k+1 1)
a) Serien &r divergent ty seriens termer gar inte mo im ==
versen s koo 2k +3 2
(b) Serien &r geometrisk och vi har;
1 1

i(_?;)k:32(_21>k:i§:<_21)k:j1+§

k=2

Serien #r alltsa konvergent med virdet 1/2

VAND!



Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan

poéng pa denna del riknas in for att na godkintgrinsen.

5. Lat {a,}22 vara den talf6ljd som definieras rekursivt av att a; =1 och ap41 = /6 + a, .
Visa att talféljden ar vixande och uppat begrinsad av 3. Konstatera att talfoljden dérfor
har ett grinsviarde da n — oo och bestdm gransvérdet h_)m Gy, -

n o

Losning: Lat oss borja med att visa att talféljden ar uppat begrinsad av 3: Uppenbarligen
dr ap = 1 < 3. Vidare foljer att om a, < 3 sa &r ocksa api1 = V6 +a, < V6+3 = 3.
Med induktion foljer dérfor att a, < 3 for alla heltal n > 1.

Pa liknande sétt kan vi visa att talféljden ar viixande: Notera att as = /6 + a1 = VT >
1 = a;. Vidare foljer att om a,, > a,—1 sa dr ocksa any1 = V6 +a, > /6 + ap—1 = ay.
Med induktion foljer déarfor att a,41 > a, for alla heltal n > 1.

Eftersom talféljden ar viixande och uppat begridnsad sa ar den ocksa konvergent dvs. det
existerar nagot a sadant att a, — a da n — oco. Det foljer da att a <+ ap+1 = V6 + ay, —
v/6 4+ a varpa vi maste ha a = /6 + a. Kvadrerar vi bada led i denna ekvation sa far vi

2=6+4+a < a®>—a—6 = 0. Denna andragradsekvation har rétterna 3 och —2 men
eftersom vi vet att a > 1 sa foljer att a = 3.

Svar: lim a, = 3.
n—oo

6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera dina svar.
(rétt svar utan motivering ger inga po#ng)

1
(a) > 75 <1
k=2

1 <1
Svar: Sant, ty Z 72 kan betraktas som undersumma till integralen / — dz och
1 x

k=2 .
1 / 1 [ 1]00
E — —dr=|-——| =1
2
P k x
(b) Antag att rorelsen hos en ddmpad harmonisk ocillator beskrivs av differentialekvatio-

nen y” +2y'+y =0 (hir dr y(¢) ér avikelsen fran jaimviktsldget vid tiden t). Rorelsen
sdgs da vara kritiskt ddmpad.

Svar: Sant, ty om ett sadant system beskrivs av en differentialekvation av typen
ay” + by +cy =0, diir a, b, c > 0, sa #r den kritiskt dimpad om b? = ac (se bl.a. figur
3.31 i Calculus), vilket dr uppfyllt i detta fall.

!
s n Ty =Yy
(¢) Funktionen y(z E (ng'; 5 1oser begynnelsevirdesproblemet ¢ y(0) =0
n!) /
n=1 y'(0) =1

Svar: Sant, ty

g d? > na” B = d? [ na" B OonQ(n—l)x"_Q_ (n—1)z"t
=i (S ) = i () =+ 5 =5, e -

n=1 n=1 n=2 n=2
o0 no™ , © n2on—1
y(O)zZl(n!)Q—o och 3/(0) = !

7. Formulera och bevisa satsen om substitution i bestdmda integraler.

Svar: Se Sats 6 1 avsnitt 5.6.

(6p)
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sid nr.
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Poéang

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Skissa den kurva i zy-planet som bestar av punkter (z,y) sddana att 22 —y? —4x = 0.

Lésning & skiss: Kvadratkomplettering ger att 2232 —42 =0 & (v—-2)2—y? =4
sa andragradskurvan dr en hyperbel vars symmetriaxlar (principalaxlar) gar genom
punkten (2,0) och har véindpunkter i (0,0) resp. (4,0).

N B o e N
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(b) Bestdm medelvirdet av funktionen f(x) = 112

over intervallet [0, 2].
Lo6sning:

1 2 4x 2712
2/0 Iiadr=[n(@+a?)]; =8~ Ind=1n2

Svar: In2

(c) Los differentialekvationen xy' —y = x.

Losning: Differentialekvationen dr linjéar av forsta ordningen och kan skrivas
1 1
y — %y = 1. En integrerande faktor ar ef —zdr — gmInz _ _ , sa
T

1 d (1 1 1
Yy ——y=1 < <y>: & —y=lhz+C < y=z(lnzx+C)
T dr \ z T x

Svar: Differentialekvationen har den allménna losningen y = z(Ilnz + C)

(d) Visa att y(t) = e* i#r en 16sning till differentialekvationen y"” — 2y” — 4y’ + 8y = 0.
Bestdam sedan alla andra 16sningar till differentialekvationen.

Losning: Med y(t) = e sa dr 3" —2y" — 4y’ +8y = 8 —8e?! —8e?! +-8¢?! = (. Saledes
ar r = 2 en rot till karakteristiska ekvationen 7% — 2r2 — 4r + 8 = 0. Polynomdivision
ger att 73 — 272 —4r +8 = (r — 2)(r?> —4) = (r — 2)%(r +2) sa r = 2 ir en dubbelrot
och r = —2 en enkelrot till karakteristiska ekvationen.

Svar: Differentialekvationen har den allménna 1sningen y = (C1t + Cy)e?! + Cze ™2t

1
1422
USRI § & ! _ 2 1" _ =2 8z2 _ 6z?-2 :
Losning: Vi har f/(z) = ez och f (x) = (5222 T [T4a? = (gaz)? Och speciellt
r f(2) = £, f(2) = 52 och f”(2) = 2. Detta ger oss Taylorpolynomet Py(z) =
o) .
f@+F@@-2)+ TP -2? = - Fe -2+ (e —2)?
1 -4 11

Svar: Py(z) = 5 %(x —-2)+ ﬁ(ax —2)?

(e) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 kring x = 2 {o6r funktionen f(z)

(2p)



