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Vecko—PM liasvecka 6

Adams: 4.9-4.10, 9.1-9.4

De avslutande tva veckorna pa kursen skall handla om Taylorutveckling, talfoljder och
serier. Sedan lang tid tillbaka kénner du till och har rdknat med de elementéra funktionerna
sinz, Inz, \/x osv. och sikert har du nagon gang stéllt dig fragan hur man egentligen gor
for att beriikna t.ex. sin 1,1n2, v/3, eller viirdet av nagon annan elementér funktion, endast
genom att addera/subtrahera och multiplicera/dividera decimaltal med varandra. Eftersom
de sokta talen i allménhet &r irrationella sa kan vi bara hoppas pa att hitta ndrmevéarden.
Det finns manga sétt att angripa detta problem och manga losningar, i regel beroende
pa vilken typ av funktion som &ar inblandad. Ett sétt dr att anvénda s.k. Taylorutveckling
(avs. 4.10), vilket i princip innebédr att man approximerar en funktion f(z) med polynom i
néirheten av nagon given punkt 2 = a. Det linjéira polynomet Py (z) = f(a)+f'(a)(x—a) har
samma funktionsvirde och samma derivata i punkten z = a som funktionen f(z) och ger
darfor en ganska god approximation av f(x), atminstone for = som ligger néra a. Sadana
linjédra approximationer skall vi studera i avsnitt 4.9. Vi kan forbéattra approximationen
genom att bestimma ett polynom av hogre grad med 6verenstdmmande derivator av hogre
ordning dvs. ett polynom av grad n som ér sadant att P,(a) = f(a), P.(a) = f'(a), P!(a) =
f"(a), ..., P,(L")(a) = f™(a). Nir man goér approximationer sa #r det i regel ocksa viktigt
att ha kontroll pa felet. Den s.k. Taylors formel ger oss inte bara ett siatt pa vilket vi enkelt
kan bestdmma Taylorpolynomen P,(x) utan ger oss ocksa information om felet;
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Taylorutveckling har manga anvéndningsomraden, utéver att beridkna nidrmevérden till
funktionsvarden, bl.a. skall vi se hur det kan anvéindas for att berdkna griansvarden.

Kapitel 9 handlar om talféljder och serier. Formellt séitt dr en serie en summa med oéndligt
manga termer. Det &r inte sjalvklart hur man skall géra om man vill tilldela ett virde pa en
serie men, i analogi med hur vi definierade generaliserade integraler, sa ar det naturligt att
betrakta en serie Zzozl ay som ett gransvérde lim,, ., S, av partialsummorna s,, = ZZ=1 ag.
Om gransvirdet existerar séger vi att serien dr konvergent och i annat fall divergent. Vissa
serier kan beriknas exakt som t.ex. geometriska serier > .- ¥ da |r| < 1, men ofta far
man noja sig med uppskattningar. Vérdet pa en serie kan ju alltid approximeras med
en partialsumma men forst bor man i sa fall kontrollera att serien 6verhuvud taget ar
konvergent. Vi skall darfor studera ett antal kriterier for att avgora om en given serie ar
konvergent resp. divergent.

Rekommenderade uppgifter

Talen i tabellen refererar till 6vningsuppgifter i sjunde upplagan av
Calculus, a complete course, av Adams och Essex.

Avsnitt Godkéantniva Overbetygsniva
Instuderingsuppgifter Tréningsuppgifter
4.9 1,3 15, 18
410 | 1,5 7,10, 11, 17, 19, 21, 25, 27 | 30
9.1 1,3,7,8, 15, 17, 18, 28 | 20, 23, 36 30, 31
9.2 1 57,9 17, 21
9.3 1, 3,7,19, 21, 25
94 1,3,7, 17,27

Veckans kryssuppgifter: 4.9.15, 4.10.19, 9.1.31, 9.3.25



Larmal

For att bli godkidnd pa kursen skall du kunna:

Adams

Mal

4.9

veta vad som menas med linjdriseringen av en funktion i en punkt (Def.8, sid 267)
och kunna anvinda linjarisering fér approximativ berdkning av funktionsvérden.

4.10 veta vad som menas med Taylorpolynomet av grad/ordning n till en funktion i en punkt,
samt kunna bestdmma Taylorpolynom till en given funktion i en given punkt och kunna
anvanda det for approximativ berékning av funktionsvérden.

4.10 redogora for Taylors formel, med felterm pa Lagrange form (Sats 12, sid 275) och pa
integralform (Sats 22, sid 544), samt kdnna till vad som menas med att Taylorutveckla
en funktion i en punkt.

4.10 betydelsen av stora-ordo-notationen och dess egenskaper (Def.9 och egenskaperna dérefter),
samt kunna anvinda beteckningen vid berdkning av gransvarden (t.ex. Ex.9 & 10, sid 280)

4.10 veta vad som menas med Maclaurinpolynom och Maclaurinutveckling av en funktion.

4.10 anvinda Sats 13 (sid 278) for bestamning av Taylorpolynom (se t.ex. Ex.6,7,8 i avs. 4.10).

9.1 veta vad som menas med en talfoljd och kidnna till olika sétt att beskriva talfoljder
(t.ex. med méangdklamrar som i Ex.1.a-g sid 497 eller rekursivt som i Ex.1.h-i sid 497)

9.1 veta vad som menas med att en talfoljd ar; uppat/nerat begrinsad, begrinsad,
positiv/negativ, vizande/avtagande, monoton, alternerande (se Def.1, sid 497),
samt i enklare fall kunna avgéra om en talfoljd uppfyller kriterierna for dessa begrepp.

9.1 veta vad som menas med grdansvirde av en talféljd och hur de betecknas (Def.2, sid 499).

9.1 veta vad som menas med en konvergent resp. divergent talfoljd, samt i enklare fall
kunna avgora om en talfoljd dr konvergent/divergent (se tex. Ex.5-6, sid 499-500).

9.1 kénna till och anvinda gréansvérdesreglerna for talfoljder (se markerad ruta pa sid 500)
for att berdkna gransvérden (se tex. Ex.6, sid 500).

9.2 veta vad som menas med en serie och vad som menas med en partialsumma for en serie.

9.2 veta vad som menas med en konvergent resp. divergent serie (se bl.a. Def.3, sid 505).

9.2 veta vad som menas med en geometrisk serie och kunna avgora om en sadan ar konvergent,
samt i forekommande fall berdkna sadana (se tex. Ex.1 & 2 sid 506-507).

9.2 anvianda konvergenskriterierna i Sats 4-6 (sid 508-509) for att avgora om en serie dr
konvergent eller divergent, samt kunna anvénda riaknereglerna i Sats 7 (sid 509)
for att berdkna eller uppskatta serier.

9.4 veta vad som menas med en absolutkonvergent serie (Def.5, sid 521) och kunna anvénda

Sats 13 (sid 521) for att visa att en serie dr konvergent. Du skall ocksa veta vad som menas
med en betingat konvergent serie (Def.6 sid 522) och kunna ge exempel pa en sadan serie.

For 6verbetyg skall du ocksa kunna:
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4.10 bevisa Taylors formel (Sats 12)

4.10 uppskatta felet da funktionsvirde eller integral berdknas approximativt med hjalp av
Taylorpolynom (se t.ex. Ex.4 & 5, sid 276-277, resp. Ex.4 sid 382).

4.10 bevisa Sats 13 (sid 278).

9.1 avgora om en talfoljd &r uppat/nerat begrinsad, begriansad, positiv/negativ,
vixande/avtagande, monoton och/eller alternerande i mer komplicerade fall
an vad som krévs pa godkéntniva.

9.1 berdkna griansvirdet av en talfoljd eller avgora om en talfoljd &r konvergent /divergent
i mer komplicerade fall &n vad som kravs pa godkantniva (se tex. Ex.7-9, sid 501-502)

9.3 anvinda integraluppskattningar for att avgora om en serie dr konvergent eller divergent
(sid 511). Speciellt skall du kénna till och kunna bevisa for vilka p som serien
Y o nP dr konvergent resp. divergent (se Ex.1, sid 512).

9.3-9.4 | anvinda jamforelsekriterierna i Sats 9 (sid 514) samt Sats 13 (sid 521) och Sats 14

(sid 522) for att avgora om en serie dr konvergent eller divergent (se tex. Ex.3 sid 514
och Ex.3 sid 524)




