TMV136 Matematisk analys i en variabel E,
Ip II, lasaret 2006-2007
Vecko—PM lasvecka 6

RA, kap 9.1-9.3, 9.6, 9.7, 9.9
6.6-6.8: Numerisk integration (veckans laboration, Laboration 3)

Innehall: Trapetsmetoden bygger pa att man indelar integrationsintervallet i delintervall
och lokalt pa varje delintervall approximerar integranden med ett forstagradspolynom.
Simpsons metod anvander sig lokalt av andragradspolynom. Anvindes Taylorutveckling av
en godtycklig ordning, lokalt, kan man ju i princip approximera integranden med ett poly-
nom av godtycklig grad. Svarigheten med en sadan metod, forutom att det forutsitter att
integranden &r tillrackligt reguljar (har tillrackligt manga derivator), &r ju att komplexi-
tetsgraden snabbt ckar med polynomets (godtyckliga) grad. Istéllet kan man ju d& anvénda
hela intervallet (alltsd ingen intervallindelning) och Taylorpolynomsutveckling kring nagon
intervallpunkt. Detta kriver dock manga termer i Taylorpolynomsutvecklingen for att rest-
termen ska vara liten pa hela intervallet. Aven hér vixer alltsd komplexitetsgraden snabbt
och vilken metod som ar att foredra i en specifik situation ar inte alltid klart utan ett
vidare undersokande.

Mal: Att kunna anvinda Trapetsmetoden och Simpsons metod med hjalp av MATLAB.

9.1, 9.2, 9.3 (sid 485-488), 9.6, 9.7: Foljder och serier; Taylorserier.

Innehall: Griansvirde av talfoljd (d v s gransvirde dd x — oo av funktion f(z) med de-
finitionsméngd de hela talen, N). Serie, betecknat >, | aj, som gransvirde av talféljden
S =Y h_;ak dd n — 00 och om detta grinsvirde existerar si kallas griansvirdet seriens
summa och serien ségs vara konvergent. Om grénsvirdet ej existerar sa sigs serien vara
divergent. (Jmfr hir motsvarande begrepp for generaliserade integraler. Precis som for sa-
dana generaliserade integraler finns jamforelsekriterier for att avgora en series eventuella
konvergens eller divergens, i fall da vi inte explicit kan berdkna seriens summa.)

Mal: Att kunna bestdmma Taylorserien for elementara funktioner samt kunna gora enkla
tillimpningar av dessa serieframstéllningar.

Rekommenderade 6vningar:

Avsnitt | Demouppg., foreldsning | Demouppg., 6vning Sjéalvverksamhet
9.1 1,21 5, 17 3,7,9,11, 13, 15, 19, 25
92 |1 2,3,5,7,09, 11, 15, 17, 21
9.3 1
9.6 1 9 5, 11, 21, 33, 35
9.7 23 25, 27




RA 9.9: Fourierserier

Innehall: Vi har i tidigare avsnitt sett att en funktion kan approximeras med ett (Tay-
lor)polynom och vi kan skriva funktionen som (Taylor)polynomet plus en restterm som i
allminhet &r av komplicerad natur och darmed svar att utlisa exakt information ur; dven
om den i de flesta fall gar att uppskatta pa ett forhallandevis enkelt vis. Vi kan slippa
resttermen om funktionen ar “glatt”, d v s “mjuk”, d v s har derivator av godtycklig ord-
ning. Om resttermen da gar mot noll da fler termer tas med i taylorpolynomet far vi att
funktionen kan skrivas som en serie, en odndlig summa av explicita bitar av enkel natur
och dirmed tdmligen enkelt hanterbara. Podngen &r bl a att vi har en exakt likhet ut-
an nagon svaranalyserad restterm. (Man kan ju naturligtvis hivda att svarigheterna med
resttermen bara har “sopats under mattan” da det ju har ersatts av en odndlig (ett annat
svarhanterligt begrepp) summa, men detta &r atminstone en annan typ av svarighet och
tillsammans okar ju dessa synsétt var forstaelse.) For att pa detta sidtt med taylorpoly-
nom kunna framstélla en funktion med en explicit om #n odndlig summa, serie, krivs ju
att funktionen har godtyckligt manga derivator, d v s dr odndligt deriverbar. De flesta
(komplicerade) funktioner ar ju inte det, sa fragan om hur man hanterar dessa kvarstar.
Det visar sig att méanga (de “flesta”) funktioner kan skrivas som serier, inte av polynom
som i anvindandet av taylorpolynomen, utan av sinus- och cosinusfunktioner med olika
(o#indligt ménga) frekvenser, men dessa trigonometriska funktioner dr ju néstan lika enkla
som polynom. (Jmfr tonerna alstrade av t ex en violinstring, och dess Gvertoner.) Sddana
serier kallas fourierserier och om funktionen bara har tva (kontinuerliga) derivator sa ar det
enkelt att se att funktionen framstélls av en sadan fourierserie. Faktiskt sa kravs valdigt
lite av funktionen for att denna metod med fourierserier ska kunna anvindas; ngt som vi-
sades av den svenske matematikern Lennart Carleson pa 60-talet. Carleson bevisade 1966
att om bara [" (f(z))?dz &r ett dndligt tal, sa &r f lika med summan av sin Fourierserie
néstan overallt i intervallet [—m, 7]. Det betyder att om man, bildligt talat, star i begrepp
att sitta pennan slumpvis nagonstans mellan —7 och 7, s& dr sannolikheten noll fér att
hamna dir f inte ar lika med seriens summa.

Mal: Ha (snabbt och) oversiktligt ldst igenom kap 9.9 och bekantat sig med fourierse-
rier; ngt som studeras i kommande kurser.



