Matematik, Chalmers

Tentamen i Envariabelanalys del B for M1/TD1, 05-12-17
Losningar
1. Berikna
. z+e"In(l —zx)
lim ——~
z—0 x2

Kinda Maclaurinutvecklingar ger

z+e’ln(l—z) z+(1+2+00@?)(-2— % +0(=%) _ _% +0@%) _ _3 + O(x)
= = P> S N R
Svar: —3/2.
2. Berikna

3+ 222+ 1

(a) Aoo e Vg (b) / idm (e) /711 z4(1 4 tan z)dz

(a) Substitutionen z = t? och partialintegration ger
o0 o0 o oo o
/ e Vidr = / e f2tdt = [-2te™"], +/ 2e7tdt = [—2te™t — 277
4 2 2
Detta skall tolkas som gransvardet

lim (—2Re # —2e F +4e72 +2¢2) = 6e 2.

R—o00

Svar: 6e 2.

(b) Namnaren faktoriseras som z2 + 222 + z = z(x + 1)2. Ansatsen

4 — o2 A n B n C
zz+1)2 2 2+1 (z+1)2
ger A =4, B = —5, C' = —3, varefter man kan skriva upp den primitiva funktionen.
Svar:41n|z| — 5ln|z + 1| + %H +D.

(c) Eftersom tan x dr udda sé ir

! ! 25" 2
/ x4(1+tanw)d$=/ ztde = [—] =_.
-1 -1 514 8

Svar: 2/5.

3. Los differentialekvationen
¥ +2 +2y=¢", y(0)=¢'(0) =0

Karakteristiska ekvationen r2 + 2r + 2 = 0 har 16sningarnar = —1 + 4. Homogena 16sningen ir
alltsd e *(A cosz + B sin x). En partikulédrlosning kan hittas med ansatsen y = Ce %, ger C' = 1.
Allminna 16sningen &r alltsd y(x) = e~ % (1 + A cos x + B sin z). Begynnelsevillkoren ger slutligen
A=-1,B=0.

Svar: y(z) = e *(1 — cosz).

4. Lbs differentialekvationerna
zy = z? — 3y, y(1) =1,

oy =2y(y+1), y(l)=1

(a) Ekvationen ir linedr och kan skrivas
, 3
y+-y=u=
z
Integrerande faktor 4r 23, ger

(z%y) ==



Begynnelsevillkoret ger slutligen C' = 4/5.
2
Svar: y(z) = L + ;.

(b) Ekvationen 4r separabel och kan skrivas

/ﬁdyz/%dx.

Efter partialbraksuppdelning i vénsterledet ger detta

‘:1n(x2)+0 s Y4
y+1

In

Y
+1
(dir A = +e“). Begynnelsevillkoret ger A = 1/2. Loser vi ut y far vi slutligen

y z2 z2

Svar: y(z) = z2/(2 — 2?).

. Omrédet som begrinsas av kurvan y = sinz, 0 < z < m, och z-axeln roterar kring (a) z-axeln, (b) y-axeln. Berikna de
volymer som genereras.

(a) Integration dver skivor vinkelrdta mot z-axeln ger

g ™1 —cos2z z sin2z]” 2
71'/ Sin2xda:=7r/ 7dm:7r[—— ] =T
0 0

2 2 4

(b) Integration 6ver ror parallella med y-axeln ger

™
27r/ sinz dz = 27 [— cosz]; = 4.
0

Svar: 72 /2 respektive 4.

. Ett foremadl i rdtlinjig rorelse bromsas med en retardation som &r proportionell mot kvadratroten ur hastigheten. Berdkna
bromsstréckan. Infor sjélv 1ampliga beteckningar!

Lat v(t) beteckna hastigheten vid tiden ¢. D& 4r v = —Fk+/v. Detta &r en separabel ekvation med
16sningen

@ _ k/dt & 2fv=—-kt+C

N = :

For att finna en fysikalisk tolkning av C stoppar viin ¢ = 0 och v = v, ger C = 2,/vg. Vi 16ser
sedan ut v, ger

kt\?
v(t) = (\/’U - 5) .
Integrerar vi detta far vi liget s(¢) vid tiden ¢, dvs

s(t) = —3% (\/v_o— %)3 +D.

Frén uttrycket for v ser vi att v(t) = 0 d parentesen &r 0, sd D #r partikelns slutliga lige. A andra
sidan 4r 5(0) = — 2 (v9)%/? + D. Totala bromsstréickan ér alltsd - (vg)3/2.

Svar: %(vo)w 2, dir vg #r begynnelschastigheten och k den i uppgiften antydda proportionalitets-
konstanten.

. (a) Skissera ett bevis for Analysens huvudsats. (b) Berdkna

d [T ;2
a ) e’ dt.
For (a), se ndgon lirobok i matematisk analys. For (b) later vi F(t) beteckna en primitiv funktion
till et”. Enligt analysens huvudsats eller insittningsformeln ges integralen da av F(z2) — F(z).
Derivatan av detta ir 2z F' (z?) — F'(z) = 2ze® — €%,

Svar: 2ze®" — 7.



