Lab 4: Numerisk I6sning av ordindra differentialekvationer.

Laborationens syfte:

e Att studera enklast mojliga metod att numeriskt 16sa en differentialekvation av forsta ordningen.
e Att testa en funktionsfil i Matlab f6r denna metod pa nagra exempel.

e Att undersoka och testa Matlab-kommandot ode45 f6r 16sning av samma differentialekvationer.
o Att anvinda oded5 for att 16sa ett system av differentialekvationer.

o Att anvinda odedb for att 16sa differentialekvationer av andra ordningen genom att skriva om dem
som system av forsta ordningen.

Uppgifterna i avsnitt 1 ska redovisas vid dator. Uppgifterna i avsnitt 2 och 3 ska inte redovisas.

1 Differentialekvationer av forsta ordningen

1.1 Eulersmetod

Den enklaste metoden for 16sning av en ODE av forsta ordningen dr Eulers metod - se Adams sid 911f.
Studera hur den fungerar!
Antag vi vill 1sa ett begynnelsevirdesproblem av typen y' = f(z,y), y(a) = c i intervallet [a, b].
Eulers metod med stegldngd h:
ro=a, Yo =2=0¢C
Tn+l = Tp + h, Yn+l = Yn + hf(xnayn)a n=0,12,...
Studera noga foljande funktionsfil och verifiera att den ger en approximativ 16sning enligt Eulers metod
med beteckningar f,a,b, c, h enligt ovan:

function [x,y]=euler(f,a,b,c,h)

x=a:th:b;

m=length(x); %antalet element i x-vektorn

y=zeros(m,1); %har formateras vektorn av y-varden som en

%kolonnvektor till en bérjan fylld med nollor
y(1)=c;
for i=1:m-1
y(i+1)=y(@)+h*f(x(1),y(i));

end
Exempel: Los ¢/ = z + y%, y(0) = —11i intervallet [0, 2]. Vi viljer steglingden h = 0.01 och skriver:

[x,yl=euler(@(x,y)x+y.”2,0,2,-1,0.01);plot(x,y)
Har plottar vi 16sningskurvan direkt istéllet for att titta pa vektorn av alla funktionsvérdena.
Felet vid Eulers metod &r for ett givet 16sningsintervall ungefirligen proportionellt mot h, se Adams sid
912. Mera uppgifter, se 1.3!

1.2 Matlab-kommandot ode45

I Matlab finns ett 16sningskommando for ordindra differentialekvationer: ode45. Hir anvinds 16s-
ningsmetoder av hogre ordning (jfr Adams sid 913-915) dir felet blir proportionellt mot h* eller bittre.
Exempel: Vi vill &terigen 16sa v’ = = + 32, y(0) = —1 i intervallet [0, 2].
Kommandot ode45 anropas enligt
[x,y]l=0de45(@(x,y)x+y."2,[0,2],-1);
om man utnyttjar anonym funktion. Begynnelsevillkoret maste avse vénstra dndpunkten av angivet in-
tervall. Det dr ocksa viktigt att den anonyma funktionen anges bero pa bade x och y, 4ven om bara den
ena variabeln syns till i ekvationen. Detta giller ocksd om man vill tillverka f(z, y) som funktionsfil:
function f=fFun(x,y)
f=x+y."2;
Direfter skriver man i detta fall:
[x,yl=ode45(@fun,[0,2],-1);
[z, y] dr nu en virdetabell for 16sningen, sé det &r kanske intressantare att plotta 16sningskurvan i stillet
for att titta pa en diger virdetabell - ddrav semikolon!

plot(x,y)



Toleransen ir stilld pa 1073 i relativt fel, 1076 i absolut fel (hogre noggrannhet kan bestillas, se help
ode45).

1.3 Uppgifter

Uppgift 1: Los ODE:n i = 3y(1 — y) dels med funktionsfilen euler, dels med ode45. Plotta flera
losningar i samma figur (anvind hold on) med olika begynnelsevirden y(0) mellan O och 2. Vilj sjdlv
losningsintervall, steglidngd t.ex. 0.01. 4
Uppgift 2: Los begynnelsevirdesproblemet 7.9.19 i Adams med euler med olika steglédngder i intervallet
[1, 3]. Plotta dessa 16sningar och 16sningskurvan enligt facit i samma figur med olika férger. T. ex. ger
pl ot (X,y, r’) enrodkurva. Ligg ocksé in 16sningen med ode45 i samma figur.

O

2 System av differentialekvationer av forsta ordningen

Studera och begrunda foljande tva differentialekvationer, Volterra-Lotkas ekvationer for rovdjur/bytesdjur:
Yy = (1 — 8)y1, y5 = (=14 355)y2. w1 ér bytesdjur, t ex harar, y, ir rovdjur, t ex lodjur. Observera
hur ekvationerna beror av varandra - de utgor ett system av ordindra differentialekvationer. Vill man 16sa
ett System av ODE, sa gor man detta pd samma sitt, men f &r da en vektorfunktion. Denna genereras av
en ode-fil dér f ska tillverkas som en kolonnvektor.
Exempel: y7 = 2y1 — 3y2, ¥y = —3y1 + 2y2, ¥1(0) =0, y2(0) = 1.
Losning med 0ode45 pé intervallet [0, 2] med angivna begynnelsevillkor:

[x, y] =oded5(@2*y(1)-3*y(2);-3*y(1)+2*y(2)],[0,2],[0,1]);
Den tabell [z, y] som erhlls, bestér av 3 kolonner, en for x, en for y; och en for yo. Hér kan man nu
vélja om man vill plotta de bada 16sningskurvorna:

pl ot (x,y)
eller forsta kolonnen i ¥ mot den andra om man vill se hur y; och ys idr relaterade i en s k faskurva:

plot(y(:,1),y(:,2)

Uppgift 3: Los Volterra-Lotkas system for rovdjur/bytesdjur och plotta de bada 16sningskurvorna. Plotta
sedan faskurvan. Vilj antalet bytesdjur vid tiden noll betydligt storre &n antalet rovdjur.

O

Uppgift 4: Lorenz-systemet:

¥ =—ar+ay, v =rx—y—x2, 2 =axy— bz (Variabel t = tiden)

Detta system av tre ODE, en linjir och tva icke-linjira, anvindes av Edward Lorenz for bl a viderprog-
noser (1963). Losningarna uppvisar en extrem kénslighet for fordndringar i begynnelsevédrdena. Los
systemet med parametervalet a = 10, b = 8/3, r = 28, och med begynnelsepunkten (0.001, 0,0). An-
véind sedan kommandot pl ot 3 (3D-plot, se Matlab help, och undersok ocksa hur man kan anvéinda
kommandot Vi ew) for att plotta faskurvan (x(t), y(t), z(t)). Plotta ocksé 16sningskurvan (). O

3 Differentialekvationer av hégre ordning

En ODE av hogre ordning 4n ett kan omvandlas till ett system av forsta ordningens ODE. Detta gors
genom att man later derivatorna utgéra nya funktionsvariabler: y; = ¥, y2 = 9/, y3 = 3" etc.

Exempel pa en ODE av andra ordningen: 3" = 22 4 y%y/

Sétt y; = y och yo = 7/, s& far vi systemet y] = y2, vh = 22 + yiya.

Med begynnelsevillkoret y(0) = 1, 3/(0) = 0 léser vi pa intervallet [0, 2]:
[x,y]=ode45(@x,y)[y(2);x."2+y(1).72.*y(2)],[0,1],[1,0]);

pl ot (x,y(:,1)) gerlosningskurvan.

plot(y(:,1),y(;,2)) geren fasplot (sambandet mellan y(z) och 3’ (z)).

Uppgift 5: Ekvationen for en plan pendel: y” = —%siny — ky'. Hir dr y pendelutslaget (radianer), g
4r tyngdaccelerationen (=~ 10m,/s%) och [ 4r pendelns lingd, —k%’, (k > 0), 4r en dimpningsterm. Beg-
ynnelsevirden: y(0) &dr den vinkel som pendeln slépps ifran, y'(0) dr vinkelhastigheten i detta gonblick
(som dr noll om pendeln sldpps fran stillastaende). Gor en plot av 16sningskurvan och en fasplot (olika
figurer). Provat. ex. g/l = 10, k= 0.5, y(0) =0, 3’(0) = 20. Tolka kurvorna fysikaliskt! O



