
Lab 4: Numerisk lösning av ordinära differentialekvationer.

Laborationens syfte:

• Att studera enklast möjliga metodatt numeriskt lösa en differentialekvation av första ordningen.

• Att testa en funktionsfili Matlab för denna metodpånågra exempel.

• Att undersöka ochtesta Matlab-kommandot ode45 för lösningav samma differentialekvationer.

• Att använda ode45 för att lösa ett systemav differentialekvationer.

• Att använda ode45 för att lösa differentialekvationer av andra ordningen genomatt skriva omdem
somsystemav första ordningen.

Uppgifterna i avsnitt 1 ska redovisas viddator. Uppgifterna i avsnitt 2 och3 ska inte redovisas.

1 Differentialekvationer av första ordningen

1.1 Eulers metod

Den enklaste metoden för lösningav en ODEav första ordningen är Eulers metod - se Adams sid911f.
Studera hurden fungerar!

Antagvi villlösa ett begynnelsevärdesproblemav typen y ′ = f(x, y), y(a) = c i intervallet [a, b].
Eulers metodmedsteglängdh:

x0 = a, y0 = c

xn+ 1 = xn + h, yn+ 1 = yn + hf(xn, yn), n = 0, 1, 2, . . .
Studera noga följande funktionsfilochverifiera att den ger en approximativ lösningenligt Eulers metod

medbeteckningar f, a, b, c, h enligt ovan:

function [x,y]=euler(f,a,b,c,h)
x=a:h:b;
m=length(x); %antalet element i x-vektorn
y=zeros(m,1); %här formateras vektorn av y-värden som en

%kolonnvektor till en början fylld med nollor
y(1)=c;
for i=1:m-1

y(i+1)=y(i)+h*f(x(i),y(i));
end
Exempel: Lös y′ = x + y2, y(0) = −1 i intervallet [0, 2]. Vi väljer steglängden h = 0.01 ochskriver:
[x,y]=euler(@(x,y)x+y.^2,0,2,-1,0.01);plot(x,y)
Härplottar vi lösningskurvan direkt istället för att titta påvektorn av alla funktionsvärdena.

Felet vidEulers metodär för ett givet lösningsintervallungefärligen proportionellt mot h, se Adams sid

912. Mera uppgifter, se 1.3!

1.2 Matlab-kommandot ode45

I Matlab finns ett lösningskommando för ordinära differentialekvationer: ode45. Här används lös-
ningsmetoder av högre ordning(jfr Adams sid913-915)där felet blir proportionellt mot h4 eller bättre.

Exempel: Vi villåterigen lösa y′ = x + y2, y(0) = −1 i intervallet [0, 2].
Kommandot ode45 anropas enligt
[x,y]=ode45(@(x,y)x+y.^2,[0,2],-1);
omman utnyttjar anonymfunktion. Begynnelsevillkoret måste avse vänstra ändpunkten av angivet in-

tervall. Det är ocksåviktigt att den anonyma funktionen anges bero påbåde x ochy, även ombara den

ena variabeln syns tilli ekvationen. Detta gäller ocksåomman villtillverka f(x, y) somfunktionsfil:
function f=fun(x,y)
f=x+y.^2;
Därefter skriver man i detta fall:

[x,y]=ode45(@fun,[0,2],-1);
[x, y]är nuen värdetabellför lösningen, sådet är kanske intressantare att plotta lösningskurvan i stället
för att titta påen diger värdetabell- därav semikolon!

plot(x,y)



Toleransen ärställdpå10−3 i relativt fel, 10−6 i absolut fel(högre noggrannhet kan beställas, se help
ode45).

1.3 Uppgifter

Uppgift 1: Lös ODE:n y′ = 3y(1 − y) dels medfunktionsfilen euler, dels medode45. Plotta flera
lösningari samma figur(användhold on) medolika begynnelsevärden y(0)mellan 0 och2. Väljsjälv
lösningsintervall, steglängdt.ex. 0.01. ¤

Uppgift 2:Lösbegynnelsevärdesproblemet7.9.19iAdamsmedeulermedolika steglängderi intervallet
[1, 3]. Plotta dessa lösningarochlösningskurvan enligt facit i samma figurmedolika färger. T. ex. ger
plot(x,y,’r’) en rödkurva. Läggocksåin lösningen medode45 i samma figur.
¤

2 System av differentialekvationer av första ordningen

Studeraochbegrunda följande tvådifferentialekvationer, Volterra-Lotkas ekvationerförrovdjur/bytesdjur:
y′
1

= (1 −
y2

5 0
)y1, y′

2
= (−1 + y1

20 0
)y2. y1 ärbytesdjur, t ex harar, y2 ärrovdjur, t ex lodjur. Observera

hurekvationernaberorav varandra -deutgörett system av ordinära differentialekvationer. Villmanlösa
ett system av ODE, sågörman detta påsamma sätt, men f ärdåen vektorfunktion. Denna genereras av
en ode-fildärf ska tillverkas somen kolonnvektor.
Exempel: y′

1
= 2y1 − 3y2, y′

2
= −3y1 + 2y2, y1(0) = 0, y2(0) = 1.

Lösningmedode45påintervallet [0, 2]medangivna begynnelsevillkor:
[x,y]=ode45(@[2*y(1)-3*y(2);-3*y(1)+2*y(2)],[0,2],[0,1]);
Den tabell[x, y] somerhålls, bestårav 3 kolonner, en förx, en föry1 ochen föry2. Härkan man nu

väljaomman villplotta de bådalösningskurvorna:

plot(x,y)
ellerförsta kolonnen i ymot den andraomman villse hury1ochy2ärrelaterade i en s k faskurva:
plot(y(:,1),y(:,2)

Uppgift 3:Lös Volterra-Lotkas system förrovdjur/bytesdjurochplotta debådalösningskurvorna. Plotta
sedan faskurvan. Väljantalet bytesdjurvidtiden nollbetydligt störreän antalet rovdjur.

¤

Uppgift 4: Lorenz-systemet:
x′ = −ax + ay, y′ = rx − y − xz, z′ = xy − bz. (Variabelt = tiden)
Detta systemav tre ODE, en linjärochtvåicke-linjära, användes av EdwardLorenzförbla väderprog-

noser(1963). Lösningarna uppvisaren extremkänslighet förförändringari begynnelsevärdena. Lös

systemet medparametervalet a = 10, b = 8/3, r = 28, ochmedbegynnelsepunkten (0.001, 0, 0). An-
vändsedan kommandot plot3 (3D-plot, se Matlabhelp, ochundersök ocksåhurman kan använda
kommandot view) föratt plotta faskurvan (x(t), y(t), z(t)). Plotta ocksålösningskurvan x(t). ¤

3 Differentialekvationer av högre ordning

En ODEav högre ordningän ett kan omvandlas tillett systemav första ordningens ODE. Detta görs

genomatt man låterderivatorna utgöra nya funktionsvariabler: y1 = y, y2 = y′, y3 = y′′ etc.
Exempelpåen ODEav andraordningen: y′′ = x2 + y2y′

Sätt y1 = yochy2 = y′, såfårvi systemet y′
1

= y2, y′
2

= x2 + y2

1
y2.

Medbegynnelsevillkoret y(0) = 1, y′(0) = 0löservi påintervallet [0, 2]:
[x,y]=ode45(@(x,y)[y(2);x.^2+y(1).^2.*y(2)],[0,1],[1,0]);
plot(x,y(:,1))gerlösningskurvan.
plot(y(:,1),y(;,2))geren fasplot (sambandet mellan y(x)ochy ′(x)).
Uppgift 5: Ekvationen fören plan pendel: y′′ = −

g
l
sin y − ky′. Härärypendelutslaget (radianer), g

ärtyngdaccelerationen (≈ 10m /s 2) ochlärpendelnslängd,−ky′, (k > 0), ärendämpningsterm. Beg-
ynnelsevärden: y(0)ärden vinkelsompendeln släpps ifrån, y ′(0)ärvinkelhastigheten i detta ögonblick
(somärnollompendeln släpps från stillastående). Gören plot av lösningskurvan ochen fasplot (olika

figurer). Pröva t. ex. g/l = 10, k = 0.5, y(0) = 0, y′(0) = 20. Tolka kurvorna fysikaliskt! ¤


