TMV136 2009-12-17 Lésningar
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1. (a) Berékna/ xsinx dx
0

m/4 :
(b) Berékna/ (1+cosz)sinz "

0 cosx

(a) Anvand partiell integration - ta primitiv funktion tidin = och derivera i andra steget

™

w/2 by /2 g
2 2

/ rsinx dr = {x(—cosx)} —/ 1-(—cosz)dr =0+ [sina;} =1
0 0 0 0

™

Svar: 1
(b) Har tar vi istallet variabelsubstitution:
/4 (1 i V5, 1+t
/ (1+ cosz)sine drx = {t =coszx, dt = —sinzdz} = —/ﬁ(—i_)dt =
0 cos ¥ 1 t
1
1 1 1 1 1 In2 2-+v2+1In2
(7+1)dt:[lnt+t] =1-h—+—4=)=1-—4+—=———
/;5 t = V2 V2 V22 2
2—+v2+1In2
Svar: \/;Jrn

2. Bestam den I6sning till differentialekvationgh= zy som
uppfyller begynnelsevillkoreg(0) = 2.

N

z_
2

Ekvationen &r linjary’ — zy = 0 med den integrerande faktoeh(—2) 4= = ¢
Vi multiplicerar bada leden med denna och far
2

e T —2y)=0 & (e 2y)=0 & e zy=C & y=Cez
Slutligen ger begynnelsevillkorgi(0) = 2 attC' = 2.

(Ekvationen ar aven separabel, och da I6sningen0 inte ar intressant har, kan vi skriva
2

1 . 1 x
~1/ = x och lésa den enllg}/ ~dy = /azdaz +O) Svar: y = 2ez
Yy Yy

3. Lds begynnelsevardesproblemet
y'+y=z, y(0)=y'(0)=0

Vi bestammer allménna I6sningen till motsvarande homogena ekvatigfi+y = 0 och darefter
hittar vi enl6sningy, till den vi har. Alla I6sningar till den senare kan dé& skrivas+ y,.
Karakteristiska ekvationer? + 1 = 0 har rétternar = +i, varmedy;, = C; cos z + Cy sin x
Ansétty, = Az + B, vifarday, +y, = Az + B, varfor A = 1, B = 0 ochy,, = x.

Allmanna I6sningen &r alltsgd = = + Cj cosz + Cysinz.  Begynneslsevillkoren ger slutligen
Ci=0,14+Cy=0. Svar : y = x — sin x.




4. Berakna den volym som erhalls d& omradet isom
begransas ay = 2, y = 0 ochx = 2, roterar kring

(a) xz-axeln,
(b) y-axeln.

(@) Skivformlen gerV = f02 7(2%)? dx = f02 ratdy = 32r
327
Svar: —

(b) Om vi anvander cylindriska skal ser det ut sa har:
V= f0227rx-yda: = 27rf02:c3d:1; =87

Om vi istéllet vill anvanda skivformeln, far vi integrerajiled. Integranden blir arean av en
cirkelring med innerradien och ytterradier®:

V= f04(7r22 —nx?) dy = 7Tf04(4 —y)dy = 8w

Svar: 87

5. Berakna gransvardet
I Inv1+ 2% —(1—cosx)
1m

@—0 (e¥* —1)sin’x

Tabellen éver Maclaurinutvecklingar sager (observeraatl + 22 =  In(1 + 2?)):
In(l1+1¢t)=t— % +O0(t3). Medt = 22 farviln(1 + 22) = 22 — %4 + O(z9).

et =1+t+0(2). Medt=2z2farvie” =1+ 22+ O(z?).

Vi uttrycker nu vart brak med hjélp av dessa utvecklingar och Maclatwauklingarna awin x

ochcos x:
JIn(l+2%) —(1—cosz) _ 3(a* =5 +0(%) - (1-(1- % + 5 +0a%)) _
(er* —1)sin’x (1+ 22+ 0(z*) — 1)(z + O(23))?
= *%4+§+0(x6) :7%+O(x6):7%+0(x2)—>—3 dd z—0
(22 +0(2"))(2* + O(z?)) 2%+ O(af) 1+0(z?) 24

. 5
Svar: —21




6. For vilka x ar
o 2n+1xn

n—1
n=2 3

konvergent och vad blir summan fér dessa x?

Serien kan skrivas (om vi bryter &fgi):

ENCIEE S CY

- . . - 2 s o o s
Nu ser vi att vi har en geometrisk serie med kvo o (detta kan forstas ocksa upptéackas genom

att man skriver ut nagra av de forsta termerna), da vet vi att denekgekar om och endast om
27 3 1 o o 82 .
‘?’ <l e |z|< 3 med summanlﬁ. Vi multiplicerar slutligen in faktom? och far:

3
2

) 3 8
Svar: Konvergent for |z| < 3 med summan- *
— 4

7. Antag atty(x) loser begynnelsevardesproblemét= y? + 22,  3(0) = 0. Vad ar

lim —y(:g )
r—0 X

Vi forsoker approximera l6sningen med sitt Maclaurinpolynom av grad 3:

@) =50+ O + L %02 U100 o)

Insattning avr = 0 i ekvationen ger aty’(0) = 0. Derivering gery” = 2z + 2yy’, s speciellt
ary”(0) = 0. Ytterligare en derivering gey”’ = 2 + 2y + 2yy". Alltsd ary"(0) = 2. Taylors
3 3
y(z) 1

_ 2z 4 _ T 4 2 o1 _ 1
formel ger nu aty(x) = S +0(z*) = T + O(2). Alltsa argi%? =3

Svar: -

8. (a) Formulera och bevis Integralkalkylens huvudsats.

o0
(b) Visa att om serier _ a,, & konvergent s galler atim a,, = 0.
n—oo

n=1

Se laroboken, avsnitt 5.5 sats 5 och 9.2 sats 4!




