Losningar till Matematisk analys i en variabel fér E1, (TMV137) 2018-01-10
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1. a l—zde = —=(1-2)%2+0C, b /7dx:— 1-224+C, c /xcosxdxzxém—/l-sinxda:z
) [V S1-2) ) [ = =~V )
xsinz +cosz + C, d) IE/e”cosxdac: [PT] :e‘”cosx—/ex(—sinx)da::e’”cosx—i—/e”’sinxdw:e‘”cosx—l—(e”sinm—
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/eI cosxdr) = e®(cosx +sinz) —I. . 2] = e"(cosz + sinz) + C och alltsa I = iez(cosx +sinx) + C, e) integranden
ot —22% + 4z + 1

dr en udda funktion som integreras pa ett jimnt intervall kring origo; sa integralen &r noll, f) 3 5 1 z+1+
x3—x? —x
4x 4z 1 1 2 2t — 2% 44+ 1 x2
xd—ax?—z+1 v +(x—1)(z2—1) T m+1+z—1+(x—1)2 / B2zl 2—|—x—|—
|x—1‘ 2 LC )/°° x d /1 x d +/°° x d. diir den forsta inteeralen ir inteeral
n|l—J|—-—— , ———dr = ——dx ————dx, dér den forsta integralen &r integralen av
r+1 x—1 8 )y Ver 1 0o Ve +1 1 Ve +1 & s

en kontinuerlig funktion pa ett begrinsat intervall och alltsa existerar. For den andra integralen, som #r generaliserad, bara
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serieutvecklingen for e! att for varje heltal k € N, att ! > 1+ tk—k, Vifaralltsa fortex k =3 att 0 <

och da for ¢t > 0 géller enligt

T V6

~__< <X
Ver> +1 7 /25/6 ~ @

dx &ar konvergent da ju integralen

pga, ett obegrinsat integrationsintervall ser vi att for x > 1 sa géller 0 <

a att ligt Jamforelsekriteriet for ick ti int d int I /OQ 3;‘
sd att enligt Jamforelsekriteriet for icke-negativa integrander, integralen —_—
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/ — dx ar konvergent enligt sats.
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2. a) Ekvationen y' = y* har 16sning y = 0. Ekvationen #r separabel och om y # 0 far vi g 1 & Sdy=1-dz <
Y- ax Y
1 1 1
—=2+C Sy=— = ——, C' € R. Vi ser att losningarna ér y = C%, allmén 16sning och y = 0, singulér
y z+C C—z z
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16sning. BV-problem 1) har 16sning y = ﬁ och 2) har 16sning y = 0. b) Ekvationen < y'~y = 22 som &r linjir med IF
: x

d
el "3 = 272 Det foljer att o2y = /%(x_zy) dr = /$_2x2 dr = /1dx =x+C <y =2*(z+C). c) Ekvationen

y" — 5y’ + 6y = 6z + 1 &r linjdr sd y = y, + yn. D4 ekvationen har konstanta koefficienter si kan vi finna y;, genom att lésa
karakteristiska ekvationen 0 = r? — 51 4+ 6 = ri2 =2, 3say, = C1e%® + Cye3®. For att finna yp Noterar vi att hogerledet
dr av en typ dér vi kan ansétta partikulérlosningen. Vi ansétter y, = =™ (ax +b) = [m = 0] = az + b. Derivering och
inséittning i ekvationen samt identifikation av koefficienterna i véinster- och hégerled i den da erhallna polynomekvationen ger
ett ekvationssystem for a och b med 16sning @ = b = 1. Vi far att .y = x + 1 + C1e*® + Coe®®.

3. Entydighetssatsen siger att om f(x) = pn(z) + O((x — a)"™') di * — a si #r p,(x) Taylorpolynomet av grad n for f
for punkten a. i) Da f(z) = 2* = 04+ 2® = 0 + O(2*) sa & Maclaurinpolynomet av grad 2 for f, polynomet som &r
identiskt 0. ii) Da f(z) = 2® = 2® + 0 = 2% + O(2”) s ges Maclaurinpolynomet av grad 4 for f, dvs polynomet Py(z),

2) _ 2 2l 9(6) — _ 22 L o5 1 1yd 4 (g0
av Py(x) = 2°. iii) lim In(1+ 27 xar;tanx — lim © 3 T (x2) z(z — 5 +0(?)) — lim (32 21)$ + 2(:5 )2 _
=0 (cosz — 1) -0 (=% + O(a4))? 2=0 (22(—5 + O(2?)))
i t(—§ + O(z?)) -+40 4 2
1 = = —— = ——,
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4. Vihar 0 = 2 + > — 4z +y) + 7= (2 -2 —4+ (y— 22 -4+ 7 s (2 —2)? —4+ (y — 2)? = 1 sa punkterna (z,y)
som uppfyller detta &r punkterna pa en cirkel med radie 1 och medelpunkt i (2,2). Vi far alltsa: a) Rotation runt x-axeln

3 3 3
gerdéenvolymV:/ 7T(2+\/17(w72)2)2dx7/1 7r(27\/17(x72)2)2d:c:87r/1 Vi—(x—=22dz=[t=2—-2]=

1
1
1
167r/ V1—t2dt = 167r[§(arcsint + /1 —12)]} = 8r(arcsin1 4 0) = 472, och b) Hiir kan man anviinda skalformeln for
0

rotation runt y-axeln, men man kan ju av symmetriskél se det som att vi ‘byter’x-axeln i uppgift a) mot y-axeln, och vi ser
da direkt att svaret blir detsamma som i a); alltsd #r svaret dven nu 4r2.

5. Lat x(t) vara mingden salt i behallaren métt i kg vid tiden ¢. Da ér % = forandringen i saltmingden i behallaren per
tidsenhet. Héar &r en tidsenhet = en ‘klockcykel’= 1 min. .-, ‘é—f = méngden salt in i behallaren - méngden salt ut ur behallaren;

i kilo per tidsenhet .- ‘é—f = % — Too5 - 10 = % — 105 = 110&f s = 1?075 och denna ODE ér linjar och 1éiven separz;bel. Vi
l6ser den som separabel. Om x # 10 (z = 10 dr en l6sning men den ir inte relevant for oss) sa giller Tdm = ﬁdt =

-z
1 1 1 .
dr= [ —dt=—-In|10—2|=-—t+C, CeER= 2z = 10+ Ce /1% gar ¢ # 0 Aven C=0 ger ju en l6sning, den
10—z 100 100

potentiellt singulira, konstanta, 16sningen « = 10; som alltsa inte var singulédr utan bara potentiellt singulér. . C' € R. Vidare
ger z(0) = 50 att C' = 40 sa att den sokta ldsningen &r 2 = 10 4+ 40e /1%, Vi far att 2(40) = 10 + 40e~>/® ~ 36,8 = 40 kg
salt i behallaren vid tiden ¢ = 40 min.



6. Se kursens inlamningsuppgifter.

7. a) Vihar a, :% j () cos(nz) dx = [PI] = %([f(x)Sin%]jW,/j f/(x)smn”m dz) = 7%% j f'(z)sinnzdr = [PI] =
(@ = [ (R da) =~ (< ) cosnn)—f (m) costn(—m))+ | (o) cos(ne) do)) =
—%%(—%(f’(ﬂ)—f’(—w))cos(n(w))—i—% . f"(x) cos(nx) dx) = —%%(O—I—% . 1" (x) cos(nz) dx) = —%% /_7r 1" (x) cos(nx) d.
canl = — %% ) 1" (x) cos(nz) dx| < %% 3 |f(z) cos(nz)| dx < %ﬁ ) | (z)] de < %, dvs vi har visat a).

b) Vi ser att Fourierseriens termer, a, cos(nz) + by, sin(nz), i allménhet vixlar tecken i seriens svans (beroende pa vad ett
specifikt val av z &r). For att kunna anvinda jamforelsekriterier behéver vi att termerna dr positiva (eller snarare, inte vixlar

oo
% + Zl |ay, cos(nz) + by, sin(nx)|;
n=

dir alltsa seriens termer ér icke-negativa (sa vi kan anviinda jimforelsekriterier). Ar serien absolutkonvergent ér den ocksé kon-

tecken i svansen). For den skull studerar vi absolutkonvergens, d v s konvergens for serien

(o)
vergent enligt en sats. Vidare uppfyller termerna i serien C;—O + Z |an, cos(nz) + by, sin(nax)| att 0 < |ay, cos(nz) + by, sin(nz)| <

n=1
C1 | Co o e o . . . 1 .
(lan| +1bn]) < (=5 + —5) < —5 och da enligt Integralkriteriet for positiva serier har vi att serien E — &r konvergent da
n n n n«
o0 1 "
a > 1. Alltsa, da E — dr konvergent, sa ir alltsa enligt jimforelsekriteriet for positiva serier (alltsa serier med positiva,
n
n=1

eller snarare icke-negativa termer) dven Fourierserien absolutkonvergent och déirmed konvergent.

8. Se kursboken.



