MATEMATIK

Chalmers Tentamen Matematisk analys i en variabel for E1, (TMV137, 136)

Tid: 2018-01-10, k1 08.30 - 12.30
Hjilpmedel: Inga, ej heller minirdknare. Telefonvakt: Oskar Allerbo, ankn. 5325.

Skriv tentamenskoden pa varje inldmnat blad. Betygsgranser: 20 - 29 p ger betyget 3, 30 - 39 p ger betyget 4 och 40 p eller
mer betyget 5. (Bonuspoéng fran lisaret 1718 inkluderas.) Losningar liggs ut pa kursens webbsida efter tentamen. Resultat
meddelas via Ladok senast ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

Angaende granskning, se kursens hemsida www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv137/1718/

OBS: Tentamenstesen fortsétter pa baksidan; vgv.

1. Beridkna integralerna i a) - f) samt avgér om integralen i g) dr konveregent eller divergent:
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2. a) Lés om méjligt foljande tva begynnelsevirdesproblem: 1) 5/ = y?, y(0) = 1, 2) samma ekvation men
med begynnelsevillkoret y(0) = 0,
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b) Los i = Zy+ 2%, c¢) Losy” — 5y’ + 6y = 6z + 1.
T

3. Lat f(x) = 3. Bestidm for f(x), Maclaurinpolynomet av i) grad 2, ii) av grad 4, iii) berikna om méjligt
. In(1 + 2?) — rarctan(z)
lim
2—0 (cosx — 1)2

4. Betrakta de punkter (z,y) i R? som uppfyller relationen z% 4 y? — 4(x +y) + 7 = 0. Beriikna om majligt
den volym som upptar da punkterna (z,y) i R? som uppfyller relationen 224y — 4(x+1y)+7 < 0 roteras
runt a) x-axeln, b) y-axeln. Ledning: For a): Punkterna som uppfyller 22 4+ y* — 4(x +y) +7 = 0 &r
punkterna pa en cirkel; b): Ténk forst, rdkna (eventuellt) sedan.

5. En behallare pa 1000 liter &r fylld med vatten och 50 kg salt; upplost och vilblandat i behallaren.
Behallaren tillférs 10 liter per minut av en vattenblandning innehallande 10 gram salt per liter. Samtidigt
avtappas fran behallarens vilblandade vatten 10 liter per minut; sa att behallarens innehall hela tiden &r
konstant 1000 liter. Hur mycket salt innehaller behallaren efter 40 minuter?

6. Los nagot av foljande tre ODE-problem: a) ekvationen zy’ — 2%y = zly?, b) begynnelsevirdesproblemet
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v'— =y —y + —y =2, 9y (0) =4"(0) = —2 Ledning: Faktorisering, c) begynnelseviirdesproblemet
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Y =) Yy -1 =0, y0)=y(0)=2

7. Betrakta fourierserien fér en 27-periodisk funktion pa R som &r tva ganger kontinuerligt deriverbar.
Uppgiften ar att visa att fourierserien konvegerar i varje punkt x € R. Vi ger for detta dndamal, olika
deluppgifter nedan; som en végledning. Man behtver bara visa att den konvegerar men inte att den
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konvegerar till f(z) i punkten x. Fourierserien for f #r % + Z(an cos(nz) + by sin(nzx)) dir a, =

n=1

1 [7 1 /7

— f(x) cos(nz) dx och b, = — f(x)sin(nz) dz.
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Vi vet ju att om en serie ch konvegerar (i vart fall for ett fixt, godtyckligt = i fourierserien) sa gar
k=1

termerna mot 0 da k okar (se del b) i uppgift 8 nedan). Vi vet ju ocksa att om omvént termerna ¢ i en
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serie E ¢ gar mot noll, klim ¢ = 0, s& medfor det inte nodvandigtvis att serien g ¢, konvegerar; som
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ju den divergenta serien E z visar. Om man dédremot kan visa att termerna ¢ i en serie g ¢ gar mot

k=1 k=1
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noll tillréckligt fort da k — oo sa &r serien Z ¢y, konvergent.
k=1

C .
Deluppgift: a) Visa att for Fourierkoefficienterna ay, giller |a| < e diar C ej beror pa k (for by giller
detsamma men det behover inte bevisas hir utan det forutsitter vi). Ledning: Partialintegration (tva
ganger).
b) Anvind resultatet i a) for att med relevanta konvergensresultat och jamforelsekriterier, bevisa att
Fourierserien dr konvergent for alla z € R. Ledning: Jamforelsekriterierna forutsétter positiva termer

men termerna i Fourierserien ar inte alltid positiva for for ett givet x; motiverande argument, satser, runt
detta krédvs.

8. a) Formulera och bevisa formeln for partiell integration, b) Visa att for termerna ay, i en konvergent serie

o
Zak giller lim aj = 0.
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Maclaurinutvecklingar

- 2 T ¢
e —1+x+§+§+-'-+a+me
smx:x—ﬁj—i—zj—l-“ +(—1)n_1(2x:n_1)!+(_ )"(;;:i)!cosf
cosz =1 ;—I—fj—i—-' +(—1)n(;:;!+(—1)n+1(;j:;)!0055
aretan® = = ;,;3 * 9555 T (_1)n1;;n—_11 Ml +x12;(+11+ &)
() ==+ G T O g

(1 -I—x)o‘ =1 + ax + <§)(L‘2 + <§>x3 + e+ <Z>w" + <nj—1>xn+l(1 _i_&)afnfl

I alla utvecklingarna &r £ ett tal mellan 0 och x.
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