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1 Integralkalkylens medelvirdessats

1.1 Sats

Om funktionen f ar kontinuerlig pa intervallet [a,b] géller det att

b

e € [ab] ; / F(@)de = f(e)(b - a)

a

1.2 Bevis:

Eftersom f ar kontinuerlig pa [a,b] antar f ett minsta varde m och storsta viarde M
pa intervallet i punkterna x = [ respektive x = u (enligt satsen om stérsta och minsta
varde). Vi har da att

F) =m < f@) <M= f(u) Vae€lab].
Integrerar vi bada leden far vi att
b b b b
/ mdxg/ f(:z:)dazg/ M dr <= m(b—a) g/ flz)de < M(b—a) <

— f()

1 b
mgm/a flz)de < M = f(u)

Eftersom f &r kontinuerlig pa intervallet sager satsen om mellanliggande virden att

e e fab]; flo) = — /abf(a:)dx.

:b—a



2 En till medelvardessats for integraler

2.1 Sats

Antag att f och g ar kontinuerliga pa [a,b]. Lat g > 0 eller g < 0 pa intervallet, det
vill séga g vaxlar ej tecken. Da géller det att

b

3¢ € ladl: [ f@)gla)da = £(©) [ ga)de
2.2 Bevis:
Kalla integralen ovan /. Vi visar fallet da g(x) > 0 och I > 0.

Eftersom f ar kontinuerlig pa intervallet finns det ett f.;, och frae pa [a,b] (en-
ligt satsen om storsta och minsta vérde).

Vi har da att
Jmin - 9(x) < f(2)g(2) < finaz - ().
Vi integrerar bada leden:
b b b
fmin 'A g(l’)dl’ S/a f(l‘)g(]})dl’ =1 S fmam '/a g(l‘)dl‘

Lat J = [? g(z)dz. Vi kan d& skriva
I
fmmjgjgfmax'] < fmznéjéfmax
Eftersom f kontinuerlig pa intervallet ger satsen om mellanliggande varde att

A € [a bl () = =

Efter omskrivning far vi da att

=167 =§(©) [ glx)dr



3 Variabelsubstitution i integral for obestamd och
bestamd integral

3.1 Sats
Lat f och g vara tva funktioner. Antag att

I. g ar kontinuerligt deriverbar pa [a,b]
II. g(a) = Aoch g(b) =B

IIT. f ar kontinuerlig pa g:s virdeméangd i intervallet

Da giller det att:

[ ftotang @e = [

A

Eller i det obestamda fallet:
[ fat@)g @)z = [ f(ey.

3.2 Bevis:

Lat F vara en primitiv funktion till f. Det vill siga F’(t) = f(¢). Enligt kedjeregeln
géller det da att

d

L Flg(e) = Fg(@))g'(x) = f(9())g'(@).

Integrerar vi bada leden far vi att



4 Partiell integration for obestamd integral

4.1 Sats
Lat f och g vara tva funktioner. Antag att

[. f har primitiv funktion F
I1. f ar kontinuerlig
III. ¢' ar kontinuerlig

Da géller det att
/f(x)g(x)dm = F(x)g(x) — /F(I)g'(m)d:p.

4.2 Bevis:
Vi deriverar bada leden och far

& [ r@gyde = 5 (Fag(e) - [ F@)g @)

Integralerna forsvinner genom derivering. Den forsta termen i hogerledet deriveras
med hjalp av produktregeln. Vi far da att

f@)g(z) = F'(x)g(x) + F(x)g'(x) — F(2)g'(x) = F'(z)g(z).

Da F'(x) = f(z) har vi att VL = HL och vi har visat att satsen stammer.



5 Konvergens och divergens for p-integraler

5.1 Sats
Lat a € (0,00). Da géller att
al—

(@) /oo idx _ /oo . k(.)nvergerar.tﬂl p_lp omp > 1
a xP a divergerar till co om p <1

al-

b) /a idﬂj _ /-a T {konvergerar till 1_; omp<1
0 0

divergerar till co om p > 1

5.2 Bevis:

Vi bevisar endast (b) eftersom beviset for (a) ar likartat. Vi har att

a a :L»*erl a ‘,L,lfp a al*p _ Cl*p
/ z Pdr = lim z Pdr = lim = lim = lim ———
0 c—0t Je c—0t | —p + 1 . c—0t

For p < 1 har vi att

lim ——— =

at™P — P {
c—0t 1-— p

al=P
AP — O} =
c—0t

For p > 1 har vi istallet att

lim ——— =

at™P — P { 1—
c
c—0t 1—»p

For p = 1 har vi till sist att

/a o lde = lim [ z7'de = lim nz]? = lim (lna —Inc) = {lnc — —oo} =00
0 c—0t Je c—0t c—0t c—0t



6 Jamforelsekriteret for serier

6.1 Sats

Antag att Y72, ar och > 72 by ar positiva serier med aj < by Vk. Da géller det att

L Z aj divergent — Z by divergent.
k=0 k=0

II. Z bi. konvergent — Z aj konvergent.
k=0 k=0

(Har &r pastende I ekvivalent med pastéaende II).

6.2 Bevis:

Vi bevisar detta genom argumentet att en series partialsummor méaste vara uppat
begransade for att serien skall vara konvergent. Lat Sy och T} beteckna partialsum-
morna till 3272, ay respektive Y 77 ) by sa att

Sk =aqag+a;+as+ ...+ ag

Tk :b0+b1+b2+...+bk

Bada dessa partialsummor &r vaxande och forutsattningarna get Sy < Ty Vk.

[. Om den forsta serien ar divergent ér Sy inte uppat begransad och da kan inte
heller T}, vara det. Alltsa dr &ven den andra serien divergent.

II. Om den andra serien ar konvergent &ar foljden T} uppat begrinsad och darmed
aven Si. Detta ger att forsta serien &r konvergent.



7 Jamforelsekriteret for integraler

7.1 Sats

Lat a,b € R ;a < b. Antag att f(x) och g(x) ar tva kontinuerliga funktioner pa
intervallet (a,b) och att 0 < f(x) < g(x). Da géller det att

L / x)dx divergent — / x)dx divergent.

II. / x)dzx konvergent — / x)dzx konvergent.

(Har ar pastende I ekvivalent med pastaende II).

7.2 Bevis:

I detta beviset anvander vi oss av foljande hjélpsats: Om f, g och a, b 4r som ovan

och z € [a,b] giller det att
b b
| f@e < [ gy

Eftersom bada integranderna &r positiva, finns det bara tva mojligheter for varje
integral. Den kan konvergera till ett positivt tal eller divergera till oandligheten.
Eftersom f(x) < g(z) pa (a,b) foljer det av hjélpsatsen att om a < r < s < b sa

| f@yda < [ g(a)da

Satsen vi vill bevisa foljer nu genom att vi tar granserna da » — a™ och s — b™.
|



8 Integralkriteriet

8.1 Sats

Lat f vara en funktion definierad pé ett intervall [V, 00) for nagot positivt heltal N.
Antag att

[. f ar kontinuerlig pa intervallet
I1. f >0 pa intervallet

II1. f ar avtagande pa intervallet

Da géller det att

/ B f(t)dt konvergent <= > f(n) konvergent.

N n=N

Med andra ord: divergerar integralen divergerar dven serien, eller vice versa.

8.2 Bevis:
Eftersom f(t) ar avtagande galler det att f(¢) < f(k) om ¢t > k. Alltsa géller det att
[ rwar< [T = sy [ ar= s 5 = ).
k+1
S O EIONS

Uttrycker vi nu ursprungsintegralen i satsen som en summa av dessa delintegraler far
vi att

[ rwa= 3 [ ron <Y

Det vill sdga om serien dr konvergent = integralen konvergent. Vi vill nu ocksa
visa att det omvinda galler. Da t € [k, k + 1] = f(t) > f(k+ 1) och vi har att

k+1

Flt dt>/ fk+1)dt = f(k+1)/:+1d flE+ D[ = fk+1).
.'./:Hf(t)dt > fk+1) (+4)

k

Vi far pa ett liknande sétt som forut att

/N £yt = Z/k“ Har > kaﬂ) <

o0

W) - 7).

k=N

Hér ar f(IV) begrénsad enligt antagandet att [y f(t)dt &r konvergent. Det vill saga
om integralen &r konvergent = serien konvergent.



9 Konvergens och divergens for p-serier

9.1 Sats

001 o0 B
d =2k

konvergerar om p > 1
k=1 k=1

divergerar om p < 1

9.2 Bevis:

Vi set att om p > 0 ar f(x) = 2P positiv, kontinuerlig och avtagande pa [1, 00).

Satsen om p-integraler (sats [5)) sdger da att integralen [ f(x)dz konvergerar da
p > 1 och divergerar da 0 < p < 1.

Integralkriteriet (sats [8)) ger da i sin tur att serien ;2 f(k) konvergerar da p > 1
och divergerar da 0 < p < 1.

Om p < 0 har vi att klim k™P #£ 0, sa serien kan ej konvergera i detta fallet.
—00



10 Absolutkonvergens for serier

10.1 Definition

oo oo
Serien »  ay, sigs vara absolutkonvergent om serien Y _ |a;| dr konvergent.
k=1 k=1

10.2 Definition

o0

Om serien Z ay, ar konvergent, men inte absolutkonvergent, ségs serien vara betingat
k=1

konvergent.

10.3 Sats

oo oo

Om Z |ag| konvergent —> Z aj konvergent. Det vill saga absolutkonvergens —-
k=0 k=0

konvergens.

10.4 Bevis:

Vi skriver om serien som en differens mellan tva konvergenta positiva serier. Vi har
att ap = |ak| — (|6Lk‘ — (lk), sa

o0 o0 o0
doaw = larl =D (lar| — ar).
k=0 k=0 k=0

Den forsta serien i hogerledet dr konvergent enligt antagandet. For den andra serien
har vi att |ay| — ax < 2|ay|, sd jamforelsekriteriet (sats [6) get att dven denna ar
konvergent.

10



11 Om 332, a; konvergent, sa a; — 0 da k — oo
11.1 Sats

Om serien 3237, a; dr konvergent, sa galler det att a — 0 dd k — oo.

11.2 Bevis:

Vi vet att foljden Sy, = ag, + ax,+1 + ... + ax av partialsummor har ett gransvarde .S,
nar k — oco. Foljden S;_; har da samma gransviarde S. Vi har att

ak:Sk—Skflk_)—O)oS—S:O.

11



12 Tayloruvecklingen av en funktion f(t)

12.1 Sats

Om f"*1(t) existerar for alla ¢ i ett intervall som innehéller a och z, ar Taylorpoly-
nomet av grad n till f kring a:

f"(a)

o (x—a)*+ ..+

Fo(z) = fa) + f'(a)(z — a) +

Hér ar felet R,(x) = f(x) — P,(x) i approximationen f(x) ~ P,(x) givet av nidgon
av foljande formler:

f(n+1)(8)
Lagranges restterm R,(x) = (1) (x —a)"*!, s € la,z]
n
1 T
Integral-restterm Ry (7) =— / (z — )" f T (1) dt.
n:Ja

Den resulterande formeln
P,(x) + R,(z)

kallas for Taylorutvecklingen av f.

12
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