TMV138 och TMV181 Forelasning 1

Vi introducerar summsymbolen, bestammer formler for nagra summor och

detta speciellt for Sy(n) := Zj2.
j=1

1 Summaymbolen

1.1 Summasymbolen Z

Ex 1 I summan ay + as + a4 + a5 ar 2,3,4 och 5 (sub-)index. Ovre index &r
5 och dito undre ar 2. Antal termer ar 5 — 2+ 1 = 4.

5
Ex 2 Summan as + as + a4 + a5 = Zaj.
=2

5 ar ovre index,

2 ar undre index och
J ar lopande index.
a; ar summand.

Det 16pande indexet j antar alla heltalsvirden fr.o.m. undre t.o.m. ovre
index. Detta index kan vara vilken bokstav som helst, som inte betyder
nagot annat.

Ex 3 (Forskjutning av index)
5 4
Zaj = {Sétt ex.vis j =k + 1} = Zakﬂ.
j=2 k=1

1.2 Nagra speciella summor

1 = 12

1+3 = 22

1+34+5 = 32
1+34+5+7 = 42
1434+5+74+9 = 5

5 termer

4

Summan 1 +3+5+7 = Z(% —1). Vi kan skriva att udda (hel-)tal som
k=1
2k — 1, dar k ar ett heltal.

Ex.vis 4r —7=2-(=3)—1och11=2-6— 1.



Sats: S(n) ::1+3+5+...+(2n—3)—|—(2n—1):Z(Qk—l):

k=1
Vi visar forst att
Si(n) =14+2+3.(n—2)+(n—1)4+n= w, n=12.. (1)
Knepet dr (se &ven i boken avsnitt 5.5)
25i(n) = 14243+.+n—-2)+(n—-1)+n+

n+n—1)4+Mn—-2)+...+3+2+1=

n-(n+1)
<
nn+1 1 1
Sl(n) = %ZEHQ—I—éTL

1.3 Linearitet hos Z —symbolen

Ex 4
5 n
cg a; =c a2+a3+a4+a5 :5 ca;
Jj=2 J=1

och

5 5
Zaj—i-b a2+62) (a3+bg)+(a4+b4)—|—(a5+b5):Zaj—l—ij.
Jj=2 '

Jj=2

Dessa tva egenskaper galler givetvis for alla tdnkbara undre och 6vre index.

Ex 5 Vi bevisar nu formeln fér S(n) m.h.a. (1).

S(n) = sz_1 —22k+ Z ) =251(n) —n =

k=1

n?+n 9

9. —n=n2
5 T n=n

Vi har har har som mal att ge en formel for Sy(n Z k2.

Ex 6 Vi visar forst formeln f6r Si(n) igen men nu m. h a. Sa(n).

SQ(TL) = ]CQ

k=0

(\]



eftersom den forsta tillagda termen ar 02 = 0. Vi har da n 4+ 1 termer i
summan. Nu ar

n+1

Sg(n+1):Zk2:{j:k:—1}:Z(j+1)2:{j:k}:Z(k+1)2.

Vi tar nu differensen mellan Sy(n + 1) och Sa(n): Den kan skrivas som VL
respektive HL nedan.

(n+1)2:Z((k+1)2_k2):Z(2k+1):{j:k_1}zz(2j_1)

vilket ar formeln far S(n+1), som hér dyker upp som en biprodukt. Vi byter
n + 1 till n och far

n

n? = Z(Qk: —1)=251(n) —n

k=1

eller ekvivalent

n2+n

n® +n =25 (n) < 5 = Si(n).

1.3.1 Bevis av formel for S;(n)

Vi bérjar med S3(n) och S3(n — 1) som i féegaende bevis (En liten finess: Vi
undviker att anvinda Ss(n + 1) for att inte fa formeln for Sa(n + 1)).

S3(n) = Zk3 och Ss(n —1) = ' 3= Z<k )
Sg(n)—S3(n_1) =n’= []{;3_(k,_1)3}
k=1

Nu ar summanden
B—k—=1P=k-(k-1)k +kk-—1)+ k-1 =1-3k*-3k+1).
Vi far alltsa likheten

n® = 332(n)—351(n)+n:352(n)—gn(n+1)+n

1
< 35(n) = gn (2n® +3n + 1)

2n3 + 3n? 1)(2 1
= Sg(n):W:{éven}:n(n+ )2n + ):{samt}:
n3+n2+n
3 2 6



Kommentarer:

e Man kan fa (slutna) formler for alla summor S,(n) := Z k* for alla
k=1
positiva heltal a.

e Man kan ocksa bevisa att formeln for ex.vis Se(n) &r sann med Matem-
atisk induktion.

e Man kan med induktion bevisa att s, (n) ar ett polynom i variabeln n av

n®*! och nisthogstagradsterm

1
grad a + 1 med hogstagradsterm n
o
1

—n®.

2

1.4 Geometrisk summa

Gn)=1+x+2>+2°+ ... 42"

ar en geometrisk summa med n termer. Det typiska for en sadan summa ar
att kvoten mellan tva konsekutiva termer ar konstant:

—=z,k=0,1,..,n—1
x

Vi multiplicerar G(n) med just = och far en liknande summa z G(n) =

n
E 2" Vi tar nu differensen
k=0

rGn)—Gn)=a+2*+ . +a" L —(14+a+2®+. . +a2" ) =" -1

VL kan skrivas (z — 1)G(n). Omm z # 1 kan vi dividera med x — 1 i bada

led och fa "
$ —
G(n) = (2)

rx—1"

2 Berakning av integral som gransvarde av
summa

Ex 7 Vi beraknar arean mellan z—axeln och kurvan y = f(z) = 22, dar
0 <z <1. En undersumma med n = 3 termer ar ex.vis
3 2
1 k—1 1
Us ==+ E — ) = = -55(2).
’ 3 k=1 ( 3 ) 33 2< )

dar intervallet [0, 1] har delats in i 3 lika langa delintervall, [0,1/3], [1/3,2/3]
och [2/3,1]. P.s.s. bildar man en dversumma

03:;2(%)2:%.52(3).

k=1

5 14
Vi kan rakna ut dessa och de blir 77 respektive 57 En undersumma ar en

underskattning av en eventuell area och en 6versumma ar en underskattning
av denna area.



Ex 8 Vi delar in [0,1] i n lika langa delintervall med langd Az = 1/n.
En undersumma ar

U—Afo k—1)/n) = SZ —1) :%SZ(n—l).

P.s.s. fas en oversumma

AT F(R)/m) = k2=nisg<n>'

k=1 k=

Oy

Genom att ta gransvardet n — oo av under- och 6versumma fas det gemen-

. 1
samma gransvardet 3

Kommentarer:

1
e Detta gemensamma varde — =: / 2 dw.
0

2

e Man séger att f(x) = z* ar integrerbar i Riemanns mening,.

e En begréinsad funktion definierad pa ett kompakt intervall [a, b] &r inte-
grerbar, om det finns precis ett tal I mellan alla under- och 6versummor.

b
]:/ f(x)dx. (3)

an%\/l—j/n

Ex 9

kan tolkas som en Riemannsumma me funktionen f(z) =+/1 —z. Om man
ritar upp detta, ser man att det ar en underssumma. Granvérdet

1 ! 2
li E —\1—=j/n= V1—-axdr = -
nl—glojzln ifn /0 T



