1 Forelasning 10, differentialekvation (DE)

Linjir DE med konstanta koefficienter av ordning 1

Ex 1 For ekvationen 3y = 2z méste y = 22 4 C.. Vi kan rita y for olika konstanter
C.

-
O

y=x%+1

a4

Vi siger att y = x? 4 C #r 16sningen pa DE:n.

Ex 2 Betrakta DE:n y/(z) = —2y(z). Den ér av ordning 1, ty 3 &r den hogsta
derivatan. kan skrivas y’ + 2y = 0 (dér vi undertrycker den oberoende variabeln.)
Den ir linjdr p.g.a. termerna ér i och y. En linjir DE Kklassificeras vidare.

e Den dr homogen ty HL= 0.

e Den ir har konstanta koefficienter 1 och 2.

d d
e DE:n kan skrivas d—y = -2y <= W _ —2dz. Vi har dirmed separerat
x

variablerna y och x. DE:n dr separabel.

Vi kan I6sa integralen genom att separera variablerna.

dy:—2da:<:>/dy:—2/d:c<:>
) Yy

Iny=C—2z < y=e""2=¢". 2 =Cre %",

Vi har egentligen ingen ekvivalens i () eftersom fallet y = y(z) = 0 inte kommer
med p.g.a. vi diviverar med y. Detta fall skall ocksé 16sas. Vi ser att i den ursprun-
liga DE:n ger y = 0 att ¢’ =, sa att bada led blir 0. Alltsa 4r y = 0 ocksa 16sning
pa DE:n.

Vi observerar dock att, genom att vilja C; = 0iy = Cie™ %, sd att y = 0 finns
alltsa med i den forsta 16sningen ovan.

Kommentarer

e Losningen y = 0 kallas singuldr 16sning. Man far se till att fa med en sadan
16sning, da man l6ser en DE.



Ex3DEmny -y+1/2 =0, y(1) = 2 ir inte linjdr, p.g.a. termen 3’ - y. Den méste
vi 16sa med variabelseparation.

2
y’.y:—l/xc}ydy:—d%@)%:C—lnxﬁy:iﬁvcflnx.

Randvillkoret ger att y(1) = 2 att det endast dr "+" som giller d.v.s.
y=+V2v/C—Inz, y(1)=2=v2/C—-Inl=C=2.
Alltsa dry = v4 — 21Inz.
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Ex 4 DE:n zy’ + 2y = —2x dr inhomogen, pg.s. HL och har icke-konstanta
koefficienter (x). Den gar inte att 16sa med ovanstaende metoder. I stéllet 16ses den
med integrerande faktor, 1F.

1. Dividera med x sa att koefficienten framfor 3/’ blir 1, sd att man far ' + % Yy =
—2.
. , 2
2. Beteckna koefficienten framfér y med f = f(x) = —.
x

3. Bestdm en primitiv funktion F'(z) = 2Inz till f(z).

4. Den integrerande faktorn L.F. &r eF'(2) = g2Inz — (eh””)2 =12,

2
5. Multiplicera DE:n ¢/ + — y = —2 med LF. Detta ger
x
22y + 22y = —22%. VL = (2?y) och HL = —222.

6. Integrera bada led:

Ex 547 Los DE:mn / (t) + 2y(t) = 4t>

Losning: Vi har redan 16st ¢/ (¢) + 2y(¢) = 0, som idr en homogen DE. Den 16s-
ningen ir y = Ce~2! enligt exempel 2.Man kallar denna 16sningen for homogen-
losningen y, till DE:n o/ (t) + 2y(t) = 4t2. Den kommer att ing som en term
i 16sningen till denna DE. Den andra termen svarar mot det speciella HL 4¢% och
kallas partikulirlosning (= y,). Detta ansitter man med ett "matchande" uttryck.
Eftersom HL ér ett polynom av grad 2 bor y, = At? + Bt + C. Insatt i DE:ns VL
far vi
2At° + 2At + 2Bt + B + 2C = 4t*.

Genom att identifiera koefficienterna med varandra, far vi

A=2 B=-2 C=1dvs.y,=2"-2t+1.
Losningen pa DE:n dr

y:yh+yp:Ce_2t+2t2—2t+1.



Kommentarer

e DE:ny/(t) + 2y(t) = 0 ir linjdr, homogen med konstanta koefficienter. Den
har en 16sning p& formen y = Ce™, dir ndgon konstant 7. Genom att sitta
in detta y i DE:n far vi

Y (t) + 2y(t) = Cre™ +2Ce™ = Ce"™(r +2) =0.

Om inte C' = 0, sd maste r + 2 = 0, som dr DE:ns karakteristiska ekvation,
med rot r = —2. Alltsd dry = Ce 2.

e Man kan ocksa 16sa denna DE med L.F. Da far man att

(e*" - y)/ = 4t%e* = iy = /4t262tdtx = {PL} = (2t*—2t+1)e* +C

Linjar DE med konstanta koefficienter av ordning 2

Ex 6 48 DE:n 3y’ — 4y = 0 &r en linjdr, homogen, DE av andra ordningen med
konstanta koefficienter. Vi utgér fran att 16sningen &r termer pa formen y = Ce'?,
(om nu y 4r en funktion av variabeln x). Karakteristisk ekvation ir > — 4 = 0 med
rotter r = £2. Losningen till DE:n dry = C1e%® + Che™27 .

Ex 7 49 DE:n y” + 4y = 0 ér linjir och homogen med konstanta koefficienter.
Karakteristisk ekvation dr 72 + 4 = 0 <= r = £2i. Si att

y = C1e¥ 4+ Che 2 = (cos 2z + isin2z) + Ca(cos 2z — isin2x) =

= (C1+4 Cy)cos2x + i(Cy — Co)sin2x = Acos2x 4+ Bsin2x.

Ex 8 50 De:n y” 44y = 8¢2@ har en 16sning 3 som kan delas upp i en homogen- och
en partikuldrlosning. y, = A cos 2z + B sin 2x och y,, ansitter vi som y, = Ce?®.
Daér blir y;)’ = 4Ce?® Insatt i DE:n ger detta

Yy +4dyp = 40 4 40 = 80 = 8e*® «— C =1.
Losningen pa DE:n dr ddrmed

y=yh+yp:Acos2x+Bsin2x+62x.

En tillaimpning, fritt fall

Ex 9 51 En fallande kropp med massa m, i vart gravitationsfilt paverkas av dels
gravitationskraften mg =: F} och luftmotstandet F». Vi antar att den har hastigheten
0 vid tiden £ = 0. Vi antar att detta dr proportionellt mot hastigheten v. D.v.s.
Fy = —Fkwv for en proportionalitetskonstant £ > 0 med positiv referensriktning
nedat.



Fa=—kv

Kropp med massam

Fi=mg

Den totala kraften F' som paverkar kroppen dr da F; —Fy = F' = {enl. Newtons kraftekvation} =
ma, dir a &r kroppens acceleration. Vi far alltsa

i+ Fy,=mg—kv=ma<= ma+kv=mg.
Eftersom a = v = ¢/(t) dr detta en linjir DE , inhomogen av forsta ordningen
med konstanta koefficienter, som kan skrivas
mv' + kv =mg, v(0)=0.

Den kan faktiskt 16sas med variabelseperation (P.g.a. att HL &r en konstant, d.v.s.
oberoende av tiden t).

d
mv/+k:v:mg<:>md—::mg—k:v<:>dt:

mdv mdv m
= —t+C=——Inlkv—my| =
mg — kv kv —mg k

k
——t+ Cy = In|kv — mg| = In(mg — kv) eftersom v(0) = 0.
m

Vi tar e upphojt till bada led.

—kt
CreRtim — CoektIm — o _ Ly I C;:e /m
Nu dr v(0) = 0. Detta ger att
mg — Cy mg

0= <:>C'2ngsﬁattv:T.u_e—kt/m)_

k
Vissa nodvindiga egenskaper for denna losning
Vi ser speciellt att v(0) = 0, vilket stimmer med begynnelsevillkoret.
Vad hénder da ¢ blir stort, d.v.s. ¢t — oo? Da far vi grinsvérdet(granshastigheten)

tlim v = % Alltsa, i praktiken en sluthastighet som ddrmed 4r v := ™9 Den
—00

beror pa kroppens massa och planeten jordens tyngdacceleration, samt pa "luft-
motstandskoefficienten" k. Ju storre den &r desto ldgre sluthastighet.
Accelerationen &r (per definition)

a(t)=v'(t) = % = {i detta fall} = %% (11— e—kt/m) _

4



Speciellt ér v'(0) = a(0) = g, d.v.s. vid tiden ¢ = 0 har man accelerationen g,
vilket &r naturligt.

Vad blir accelerationen a(t), da ¢ okar? Vi later t — oo. Da far vi grinsvirdet
a = 0, d.v.s. kroppens acceleration gar mot noll. I praktiken uppnar kroppen
ganska snart en konstant hastighet och accelerationen blir (ddrmed) 0.



