1 Forelasning 12, Taylors formel, och att approximera en

1.1
1.2

funktion med ett polynom

Taylorpolynom
Fakultet

0! = 1, (lases ”noll-fakultet”). 1! = 1. Vidare ar2! = 1-2 =2o0ch 3! =1-2-3 = 6.
Allmint frn =1,1,2,...,n! = 1-2-2...- (n— 1) - n. Ex.vis 4r 52! ~ 107 antalet

ordningar som korten i en kortlek med 52 kort kan ligga. Speciellt &ar

1

5

(k—1)!
KO

Nagra funktioners kurvor och dito Taylorpolynom

Ex1

Vi ritar funktionen y = f(z) = e* ochy = 1 + x dir z =~ 0.

Vi ser att kurva och linje approximativt dr lika da x ndra 0 och exakt lika i
xz=0.

Genom att dven rita kurvan y = 1+x+x2/2, fir vi en &nnu bittre Gverensstimmelse
mellan funktionskruva y = f(z) och polynomkurvan.
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Kurvany = f(x) = e ochkurvany =z + 1,dax =~ 0

Hur man bestimmer ett sadant polynom

Ex 2 I den sista figuren kallar vi polynomet po(x).

Vi ser att f(x) och pa(z)

sammanfaller i z = 0, d.v.s. f(0) = p2(0). Likasa dr f'(0) = p5)(0). I detta
exempel dr = 0 den punkt som vi identifierar funktion och polynom. Polynomet
ir ett Maclaurinpolynom ty (utveckling kring xo = a = 0), ett specialfall av ett



Taylorpolynom (utveckling kring xg.) Vi Taylorutvecklar
f@) = O+ [ F@d={p1) = folo) + [t - D) @], - [ (- o)f @ =

= {PL} = fo(z) + (z — o) f'(x0) — {(t _2“”) f”(t)] + / JC _2”) f(tydt =

= fo(z) + (z — o) f (w0) + @ ' (x0) + /I: (t _230) f(t)dt = {P1} =

(z — o)

= fo(z) + (x — zo) f'(w0) +

(z — m0)*
2

= fo(x) + (z — z0) f (o) +
Vi fér for en funktion f(x) som dr n 4 1 ggr kontinuerligt deriverbar att

_ 2
+ (o) - (x;o) + .t

(z —x0)!
1!

(z — o)

T [ (o) -

f(@) = flzo)-
+ 0 (2g) - (@ —xo)" +(—1)" /x (t—a) FOtD (1) at =

n! n!

= pp(z) + Ru(x).

Ex 3 Vi skall bestimma Maclaurinpolynomet for f(z) = e* av grad n. f(0) =

£1(0) = f7(0) = ... = f™(0) = 1. Alltsa & Maclaurinpolynomet
$2 $3 "
e~1+x+f+f+ -t
3! n!

Man kan fa en bra numerisk uppskattning av e. Sitt x = 1 och n = 2. Detta ger

p2(z) =1+x+ % och pa(1) = 2.5. Ps.s. dr ps(1) = 2.70833, ps(1) ~ 2.71806.

De forsta 100 siffrorna i decimalutvecklingen av e dr

e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966
967627724076630353547594571382178525166427...

1.3 Taylor- och Maclaurinserie

En ”odndlig” summa

o0 n

E ap =: lim E ak
n—oo

k=0 k=0

kallas serie. Nir det dr Taylor- (resp. Maclaurin)polynom dir antal termer — oo
talar man om Taylor- respektive Maclaurinserie. Vi har att Maclaurinserien for

f(z) =e®ar

2 e
zk
" —1+:c+§+ + kzk (1)
Ex 4 Vi byter x mot iz i (1). Vi far da
v _ _, 2 7l ‘ G B
e cosT +tsinx —+2'+Z— .+ 54_?_“.

Detta ger alltsd Maclaurinserierna f*r cos x och sin x (Identifiera realdelarna med
varandra och p.s.s. med imaginérdelarna.)

5 . £ (o) + {“;?3]2 */z: %J‘(‘”(t)dt -

3 T 3
£ + 22 ey - [TEZE p 0



Ex 5

a) Bestim Taylorpolynomet av grad 1, 2 och 3 av f(z) = 223 — 22 + 3 i
r=x9=1.

Losning:

fz) = 223 — 22+ 3, f(z) = 622 —2, f"(x) = 12x, f(?’)(:v) =12,

sa att
=3 fO=4 =12 [0 =12
po(z) = 3
pi(x) = po(z)+4(z—1)=—-1+4z
—1)2
pa(z) = p1($)+12'(x2‘):—1—|—4$—|—12$2/2—12$+6:5—8$+6$2
ps(z) = 3—2r+223

2z

b) Bestdm Maclaurinpolynomet av e* - cos x av grad 3.

Losning: Det giller att utveckla de tva faktorerna tillrackligt langt.

0 @0 (20)° L2 g
e —1+2x+T+T+...och cosm—l—g—i—ﬁ—&—...
Detta ger
2 2 3 2 4 3a? o’
e cosx = (14+2x4+2x“+4x° /3+...) (1—z /242" /24+...) = 1+2x+7+§+...
R
Svar: 1+ 2 —+ —.
var: 1 + 2z + 5 + 3
1 .
¢) Berikna e dx, genom att integrera motsvarande Maclaurinpolynom
0
av grad 3.
Losning:
. 2 3
ST 14 (sing) + (sinz) n (sinx) -
2 6
3 1 3,2, 1 3,3
~ l+(x—= /6)+§(xfz /6) +6(937x /6)" + ... =
, 2 4
~ —_ =
+z+ 5 6
z? ! )
p3(z)=—+az+1 :>/ p3(z)de = ... = - ~ 1.67.
2 0 3
En numerisk berdkning ger 1.63187.



Fler Maclaurinserier

Ex 6 Den geometriska serien &r

atar+ar®+ard+.. =a(l+zx+2°+2°+.) =a-

1
,om|z] <1.(2)
x

1 —
Vi kan modifiera den. Forst sitter vi a = 1 och sedan byter vi z mot —x och far
1
l—z4a?—224+..=—— |z[<1.
1+z

Om vi integrerar denna serie pA intervallet [0, z] (och samtidigt byter z mot ¢ som
integrationsvariabel), och om termvis integration ir tillaten, far vi

In(z + 1) z_2 i} D“”ﬁ
n(x =r———-"+..= — —
2 3 2 ko

som dr Maclaurinserien for In(z 4 1). Vi skall senare visa att den &@r konvergent
for |z| < 1. P.s.s. kan vi byta x mot —z? i (2) och f&

1 21k
T~ 2

k=0

som vi integerar pa intervallet [0, z|. Detta ger

o0 . 2t
t = -1 .
arctan x kzo( ) ST

Man kan visa att HL &r konvergent om |z| < 1.

Ex 7 Berédkna griansvirdet
rsinx

im ———
-0 arctan®
Man kan 17sa grinsvirdet ovan m.h.a. Taylorutveckling, eller med Taylorserie. 1
detta fall berdknar vi serien i x¢p = 0, d.v.s. en Maclaurinserie. Téljaren r
rsinz = x(z — 23/3! + 2° /50 + ...

och nimnaren ir

sA att

f(@)  w(x—a®/3'4+a°/51+ ... 1/2* 1+ termer av hogre grad 140

g(z) 23 | b 2 1/x2 14 termer av hogre grad =~ 1+0
T — 5 + 5 + ...

Lite knep for att bestimma Taylorutveckling m.m.

1. For funktionen f(x) = cos?z, kan man utnyttja omskrivningen f(z) =
1+ cos 2z

> och sedan utnyttja att

B (2z)2  (2z)*
cost—l—T+T—

Ex.vis 4r Maclaurinpolynomet av cos?

11 (2z)? 5
S+ (1- =1-2>.
2+2< 2!> v

x av grad 3 lika med




2. For den sammansatta funktionen €“*** kan Maclaurinpolynomet av grad 4
tas fram genom att se att x+ = 0 ger cosx = cos0 = 1. Dar skall den yttre
funktionen e med z = cosx utvecklas i z = 1. Vi vill dock utnyttja att vi
kinner Maclaurinpolynomen for e*. Diarfor skriver vi om funktionen som

cos T cosz—1+1 _ e- ecosa:—l

e =€

och nu ar den inre funktionen z = cos z — 1, som &r noll om z = 0. Dérfor

kan vi utveckla e®3*~1 = ¢% i 2y = 0. Den inre funktionen z = cosz —1 =
2 4
X T . . .
a7 + T Fortséttningen blir
eCOST  — gL elosTTl o o7 e(1+z+ z2/2! + 23/3! +..)=

- ot T ) T \Tar T ) Te\ T2 T
) [ A
= ell——+4+2" |+ ] =e |l —— 4+ —+ ..
2 24 8 2 6
2 4
Maclaurinpolynomet av grad 4 av funktionen ¥ &r alltsé e <1 -3 + 6>
(Svar).

3. Man brukar séga att allt som liknar ett Taylorpolynom ocksa r ett Taylor-
polynom.

Ex 8 Rorelseenergi enligt Einstein och enligt Newton.

1
Enligt Newton | Wy, v = 3 mvg

Enligt Einstein | W, g = me? — m002

mo

V1= (/e

my kalla vilomassa och m kallas relativistisk massa.

V1= (v/c)?

dar m =

Vi bestimmer Maclaurinpolynomet av och sitter (v/c)? =: z. Vu

utvecklar funktionen

fla) = fO) =1, @) =—(1-2) () = f(0) = 5.

Alltsé dr py(z) = 1 + 1 2. Det ger att for 1ag hastighet v << ¢, alltsd || litet, &r

1 1
Wi, g =~ mo (1 + 2(1}/0)2> ? —moc? = §m01)2 = Wi.n-



