1 Forelasning 13

Vi kommer nu att skriva om resttermen och anvéinda Taylor- (fr.a. Maclaurin-

) utveckling for att berdkna gransvirde av typ 7 —".

0
1.1 Omskrivning av resttermen
Rota) = (-1 [T D gy ar
z Nl

Medelvardessats

Vi har sedan tidigare visat att det finns ett £ € [a, b], sadant att

[ s@ytr =0~ )1(6)

for en kontinuerlig funktion f pa intervallet [a, b].
En medelvirdessats till

Antag att f och g &r koninuerliga pa [a,b] och att g inte vazlar tecken i
intervallet. Da finns £ € [a, b], sadant att

[ s@@e = 1€ [ gty

Funktionen g(t) := (t—z)" andrar inte tecken i intervallet {¢;xo <t < x}. Vi
antar att f("*t1)(¢) &r kontinuerlig i samma intervall. Alltsa kan resttermen
skrivas

Rae) = (10 [
_ _1\n g(n+1) _ (_1\n _(wo_x)n—i-l (n+1)
= () = (| = | e
T — 1 n+1
- ((n—i-oi)! e

1.2 Ordobegreppet

For att berékna ett gransvarde da x — g, har man ibland en téljare och
nédmnare, vilka bada — 0, da x — x¢. Vi kommer framst ha xy = 0.
Ex 1 Vi kan ex.vis utveckla
o 3 .5
s1nx—x—§+a cos &

ty med f(x) = sinz dr f®)(z) = sinz. Vi har att resttermen kan skrivas

iné

2% - B(z), dir B(z) = ST, en begriansad funktion av z (£ beror ju pa z).
Vi beriiknar griansvirdet da z — 0 av
sinz —x g—? +2°B(z) 3 +2?B(z)

1
= = — —dazx —0.
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Kommentarer

e Vi ser att det &r ointressanat att veta mer om B(z) &n att det ar en
begransasd funktion da z néra xo(=0).

Definition Ett uttryck som z* B(z), dir B(z) begrinsad, skrivs O(z*) och kallas

(stora) ordo z*, k = 0,1,2, ...
e Vad giller for rikneregler for O(z")?

— Vi later Bj(z), j = 1,2,.. beteckan begrénsade funktioner och
adderar

O(z®) + O(2®) =2°By + 2°By = 2*( Bi+aBy )= 0O(a?).
—————
Begr. funktion

— O(x3) #r ocksd O(z?) (men inte omvint).
— Multiplikation:

O(2%)- O(2®) = 2By - 2°By = 2°B = O(2”).
Och speciellt

(O(iﬂk))Q — (CL‘kB)2 — £C2k32 — 0(55219)

e Resttermen R,(r) = O(z™+1).

?

€
Ex 2 Existerar gransvardet lim
z—0 tanx

Losning:
Bade téljare och ndmnare — 0, da z — 0. Fragan ar vilken av dessa som &r
"mest 0” da x — 0.
e Taljarens Maclaurinutveckling ar, ex.vis
4

1+x2+%+(9($6)—1.

e Namnaren kan skrivas

1
cosx

(z —23/6 + O(z°)),
dér vi observerar att cosx — 1, da © — 0. Uttrycket kan skrivas

e’ —1 22 +2%/2 + O(2F)
= cosx :
tan z—x3/6 4+ O(zP)

Genom att dividiera med x bade i téljare och ndmnare, far vi att
namnaren — 1 och téljaren — 0. Gransvéardet &r alltsa 0.

Kommentar Man inser att

tanx
2
et —1

saknar gransvérde, da x — 0.
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Ex 3 Vi berdknar gransvardet lim —; m.h.a. Maclau-
e—0 sin“(3z) - In(2x + 1)
rinutveckling.
Losning:

Det galler att utveckla till sa lag grad som mdojligt for att fa ett sa enkelt
uttryck som mojligt.

sin?3z = (sin3xz)? = (3z 4+ O(a?))?
= 922 + O(zh).
In(2z+1) = 2z —42%/2 + O(23) =

sin?(3z) - In(2z +1) = (922 4+ O(z*))(x — 2%/2 + O(2%))
= 1823 + O(z°).

Darfor blir uttrycket

z3 x3 1 1 4 2 — 0
= = —> - a T .
sin?(3z) - In(2z +1) 1823 + O(25) 18 + O(x?) 18

2

er —e

Ex 4 Berdkna gransvéardet lim
z—1 Inx
Losning:
. N » 0, . .. . .
Gransvardet ar av typ o men vi maste hir utveckla funktionerna i x¢g = 1.
e Namnaren:

g(z) :=Inz, ¢(1)=0, ¢'(2)=—,4¢(1)=1=g(2)=(2-1)+0((z - 1)*).

e Tiljaren:

flx)=e""—e, f(1)=0, fl(z)= 23:6”32, /(1) =2e = f(z) = (x—1)2e+0((z—1)?).

e Uttrycket

f o (@=12e+0((z—1)%) 1/(x—1) 2e+0O((z—1))
)2

g @-1D)+0((z-1?2) 1/z-1) 1+0(=z-1)

2
med gransvarde Te = 2e (Svar).



