Forelasning 4
Area mellan kurvor

b
For en funktion f(x) > 0 pa intervallet [a,b] &r / f(z)dz arean mellan
a

kurvan y = f(z) och y =0 med a < x <.
Ex 1 Givet funktionerna f(z) = 22 —4x—1 och g(x) = 2x—1. Kurvorna
begrdnsar ett omrade. Berdkna omradets area.

Losning:
Vi berdkna skarningspunkterna mellan kurvorna:
f(z) =g(x) <=z =0eller x = 6.

Detta ger arean

A= /06(9(:1;) ~ f(2))da = /06(6x _ )y = {3352 _ f]ﬁ I
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Kommentarer

e Om f(x) > g(z) i intervallet [0,6] hade vi fatt areana men med fel
tecken. Alltsa behover man i ett sadant fall bara byta tecken.

e For tva kurvor som skar varandra tre ganger far man halla reda pa
var f(x) > g(z) och vice versa.

e I princip ar arean mellan tva funktionskurvor

b
A= [ 17@) - g(w)lda
a
om a < b aven om a och b inte ar skdrningspunkter mellan kurvorna.

e Arean blir korrekt berdknad, om bara a < b och f(x) > g(x) i inter-
vallet, &ven om nagon av kurvorna ligger (delvis) under z—axeln.
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Partiell integration

For att integrera en produkt av tva funktioner, ex.vis h(z) = x cos(z/2),
alltsa en polynom ggr en trigonometrisk funktion, kan man inte ta primitiv
funktion till resp. faktor. I stéllet utnyttjar man derivata av produkt: Satt

d

F som p.f. till f, d.v.s. F/ = f. Da ar d—(Fg) = Fg + fg. Vi integrerar
x

bada led och far

Fg:/Fg'dx+/fgdx<:>/fgdszg—/Fg'dx

Man borjar alltsa med en integral av en produkt fg i VL och far en utinte-
grerad term Fg och en ny integral i HL, som forhoppningsvis ar enklare att
”16sa” an integralen i VL.

Ex 2 Beréikna/ x cos(x/2)dx.
0

Losning:

Vi véljer f = cos(x/2) och g = x, den funktionen som skall deriveras i HL:s
integral. Vi berdknar forst utan grénser.

/xcos(x/?)d:v =2 sin(m/?)—/ 1-2sin(x/2)dr = 2z cos(x/2)+4 cos(z/2)+C.
Med gréanser far vi

/Oﬂxcos(a?/2)dx = [2zsin(x/2) 4+ 4 cos(z/2)]; = 2(m — 2).

Kommentarer
e Om vi valt f = x, hade néasta integral blivit &n mer svarlost.

e Antag att p(z) ar ett polynom.

For
cos(kzx)
/p(m) - ¢ sin(kx)  dx, valj p(x) = g(z).
ekm
For
arctan(kx) . _
/b@w{m%@ de, Vil p(z) = [(2).



Ex 3 Berikna en p.f. till 22e3%.

Losning:

3x 3x 3x 3x 3x
/x2egxdx—a:2-€3—/237-63da:—x2~63—23:-69—1—/2-69dx.

och den sista inegralen ar latt att berdkna/losa.

Integral av rationell funktion

En rationell funktion ar en kvot mallan tva polynom.

222 — 3r + 1
Ex 4 Ex.vis f(z) = %
utvecklar f(z) med polynomdivision, som visar sig ga jaimnt upp:

. hér ar grad talj > grad ndmn. Man

f(z) =2z —1.

I allménhet far man dock en restterm # 0.
Ex 5 Skriv foljande tva termer pa MGN...

Losning:
2 N 5 _{MGN}_Q(m—5)+5(x+1)_ Tr—1
r+1 -3  (z4+1)(x—-5)  x2-22-3
Ex 6
(a) o
a:' p—
f@) = 22 —2x —3
ar en rationell funktion, liksom
(b)
(z) = 33 — 722 42
=" Tor —3

Viiakttar att grad téljare < grad ndmnare i (a) och grad téljare > grad ndmnare
i (b). Vi skall utveckla dessa tva funktioner.

(a) Har ar f(z) funktionen densamma som i forra exemplet, som fran
borjan ar utvecklat. Vi ansdtter f(x) i tva termer

Tr—1 A B

@)= oy 3 211 2.3

Principen fér denna uppdelning i partialbrak, PBU, dr att ndmnaren
ar faktoriserad sa langt som mojligt, (x + 1)(x — 3) och att téljarna
ansatts till en grad lagre dn respektive ndmnare, alltsa konstanter, A
och B. Likndmnigt ger likheten

Tx—1  Alx—3)+B(z+1)
x2—2x—3 2 —-2x—3 '




Likheten &r en identitet och ndmnarna ar lika. Alltsa maste tdljarna

vara lika:
| VL HL
T 7T = A+B
1:]-1 = -3A+B
Med 16sning (A, B) = (2,5). Déarmed far vi likheten
Tr—1 2 5
fz) = = +

x22—2x—-3 z4+1 -3

(b) Har &r funktionen
323 — 7a? 4 2

72 —2r -3
Eftersom grad téljare > gradtédljare, brukar man boérja med att di-
videra polynomen med polynomdivision, som gors med liggande stolen.
Kvoten dr ett polynom av grad 3 — 2 = 1 (Téljarens grad minus
ndmnarens grad) och resttermen (resten) ér ett polynom av lagre grad
an namnaren. Divisionen ger ett resultat som i princip ser ut som

g(x) =

foljer
(z) 323 — 72?4+ 2 v+ B4 ax + 0
r)=—"——=Ax —_—
g 22203 ST Gr)(z-5)
kvot —_—
_rest
namnaren

Nu kan, i sin tur, den andra termen delas upp partialbr(Ek, enligt (a).
Vi skall anvénda en alternativ losningsmetod, som hoppar 6ver poly-
nomdivisionen. Totalt sett ansétter vi utvecklingen

73x3—7x2+2 C D

= A B _ .
22— 27 —3 S R

g(x)
Likndmnigt ger

o(z) = 32 — 722 +2  (Az+B)(a® —22—3)+C(z —3) + D(z + 1)

(x+1)(z—3) (x +1)(x —3)

Aterigen har vi en identitet med samma nimnare i VL och HL.

| VL HL
a3 3 = A
22:| =7 = —2A+B
€ 0 = -3A-2B+C+D
1: 2 = -3B-3C+D

Man far 16sningen A =3, B = —1, C =2, D = 5. Utvecklingen &r alltsa

2 )
+

—3r—1 .
glo) =3z -1+ ——=+ —3

Kommentarer

3
e Speciellt ser vi att i (b) &r A =3 = T d.v.s. kvoten mellan téljarens

och ndmnarens hogstagradskoeffienter.



e Ansittningen med koefficienter ger upphov till ett linjart ekvationssys-
tem och kan beskrivas av lika méanga ekvationer som variabler. Det
gar att l6sa pa matrisform eller som matrisekvation med en kvadratisk
inverterbar koefficientmatris.

e Utvecklingen gor att en rationell funktion kan integreras.

e I dmnet Reglerteknik anvander man sig av uppdelning i partialbrak
(PBU).

Ex 7 Givet funktionen

623 — 1922 — 192 — 13

hw) = 22 — Tr — 4

For att utveckla denna ratonella funktion, ser vi att ndmnaren ar (r—4)(2x+
1). Anséttningen ar

623 — 1922 — 192 — 13 C D
h(z) = —3r+B+ ——
() 22 — T —4 Sy B v
. . 6
dér vi predikterat att A = 3= 3.

_ 62° 4+ (C+D—-12)2* 4+ (-7TB+2C+ D —12)z — 4B + C — 4D

hz) (r —4)(2z +1)

Detta ger ekvationssystemet

VL HL
s 6 = 6
z2: | —-19 = 2B-21
z:| =19 = —7TB+2C+D—12
1:|-13 = —-4B+C —4D

med 16sningen B =1, C'= —1 och D = 2, som ger att

1 2
hz)=3z+1— —— .
(@) =38 +1-—7+5 "




