1 Forelasning 6, TMV138, TMV181

1.1 Triangelolikheten for integral

Det ar klart att £2 < |z|. Vi har att om a < boch f(z) < g(x) pa intervallet
[a, b] och &r kontinuerliga, sa ar

b b
/ f(x)dx S/ g(x)dz (monotonitet).

Speciellt ar

b b
+f(z) <|f(z)| som ger att i/ f(x)da:ﬁ/ |f(z)|dz.

b b
Men eftersom antingen &r —I—/ f(x)dx > 0 eller —/ f(z)dz >0, sa &r
a

/ab f(x)dx

Detta ar triangelolikheten for integral.

< [ V@i

y=f(x) och y=|f (x)|
Y
A A
a b
A
-

I figuren &r ’f: f(x)dw‘ =|A1 — As| < ff |f(z)|dz = A1 + Az

1.2 Generaliserad integral

Definition En integral ar generaliserad, om integranden &r obegransad (typ II, i
boken sid 192 — 12).
En integral dr generaliserad, om integrationsintervallet dr obegrénsad
(typ I, i boken sid (19 — 1)(19 + 1)).
For bada typerna handlar det om grénsvérde. Integralen &r konver-
gent, om detta gransvarde existerar, d.v.s. ar entydigt och reellt, an-
nars divergent.

Sats ("p—integral” i boken sid 2% -7 - 13)

0o ¢

Ldx konvergent om o < 1
divergent om o > 1

/ > dx { konvergent om « > 1
1

¢ divergent om «a < 1
I * dx
Ex 1 Berdkna integralen .
0 e’ 41

Losning



1 N dt 1
/6x+1dx—{V.S.e +1—t<:>x—ln(t—1)—>dx—t_l}—/t(t_l)dt—

‘+C’:>

{PBU} = / [t—ll - 1] dt =In
b 1

> 1 e* 1
/ dr = lim = lim |[In —1In =In2.
0 er+1 booo €T 4+1]y booo| 14e® 1+e 0

1
Ex 2 Beréikna/ Inzdx.
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Den é&r generaliserad, ty obegr. integrand (lnx — —oo, da  — 04). Vi
16ser den med P.I. med f(x) =1 och g(z) =Inz.

1
/l-lnxda::x-ln:c—/x-dx:mlna:—x—i—C.
x

1
/ Inzdr=[1-Inl1-1-(alna—a)]=—0-1-(0-0) = —1,

ty alna — 0 da a — 0.
Svar:

Integralen ar konvergent med vardet —1.

Ex 3 Integralen dx ar generaliserad pa tva sitt, hur?

&0 1
/0 ver —1

Berdkna integralen!
Losning

Integrationsintervallet &r obegr. och integranden — oo, da « — 04, alltsa
obegr. integrand.

Vi gor en V.S. med ex.vis t = /e? — 1, som ger att = In(t? + 1) = dz =

2tdt
Nya granser blir desamma, ¢ = 0 och t = oco. Vi integrerar over

2+ 1
[0, b]:
b
2tdt
/ ———— = 2[arctan t]5 = 2(arctan b — arctan 0) — 7
o t(t2+1)
da b — oo.

1 For en funktion f(x) > 0 pa ett intervall, sdg J = [0,00), dér f
generaliserad i oo, galler att

b
/ f(x)dx &r pos. och vixande i b.
0

oo
sa att antingen ar f(x)dx divergent med vérde +oo eller

0
konvergent med andligt vérde.



Montoniteten ger, for 0 < f < g pa ett intervall, att

0< /Ooo f(z)dz < /OOO g(x)dz

Om hoger integral konvergent ar den = A < oo for ngt reellt varde A
(som ar integralens vérde). Alltsa ar dven vénster integral konvergent!
Detta "test” gar under namnet ett Comparison theorem sid 2 -3 - 61.
Integralerna kan var generaliserade pa annat sétt (annat intervall eller
obegr. integrander).

dzx
Vad+1

o
Ex 4 Ar integralen / konvergent?
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1 behover bara kontrollera ————— och dar jamfora med z ,
1 Vad+1 !
ty
1
- <32~
34+1 " v x3/2

* dz )
och / — 75 = 2 dr konvergent (p— theorem).
1 T /2

[e.e]
Ex 5 Ar integralen / sin z dx konvergent?
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y=sin x
Ay Az
2n
Areorna A; =2, j=1,2,..
Vi ser att

T+2mn 2mn
/ sinx dr = 2 och / sinz dx = 0 for n=0,1,2...
0 0

Av resonemanget ovan ar gransvirdet
b

lim sinx dx
b—oo 0

av integralen inte entydigt, alltsa dr den generaliserade integralen di-
vergent.

® sinx dx

Ex 6 Ar integralen /
0

konvergent?

Losning

Vi kommer inte ge ett exakt svar pa detta men med foljande bild
forsoker vi illustrera vad som géller.



Definition

Sats

A y=sinx

Ag

T A2

Areorna A;, j=1,2,... "tar ut varandra”.

For

T

/ Sln$dx:A1—A2+A3—A4+...
0

. . .. ™
och man kan visa att denna summa &r/konvergerar mot véardet 5

som alltsa dr den gen. integralens vérde. Dock &r areorna A; i stor-

T+25m 1 0 oy
leksordningen / — dx och / — ar ju divergent. Mer exakt sa
257 T 0o
ar
A1 +As+ A5+ ... =
och

A2+A4—|—A6+...:OO.

Men néar de adderas med tecken Ay — Ay + A3 — Ay + ... tar positiva
och negativa termer ut varandra, sa mycket att denna summa (d.v.s.
integralen) konvergerar.

b
En integral, sadan att / f(z)dz ar konvergent men /\f(x)\dac ar

divergent, kallas betingat Cﬁcom)ergent.
Om integralen / |f(x)|dz &r konvergent, sédger man att / f(z)dzx ar

absolutkonvergent.
Om /|f(x)da: konvergent, sa ar /f(a:)d:n konvergent, d.v.s.

Absolutkonvergens = konvergens.

sin x
1 dx konvergent?

oo
Ex 7 Ar integralen /
0

x2 +

Loésning

1
2241

sin x
241

(0.9}
och / T 1dm ar konvergent. Alltsa ar integralen absolutkonver-
x

gent och dérmed konvergent.



b
Ex 8 Geometrisk harledning av / Inzdz.
a

Vi utgar ifran att vi vet att / e’ dxr = e"+C. M.h.a. figuren nedan berdknar
vi den forsta integralen.

y

b
Ao x=Iny eller y=¢*

By B,

Ina Inb
b
I figuren ovan ar A, = / Iny dy samt
a

Ay + A1+ By + By = blnb, och A1+ By =alna.

Dessutom ar
Inb
By = / edr=b—a
1

na

Ay =blnb—alna— (b—a) = [:z:ln:c—a:]l;.



