1 Forelasning 7 Volym, area och langd

1.1 Volym av vissa kroppar, Skivmetoden

Ex 1 Vi skall berdkna volymen av en rak cirkular kon med radie r och hojd
h. Vi later ytan som begrinsas av y = f(x) = kx, y = 0 (r—axeln), samt
x = 0 och x = h rotera kring x—axeln. Detta genererar en rotationskropp.

Dess volym fas om man ”skivar”kroppen i, ség n tunna skivor med tjock-

lek Az = h—

1=20,1,2,...,n — 1. Vidare &r linjens riktningskoefficient k = %

i punkterna x = ¢ Az med med radie y = k(i Az) for

Vi far da en undersumma (och p.s.s. en 6versumma) och till slut lata n — oo,
och dérmed fa volymen av konen. Istéllet skall vi resonera med infinitesi-
mala, dV och dx, d.v.s. volymen dV av en oédndligt liten cylinderskiva med
oandligt liten tjocklek dz. Man hoppar ddrmed over steget med under- och
oversumma och far direkt en integral for volymen, har betecknad V. En
sadan cylinderskiva har volymen dV := my?dz. Konens volym &r integralen

("summan” av alla dV)

vV = /thdVZ/OhTFQQd:E:ﬂ/Oh(;)2-1‘26133:71'(;)2 [i]:j:

1.2 Volym, skalmetoden

Ex 2 Man kan dela in konen i koncentriska cylindriska skal parallella med

r—axeln.
Ett sadan skal har den infinitesimala arean dy (h — x)27y, dir y = kxz =

T . Vi skall alltsa integrera m.a.p. y, dar 0 < y < r. Integralen blir

T T 1
27r/ Y (h — hy) dy = 27Th/ (ry — y2) = ~mwhr?,
0 r t 0 3

d.v.s. samma resultat som i exemplet ovan.

1.3 Area av yta

Vi tar aterigen konen som exempel.
Ex 3



Ett infinitesimalt ytelement ar har den infinitesimala arean 2myds, dér ds =
Vdz? + dy?. Vi far att konens mantelyta ar

h /
d
A= / 2myds = / 2my/dx? + dy? = 277/ e dy
z=0 X

=27 - ]:/ wdr =21 - - 1+<£)2 -V h%+r2.
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h h

1.4 Kurva och kurvlangd

Ex 4 Berdkna léngden av kurvan v: z — (z,Inz), ddr 1 <z <e.
Losning

Kurvans langd ar

W|:/x;d8: lemdﬁ[mdm:

L =
Ve +1=t
eV 11 x=Vt2 -1 b
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= Ve +1-V2+In(Ve +1-1)+In(v2+1) = 1 = 2.00...




