Forelisning 9, Lite om kurvor i planet

Parametrisering av en kurva

Ex 1 Vi beskriver en tagresa med konstant hastighet 6ver Vistgotaslitten) som
(x,y) tagets positition (i nagot koordinatsystem) vid tiden ¢ (h), som (x,y) =
(x0,90) + t(a, 5). Vid tiden ¢ = 0 befinner sig taget pa stationen i GBG och vid
tiden ¢ = 1.5 (h) i Falkoping. Tégets hastighet dr (o, 5) km/h, ex.vis («, 5) =
(60, 80) (km/h). Dess fart ir |(«, )| = v/60? + 80? = 100 km/h. Kurvan (som
hir &r en linje) dr parametriserad med parametern ¢ (som hir &r tid i h).

Ex 2 Kurvan y = 22 har  som parameter.
Kurvan (x(t), y(t)) = (2t,t>—1) kan ritas genom att sitta ut nigra punkter. Lttare

dr dock att eliminera parametern. Eftersom t = /2 kan vi skrivay = (2/2)?—1 =
2

% — 1, alltsé en parabel.

En cirkel kan inte beskrivas som en funktion y av variabeln x. Daremot kan den
bekrivas m.h.a. en parameter. Ex.vis cirkeln med medelpunkt i (1, —2) och radie 3
kan skrivas

(x,y) = (3cost+1,3sint—2), 0<t<2m.

Ex 3 Givet kurvan (z,y) = (z(t),y(t)) = (cos®t,sin3t), 0<t < 2m.
a) Bestdm tangentens ekvation dér ¢ = 7/3.
b) Skissa kurvan.
¢) Beridkna kurvans ldngd.

d) Berékna den area som den innestingda ytan har.

Losning:
a)
2'(t) 3sin®tcost
(t) y'(t) —3sintcos?t ant = k(r/3) Vs
1
Linjen gér genom punkten (0, yo) = (x(7/3), y(7/3)) = (8’ 3\8/§> '

Linjens ekvation dr da
1
y = —5\/5(2@« —-1)

b)



¢) Kurvans ldngd dr
/2

w/2 ™
L = 4/ V()2 + ' (t)2dt = 4/ (9sin? ¢ cos* t + 9sin® ¢ cos? £)/2dt =
0 0

/2

w/2 ™
= 4/ v981n2tcos2tdt—3/ sin 2tdt = 6.
0 0

d)
1 1 3/2
A = 4/ yda::4/ (1—x2/3>/d
0 0

w/2
= {z=sin’t} = 4/ (1 —sin?¢)3/23sin% ¢ cost dt =
0

w/2
= 4/ 3costtsin®tdt.
0

Nu dr denna integrals virde densamma om man byter roller pa sin och
cos, Alltsa ar

w/2 /2
A = 6/ (cos* tsin®t + cos? tsint t)dt = 6/ (sintcost)?dt =
0 0

3 m/2 3 /2 3
= / sin22tdt:/ (l—cos4t)dt:—7r.
2 Jo 1), 8

Ex 4 Ex. vis for ellipsen med medelpunkt i (x,y) = (0,0) och halvaxlar a > 0
och b > 0 liangs x— respektive y—axeln, kan man parametrisera ellipsens ekvation
genom

T =acost

y = bsint
Ellipsens liangd L ges da av

2m 2 2 2
L:/O \/(f{f) —|—<(§Z> = ; \/azsin2t—|—b20082tdt.

Detta dr en integral, som inte kan 16sas med primitiv funktion uttryckt i elementéra
funktioner, utom i fallet @ = b. I detta fall &r kurvan en cirkel. Man kan alltsa inte
fa ett enkelt uttryck for ellipsens lingd. Integralen kallas elliptisk integral.




