MATEMATIK Hjilpmedel: Inga, ej heller rdknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 120307 kl. 08.30-12.30

Tentamen Telefonvakt: Magnus Onnheim
0703 088 304

TMV 140 Linjar algebra Z

Tentan riattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldmnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 25 poéing pa tentamens forsta del (godkéntdelen) Bonuspoéng fran duggor och Mat-
lab 2012 riknas med, men maximal poédng pa denna del &r 32. For godként pa kursen skall ocksa Matlabmomentet
vara godkéant.

For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida 120308. Resultat meddelas via Ladok senast ca. tre veckor efter tenta-
menstillfdllet. Ett granskningstillfille kommer att anordnas, se information pa kursens webbsida. Dérefter kan

tentorna granskas vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med Gvriga l6sningar.

1 2
. R N -1 -3 :
2. (a) Lat W vara det underrum i R* som spdnns upp av 1 och e Verifiera
0 -1
1
1 "
att vektorn 0 ar ortogonal mot W.
-1
(b) Bestam en ortogonal bas for W.
1
—9 .
(c) Berékna ortogonaldekompositionen av vektorn y = 6 med avseende pa W.

(d) Bestdm avstandet fran y till .

. [3 4
3. LatA—[4 3}

(a) Bestdm alla egenvérden och egenvektorer till A.
(b) Ange en ortogonal matris P och en diagonalmatris D sadana att A = PDPT.

(c) Bestim A'% (OBs! Du behover inte rikna ut ¢! for nagot tal a).

4. (a) Definiera begreppet koordinater for en vektor relativt en bas fér ett underrum i R”™.
(b) Visa att B = by, by, bs ér en bas for R?, dér

1 1 0
b1 = 4 s bQ = 5 och b3 = 2 5
0 3 7
1
och ange koordinaterna for vektorn v = 4 relativt basen B.
-1

(1p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

Dessa uppgifter kan inte rdknas in for att na godkéantgriansen. Om godkéntgréansen ej dr uppnadd kommer

overbetygsdelen inte att rdttas. Normalt krdvs for podng pa uppgift att man redovisat en fullstindig

16sningsgang som atminstone skulle kunna leda till méalet.

. Foljande deluppgifter, som maximalt kan ge 2p per deluppgift, skall besvaras med Sant
eller Falskt. Svarar du Sant, ge en tydlig motivering. Svarar du Falskt, ge ett motexempel.
Enbart svar ger inga poéng.

(a)
(b)

Om T &r en injektiv linjir avbildning fran R™ till R™, sa ar n < m.
Om A &r radekvivalent med enhetsmatrisen sa ér A diagonaliserbar.

Om P ir ett plan genom origo i R? och T'(x) betecknar spegelbilden av vektorn x i
P, sa ar standardmatrisen for avbildningen T diagonaliserbar.
Visa att de fyra polynomen

Bo(t) = (1 —t)3, By(t)=3t(1—1t)%, Ba(t) =3t*(1—1), Bs(t)=1t>

bildar en bas for rummet av alla polynom av grad hogst 3, dvs rummet P3.

Bestdm koordinaterna for polynomet p(t) = ¢2 4+ 1 i den basen.

Visa att for varje matris A dr Nul(A4) = Nul(AT A).

Visa, till exempel med hjilp av resultatet i (a), att Col(A) = Col(AAT).
Du far alltsa anvénda resultatet i del (a) &ven om du inte gjort del (a).

Lycka till!
Peter H



Anonym kod

sid.nummer

Poing

TMV140 Linjir algebra Z 120307 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
11 11
. . 2 2 5 2
(a) Berdkna determinanten 1 2 3 1
10 2 2
Losning:
Y72 P
. .. s . 1
(b) Ange standardmatrisen for den linjira avbildning 7' : R? — R? som avbildar 0

pa [ :1)) } och [ (1) } pa [ 111 ] Berikna évenT([ _32 ])
Loésning:
7 N P
2 =20
(c) Bestdm inversen till matrisen A= | 0 1 0
1 -1 1
Lo6sning:

(2p)

(3p)

VAND!



1 0 2 1
(d) Lat A=| 1 1 4 0 |.Ange en bas for Col(A) och en bas fér Nul(A).
2 0 4 2
Losning:
S

(e) Bestdm den rita linje y = a + bz som dr bést anpassad, i minstakvadrat-metodens
mening, till punkterna (z,y) = (1,0), (2,1), (3,1).
L6sning:

(3p)



Loésningar TMA140, Linjir Algebra Z, 120307

1. (a) Vi gor forst radoperationer, och utvecklar sedan efter rader:

1111 1111
030

2 25 2 0030 1 0

1231_0120_1é??_(_3)’—11’__3'

1022 0011

b) Vi kan direkt skriva upp avbildningsmatrisen 3 4 . Vi har da
11

(D=1l

2 -2 0[1 0 0 1 00[1/2 10
0O 1 0(j01 0|~1]0 1 0] O 1 O0
1 -1 1]0 0 1 0 0 1/-1/2 0 1
Alltsa ar
12 1 0
A= 0 10
~1/2 0 1
(d) Vi har
1 0 2 1 1 0 2 1
114 0|~]]01 2 -1
2 0 4 2 0 0 0 O

Alltsd bildar pivotkolonnerna [1 1 2]7, [0 1 0]7 en bas for kolonnrummet och
[-2 —210]7, [-1 10 1]T en bas for nollrummet.

(e) Inséttning av punkterna i linjens ekvation ger

a+b=0
a+2b=1
a+3b=1.

Normalekvationerna for detta system &r
{111] ; {a}rll] (1)
1 2 3 3 b 1 2 3 1

sl [b]=15)

Detta har 16sningen a = —1/3, b = 1/2, sa den sokta linjen &r

—_ =

dvs

1 =z
YT T
2. () Latwy=[1 -1107T, ug=[2-31—1],x=[110 —1]T. Det réicker att kontrollera
att x-u; =x-u2 =0.

(b) Med Gram—-Schmidts metod sétter vi vi = u; och

u2 - Vi —1
Vi = ug — 2V1 =
V1V —1

V2 =uz —



Da ar vy, v en ortogonal bas for W.

(¢) Ortogonala projektionen pa W ges av

3

. . -1
y Vi vi + Y V2 vy = 3vy — 2V =

V1V V9 V9 5

2

Komponenten i riktning ortogonal mot W é&r da

3 -2
| |
Y7l s | T 1
2 0
-2
(d) Avstandet till W &r lingden pa vektorn 711 ovan, dvs v/22 + 11 + 12 + 02 = /6.
0
3. (a) Karakteristiska ekvationen det(A — AI) = 0 har rétterna A\; = —1, Ay = 7, som alltsa
r matrisens egenviirden. Ekvationen Ax = —x har l6sningarna c[1 — 1]7, ekvationen
Ax = Tx losningarna c[1 1]7. Dessa vektorer, med ¢ # 0 #r matrisens egenvektorer.
(b) Vi kan ta P = % [ _11 i } (kolonnerna &r egenvektorer med lingd 1) och D =

)

(c) Vi har

A100 _ ppl00 pT _

| =

1 17[1 o0 1 —1]_ 17741 7100
-1 1[0 7)1 1 | 27001 710047 "
4. (a) Se kursboken.
(b) Upprepade radoperationer ger
1 1 0] 1 1 0 0]-1
4 5 2 4|(~10 1 0] 2
0 3 7/—-1 0 0 1|-1

Eftersom koefficientmatrisen reduceras till enhetsmatrisen &r de givna vektorerna en
bas. I hogerledet liser vi av koordinaterna [-1 2 — 1]T.

5. (a) Detta dr Sant. Att T &r injektiv dr ekvivalent med att avbildningsmatrisen for T
(som dr en m x m-matris) har pivotelement i varje kolonn. Men eftersom dessa n
pivotelement ligger i olika rader maste m > n.

(b) Detta #r Falskt. Ett motexempel ges av [ (1) 1 ]

(c) Detta ar Sant. Tag tva icke-parallella vektorer u och v i P samt en normalvektor
w till P. Dessa #r linjirt oberoende, och alltsa en bas for R3. Vidare &r T'(u) = u,

T(v) = v och T(w) = —w, sa u, v och w dr egenvektorer. Det finns alltsa en
bas for hela rummet bestaende av egenvektorer, vilket dr definitionen av att vara
diagonaliserbar.

6. Losning 1: Genom att infora basen 1,¢,t2, > kan vi identifiera rummet av polynom med
R*. Bernsteinpolynomen (de heter s&) identifieras da med vektorerna By = [1 —3 3 —1]7,
By=103 —63]7, B3=[003 —3]7, By =1[000 1]7, och polynomet p med [1 0 1 0]T.
Vi stéller upp den utdkade matrisen

1 0 0 0|1 100 0|1
-3 3 0 00 010 0f1
3 =6 3 0|1 o0 1 0|4/3
-1 3 =3 1|0 000 1] 2



7.

Har kan vi ldsa av bade att Bernsteinpolynomen bildar en bas (koefficientmatrisen dr ra-
dekvivalent med enhetsmatrisen) och att de sokta koordinaterna &r [1 1 4/3 2]7.

Losning 2: Om vi vill skriva ett polynom p som linjirkombination av Bernsteinpoly-
nomen far vi
p(t) = A(1 —t)3 + 3Bt(1 — t)? + 3Ct*(1 — t) + Dt>.

Sétter vi hir t = s/(s+ 1) far vi efter forenkling

(s+1)3p< ) = A+ 3Bs +3Cs* + Ds>.

s+1

Om p har grad hogst 3 sa dr (s + 1)3p(s/(s + 1)) ett polynom i s av grad hogst 3, sa
koefficienterna existerar entydigt. Detta visar att Bernsteinpolynomen bildar en bas. I
specialfallet p(t) = 1 + ¢ far vi

(s+ 1%+ (s+1)s? =14 3s + 45>+ 243
och kan lésa av koordinaterna [A B C D] =[114/3 2].

(a) Det giller att visa att Ax = 0 <= AT Ax = 0. Implikationen at hoger foljer genom
att multiplicera med AT Implikationen &t vinster inses till exempel genom att skriva

|Ax||? = (Ax)T Ax = xT AT Ax.

Om AT Ax = 0 #r alltsd || Ax||? = 0, vilket medfér Ax = 0.

(b) Enligt (a) géller Nul(A)+ = Nul(A” A)*. Detta kan skrivas Col(AT) = Col((AT A)T) =
Col(AT A). Kalla nu A for AT och vi r klara.



